APUNTES PARA ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS II

PARTE 2: ESTRUCTURAS DE DATOS

ARBOLES BINARIOS

TAD arbol binario. Esta es una estructura muy usada en numerosas aplicaciones.
Su nombre y demés terminologia afin proviene de los arboles de la botanica, pero
sobre todo de los arboles genealogicos. A pesar de que la definiciéon puede generalizarse
naturalmente, definiremos s6lo los arboles binarios. Un &rbol binario puede adoptar una
de estas dos formas: o bien es un arbol vacio o bien es un nodo que, ademas de un
elemento, tiene dos subarboles (de ahi el vocablo “binario”). Asi, un 4rbol no vacio
tiene una raiz (el elemento), un subarbol izquierdo y un subarbol derecho.

Graficamente, los arboles binarios se representan de la siguiente forma:
raiz

h
[0,1,0,0}——~= [1,0]

En esta representaciéon, los arboles vacios no se dibujan, s6lo se dibujan los nodos.
Uno puede facilmente deducir donde se encuentran los arboles vacios ya que cada nodo
debe tener exactamente 2 subérboles. Asi, los nodos marcados con una “v” tienen un
subarbol vacio, y los marcados con una “h” tienen sus 2 subarboles vacios.

TAD arbol binario[elem|

constructores
<> : arbol binario
< _, , > :éarbol binario X elem x arbol binario — arbol binario
operaciones
raiz : arbol binario — elem {se aplica solo a un arbol no vacio}
izquierdo : arbol_binario — &rbol_binario  {se aplica solo a un arbol no vacio}
derecho : arbol binario — arbol binario {se aplica solo a un arbol no vacio}
es_vacio : arbol binario — booleano
ecuaciones

raiz(<ie,d>) = e
izquierdo(<i,e,d>) = i
derecho(<ie,d>) = d
es_vacio(<>) = verdadero
es_vacio(<l,e,r>) = falso
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Un nodo con sus dos subarboles vacios (<<>,e, <>>) se llama hoja (en el ejemplo
grafico, son los marcados con una “h”) y se denota mas brevemente <e>. Dado un nodo
n, sus 2 subarboles izquierdo y derecho se denominan usualmente hijos, respectivamente
hijo izquierdo e hijo derecho de n. A su vez, n se dice padre de sus hijos. Dos arboles
son hermanos cuando son hijo izquierdo y derecho del mismo padre. Un camino es
una secuencia A, Ay, ..., A, de arboles tales que para cada 7, A;;1 es hijo de A;. La
longitud de este camino es n-1. Ademas, A; se dice ancestro o ascendiente de A, y
A,, descendiente o subarbol de A;. Decimos que siempre hay un camino de longitud
0 de todo arbol a si mismo. La altura de un arbol es la longitud del camino que va
desde ¢l hasta su hoja méas lejana. La profundidad de un subarbol es la longitud del
camino que va desde el arbol hasta él. Se llama nivel a todo conjunto de subarboles de
igual profundidad.

Intuitivamente, si seguimos la representacion grafica, un camino se puede identificar
con un recorrido descendente del arbol. Toda esta terminologia (salvo por los términos
“izquierdo” y “derecho”) puede ser extendido sencillamente a otras definiciones de ar-
boles, como ternarios (cada nodo tiene 3 hijos), finitarios (cada nodo tiene una cantidad
finita de hijos), etc.

Resulta conveniente hablar de las posiciones en que la informaciéon puede encontrarse
en un arbol. En la representacion grafica dada, se decor6 con un “0” la arista que
une un nodo con su hijo izquierdo, y con un “1” la que lo une con su hijo derecho.
Gracias a ello, una posicion cualquiera dentro del arbol puede ser senalada dando una
secuencia de 0’s y 1’s. Esta secuencia indica, si uno parte de la raiz, qué subarbol debe
elegir (izquierdo o derecho) para llegar hasta la posicion indicada. En la representacion
grafica se ejemplifican las posiciones indicadas por [0,1,0,0] y por [1,0]. Se define el
conjunto de posiciones pos = [{0,1}].

Dado un arbol ¢ y una posicion p, definimos t | p para denotar el descendiente de ¢
que se encuentra en la posicion p de t.
<> p=<>
<ie,d>] [ =<i,e,d>
<ie,d>L (0>p) =ilp
<t ed>L(I>p)=dlp

Notese que si p no esté entre las posiciones que aparecen en la representacion grafica
de t, entonces t | p =<>. Definimos pos(t) como el conjunto de posiciones que si
aparecen en la representacion grafica: pos(t) = {p € pos | t | p #<>}.

Ahora podemos definir la operacion t.p que devuelve el elemento alojado en la posicion
p de t. Esta operacion solo esta definida para p € pos(t).
<i,e,d>.=e
<i,e,d>.(0>p)=ip
<i,e,d> . (1>p)=ip
o equivalentemente, se puede definir t.p =raiz(t | p).

Utilizando punteros hay una forma inmediata de implementar arboles binarios, consis-
tente en reemplazar cada arista de la representacion grafica justamente por un puntero:
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type node = tuple
Ift: pointer to node
value: elem
rgt: pointer to node
end
type bintree = pointer to node

fun empty() ret t:bintree
t:= null
end
{Post: t ~<> }
{Pre:1~LAe~EAT~R}
fun node(l:bintree,e:elem,r:bintree) ret t:bintree
alloc(t)
t—lft:= 1
t—value:= e
t—=rgt:=r
{Post: t ~ <LLE,R>} end
{Pre: t ~ T A—is_empty(t)}
fun root(t:bintree) ret e:elem
e:— t—value
end
{Post: e ~ raiz(T)}
{Pre: t ~ T A—is_empty(t)}
fun left(t:bintree) ret l:bintree
l:= t—1ft
end
{Post: | ~ izquierdo(T)}
{Pre: t ~ T A= is_empty(t)}
fun right(t:bintree) ret r:bintree

r:— t—rgt

end

{Post: r ~ derecho(T)}

{Pre: t ~ T}

fun is_empty(t:bintree) ret b:bool
b:= (t = null)

end

{Post: b ~ es_vacio(T)}
Tratdndose de estructuras en las que el programador debe administrar la memoria,
es conveniente también disponer del destructor correspondiente:
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{libera todo el espacio de memoria ocupado por t}
proc destroy(in/out t:bintree)
if = is_empty(t) then destroy(left(t))
destroy (right(t))
free(t)
t:= null
fi
end

La implementaciéon de arbol binario que se acaba de dar no es la tnica posible, se
di6 solo a los fines de ilustrar una posible manera de hacerlo, y otro ejemplo del uso
de punteros. De hecho, al presentar heaps, se dard una representaciéon de los arboles
binarios totalmente diferente (basada en la utilizacion de arreglos).

Existen numerosas aplicaciones de arboles binarios. Presentaremos dos de las mas
interesantes: arboles binarios de busqueda, para implementar el TAD diccionario, y
heaps, para implementar el TAD cola de prioridades.

Si T es un tipo, resulta conveniente denotar por < T' > al tipo de los arboles binarios
cuyos elementos son los de T'. Por simplicidad y mayor comprension, abandonaremos
por momentos el pseudo-codigo que veniamos usando y preferiremos un estilo de pogra-
macién funcional, utilizando cuando resulte conveniente pattern-matching en vez de las
operaciones raiz, izquierdo, derecho y es_vacio.

TAD diccionario y arboles binarios de biisqueda. Un diccionario es un tipo de
dato que soporta las siguientes operaciones: creaciéon del diccionario vacio, agregado
de un elemento a un diccionario, consulta si el diccionario es vacio, bisqueda de un
elemento en el diccionario y borrado de un elemento del mismo.

Se puede especificar como sigue:

TAD diccionario|elem]|
constructores
vacio : diccionario
agregar : elem X diccionario — diccionario
operaciones
es_vacio : diccionario — booleano
estd : elem X diccionario — booleano
borrar : elem x diccionario — diccionario
ecuaciones
es_ vacio(vacio) = verdadero
es_vacio(agregar(e,d)) = falso
esta(e,vacio) = falso
esta(e,agregar(e,d)) = verdadero
e # ¢ = esta(e,agregar(e’,d)) = esta(e,d)
borrar(e,vacio) = vacio
borrar(e,agregar(e,d)) = borrar(e,d)
e # ¢ = borrar(e,agregar(e’,d)) = agregar(e’,borrar(e,d))
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Para poder implementar eficientemente el TAD diccionario, es necesario contar con
un orden entre los elementos. Esto permite utilizar arboles binarios de bisqueda (ABB).

Como su nombre lo indica son drboles binarios cuya informaciéon ha sido organizada de
manera de facilitar la bisqueda de un elemento cualquiera que pueda estar almacenado
en el arbol. Para que un arbol binario sea un ABB debe cumplirse, para todo nodo
del arbol, que todos los elementos alojados en el hijo izquierdo sean menores que el
alojado en el propio nodo, y que éste a su vez sea menor que todos los alojados en el
hijo derecho. En simbolos,

def (p<10) Hq € pos(t) t.((p<0)+q) < t.
ABBU) b € poslt) i € pos { (i <1) %Z € gOS(t) z t.pi t.((p <q1)1q]))

En un ABB la operacion principal es la de busqueda (llamada “est4” en la especificacion
del TAD diccionario), que en estilo funcional podria definirse:

search : T x <T>—Bool {se aplica a un ABB}
search(e,<>) = false
search(e,<l,e’;r>) = if e<e’ — search(e,l)
e=e’ — true
e>e’ — search(e,r)
fi

Si el arbol esta balanceado esta operacion es del orden de logn donde n es el ntimero
de nodos del arbol. Para convencerse de ello, observe que la biisqueda se realiza a lo
largo de un camino que parte desde la raiz. Un &arbol perfectamente balanceado de
altura m — 1 tiene n = 2" — 1 nodos. Sus caminos tienen a lo sumo longitud m (o sea,
aproximadamente logn).

Otra operacion importante es la de insertar (llamada “agregar” en la especificacion
del TAD diccionario) un nuevo elemento en el lugar correspondiente de manera de que
el resultado siga siendo un ABB.

insert : T x <T>—<T> {se aplica a un ABB}
insert(e,<>) = <e>
insert(e,<l,e’,;r>) = if e<e’ — <insert(e,l),e’,r>

e=e’ — <le’r>

e>e’ — <l insert(e,r)>

fi
Si el arbol esta balanceado esta operaciéon también es logaritmica.
Finalmente definimos la operacién borrar que es la mas dificil de definir, pues requiere

la definicion de una funcion auxiliar que calcule el méximo de un ABB, y otra que lo
borre:

max : <T>—T {se aplica a un ABB no vacio}
max(<ler>) = if r=<> — ¢
r#£<> — max(r)
fi
delete_max : <T>—<T> {se aplica a un ABB no vacio}
delete_max(<ler>) = if r=<> — 1
r#£<> — <le,delete_max(r)>
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fi

delete : T x <T>—<T> {se aplica a un ABB}
delete(e,<>) = <>
delete(e,<l,e’;r>) = if e<e’ — <delete(e,l),e’,r>
e=e’ ANl =<>—>r
e=e’ A1 #<> — <delete_max(l),max(l),r>
e>e’ — <le’ delete(e,r)>
fi

Todas estas operaciones también son logaritmicas si el arbol esta balanceado.

TAD cola de prioridades y heaps. Ya se ha presentado el TAD cola de prioridades:
una variante del TAD cola en el que el criterio de atencion se basa exclusivamente en
la prioridad del elemento y no en el orden en que llega.

La cola de prioridades se puede implementar de cualquiera de las formas vistas para
cola, salvo que, o bien enqueue, o bien dequeue y first serdn lineales en el tamano
de la cola. A continuacién veremos que nuevamente los arboles nos proporcionan, una
solucion logaritmica.

Al igual que el ABB, el heap es un arbol binario con ciertas condiciones suplemen-
tarias respecto a la organizacién de la informaciéon. Las implementaciones del heap
proporcionan implementaciones eficaces de las colas de prioridades.

Dado T equipado con un orden total <, un heap es un arbol binario tal que todos
sus nodos alojan el maximo de todo el subarbol que comienza en ese nodo. En simbolos

heap(t) dlef Vp € pos(t).¥q € pos. p Hq € pos(t) = t.(p Hq) < t.p
o equivalentemente, por transitividad de <,

p<0€pos(t)=t.(p<0)<tp

def
heap(t) = Vpe pOS(t). { p<ale pos(t) = t.(p < 1) <tlp

Veremos que con un heap se puede implementar una cola de prioridades de manera
de que first sea constante y enqueue y dequeue logaritmicas.

Una implementaciéon muy eficiente de heaps es mediante el uso de arreglos. Dado un
arreglo a: array|l..n| of T, el arreglo puede ser visto como un arbol binario en el que
la celda 1 tiene como hijos a las celdas 2 y 3, la 2 tiene como hijosa 4y 5,la 3, a6y
7, en general, la celda n tienen como hijos a las celdas 2n y 2n+1. Como el arreglo es
finito, una celda puede alcanzar a tener 2 hijos, s6lo uno, o ninguno. Dada una celda
1 > 1, el padre se obtiene realizando la divisién entera ¢ + 2.

type heap = tuple
elems: array|l..n| of elem
size: nat
end

Observar que es importante que el arreglo comience en la posiciéon 1 y no en la
posicion 0. En caso contrario, las expresiones aritméticas para obtener el hijo izquierdo,
el derecho, o el padre, se vuelven un poco méas confusas.
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Las dos funciones que siguen se utilizan para poder luego abstraernos de la operacion
aritmética que permite obtener las posiciones del hijo izquierdo y del hijo derecho a
partir de la del padre.

fun left(i:nat) ret jnat

ji= 2%

end

fun right(i:nat) ret j:nat
ji= 2%t

end

Anélogamente, la siguiente funciéon determina la posicién j donde se encuentra el
padre de un nodo que estd en posicion i.
fun parent(i:nat) ret j:nat
ji=i+2
end
En un heap, un nodo puede no tener hijos (cuando es una hoja). La siguiente funcion
dice si el nodo que se encuentra en la posicion i del heap tiene hijos o no.
{Pre: 1 <i< h.size}
fun has children(h:heap, i:nat) ret b:bool
b:= (left(i) < h.size)
end
{Post: b = i tiene hijos en h}

Similarmente, un nodo puede no tener padre (cuando es la raiz).

fun has parent(i:nat) ret b:bool
b:= (i # 1)
end
Si un nodo tiene hijos, es conveniente poder compararlo (e intercambiarlo) con el
mayor de sus hijos. Para ello, la siguiente funcién devuelve la posicion donde se encuen-
tra el mayor de sus hijos. La funcién asume que el nodo que se encuentra en la posicion
i tiene hijos y distingue el caso en que tiene ambos hijos (right(i) < h.size) o s6lo uno.

{Pre: 1 <1i < h.size A has_ children(h,i)}

fun max_child(h:heap, i:nat) ret j:nat
if right(i) < h.size A h.elems|left(i)] < h.elems|right(i)] then j:= right(i)
else j:= left(i)
fi

end

{Post: j = posicion donde se encuentra el mayor de los hijos de i en h}

El procedimiento lift, asume que i tiene padre y modifica el arreglo intercambiando
lo que se encuentra en la posiciéon i con lo que se encuentra en el padre de i.
{Pre: 1 <1i < h.size A has_ parent(i)}
proc lift(in/out h:heap,in i:nat)

swap(h.elems i,parent(i))
end
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A continuacién, se define la funcién booleana must_lift que asume que i tiene padre
y decide cuando debe ejecutarse el procedimiento anterior.

{Pre: 1 <1i < h.size A has_parent(i)}

fun must_ lift(h:heap, i:nat) ret b:bool
b:= (h.elems|i] >h.elems|parent(i)|)

end

{Post: b = i es mayor que su padre}

El procedimiento float es el que compara el dato alojado en el nodo h.size con los
alojados en cada uno de los ancestros de h.size hasta encontrarle la posicion correcta.
Como a lo sumo recorre un camino en un arbol binario balanceado, es en el peor caso
del orden de logn.

{Pre: h (= H) es heap excepto tal vez porque el elem en h.elems|h.size| es grande}
proc float(in/out h:heap)
var c¢: nat
c:= h.size
while has_parent(c) A must_lift(h,c) do
lift(h,c)
c:= parent(c)
od
end
{Post: h es un heap con los mismos elementos que H}

El procedimiento sink es el que compara el dato alojado en el nodo 1 con los alojados
en algunos de sus descendientes hasta encontrarle una posicion correcta. En cada paso
lo compara con el mayor de los hijos. De esta manera, a lo sumo recorre un camino en
un arbol binario balanceado. Por ello, en el peor caso es del orden de logn.

{Pre: h (= H) es heap excepto tal vez porque el elem en 1 es chico}
proc sink(in/out h:heap)
var p: nat
p:i=1
while has_ children(h,p) A must_lift(h,max_child(h,p)) do
p:= max_ child(h,p)
lift(h,p)
od
end
{Post: h es un heap con los mismos elementos que H}

Estas primitivas facilitan enormemente la tarea de implementar una cola de priori-
dades utilizando un heap. El tipo pqueue resulta sélo sinénimo del tipo heap.
type pqueue = heap

El procedimiento que inicializa la cola de prioridades no presenta novedades.
proc empty(out q:pqueue)

q.size:= 0

end
{Post: q ~ vacia}
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El procedimiento enqueue, incrementa el campo size del heap (que al ser incrementado
senala la primer celda libre del arreglo) aloja en la primer celda libre el nuevo elemento
y finalmente, para restrablecer la condicion de heap, “hace flotar” el nuevo elemento.
La tnica operacidon no constante es flotar, por ello enqueue resulta en el peor caso del
orden de logn.

{Pre: q ~ Q A q.size <n}

proc enqueue(in/out g:pqueue,in e:elem)
q.size:= q.size+1
q.elems|q.size|:= e
float(q)

end

{Post: q ~ encolar(Q,e)}

La funcion first es muy sencilla. En un heap no vacio el maximo se encuentra en la
raiz, que esta en la posicion 1 del arreglo.
{Pre: q ~ Q A—is_empty(q)}
fun first(q:pqueue) ret e:elem
e:= q.elems|1]
end
{Post: e ~ primero(Q)}

El procedimiento dequeue elimina el maximo sobreescribiendo la posicion 1 del arreglo
con lo que se encuentra en la tltima posicion del heap (la sefialada por size), decre-
menta el campo size dado que ahora va a tener un elemento menos y finalmente, para
restablecer la condicién de heap, “hunde” el elemento que ahora esta en la raiz. La tnica
operacion no constante es hundir, por ello dequeue resulta en el peor caso del orden de
logn.

{Pre: q ~ Q A—is_empty(q)}

proc dequeue(in/out q:pqueue)
q.elems|1]:= q.elems|q.size]
q.size:= q.size-1
sink(q)

end

{Post: q ~ dequeue(Q)}

Por tltimo, la funcién is__empty no presenta ninguna dificultad.

{Pre: q ~ Q}

fun is__empty(q:pqueue) ret b:bool
b:= (q.size = 0)

end

{Post: b ~ es_vacia(Q)}

Ademas de ser muy ingeniosa, la implementacion del heap en un arreglo da lugar a un
nuevo algoritmo de ordenacion llamado heap sort, que utiliza temporariamente como
heap el mismo arreglo que se quiere ordenar. El algoritmo consiste de dos etapas. En
la primera, el arreglo se va transformando en un heap cada vez mas grande a medida
que se insertan en él los elementos del arreglo. En la segunda, se van extrayendo los
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elementos del heap y colocando en su lugar definitivo en el arreglo. Las operaciones
float y sink cambian ligeramente para recibir como parametros en forma separada el
arreglo y el tamano del heap.

proc heap sort(in/out a:array|l..n| of elem)
for i:= 1 ton do
float(a,i)
od
for i:= n downto 2 do
swap(a,1,i) {ali]:= first}
sink(a,i-1)
od
end

Mientras el primer for coloca uno a uno los elementos del arreglo en el heap, el segun-
do los extrae y coloca en su lugar. Las celdas que el heap va liberando son justamente
las que vuelve a controlar el arreglo a ordenar. No es necesario registrar en una variable
aparte el tamano del heap ya que el mismo es indicado por la variable i del primer for.
En el segundo for, inmediatamente después del swap, el tamano del heap es i-1.

Para completar el heap sort necesitamos adaptar (trivialmente) las siguientes fun-
ciones y procedimientos definidas sobre heap. Los cambios consisten exclusivamente en
adaptar las funciones al hecho de que el heap no esta representado por una tupla sino
que sus 2 campos estan separados.

fun has children(a:array|l..n| of elem, s: nat, i:nat) ret b:bool {pre: 1 <i <s}
b:= (left(i) < s)

end

fun max_child(a:array|1..n] of elem, s: nat, i:nat) ret j:nat {pre: has_children(s,i)}
if right(i) <s A alleft(i)] < a|right(i)] then j:= right(i)
else j:= left(i)
fi

end

proc lift(in/out a:array|l..n| of elem,in i:nat)
swap(a,i,parent(i))
end
fun must_ lift(a:array|1..n| of elem, i:nat) ret b:bool
b:= (ali] >a|parent(i)])
end
proc float(in/out a:array|l..n| of elem,in i:nat)
var c¢: nat
=1
while has_parent(c) A must_lift(a,c) do
lift(a,c)
c:= parent(c)
od
end
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proc sink(in/out a:array|l..n| of elem, in s:nat) {se aplica a 1 <i <s}
var p: nat
p:=1
while has_children(s,p) A must_lift(a,max child(a,s,p)) do
p:= max_ child(a,s,p)
lift(a,p)
od
end

Por tultimo, presentamos a continuacion la version de heap sort que resultaria si no
utilizaramos funciones y procedimientos auxiliares. A los fines pedagogicos la version
anterior es mas apropiada, pero la que sigue se parece méas a la que suele encontrarse
en libros y bibliotecas de programas. Es por eso que decidimos incluirla a continuacion.

Se utilizan tres variables locales: p por parent (padre), ¢ por child (hijo) y r por right
((hijo) derecho).

proc heap sort(in/out a:array|l..n| of elem)
var p,c,r: nat
for i:= 1 ton do

c=i {comienza enqueue(ali])}
pi=1+2
while ¢ # 1 A a|c] > alp| do
swap(a,c,p)
c:=Dp
pi= p+2
od {termina enqueue(ali|)}
od
for i:= n downto 2 do
swap(a,1,i) {ali]:= first, comienza dequeue}
pi=1
ci— 2

r:= min(3,i-1)
while ¢ < i A (a|p|] < méx(ac|,a[r])) do
if a|c| > a|r] then swap(a,c,p)

p:i=c
else swap(a,r,p)
pi=r
fi
c:= 2%p
r:= min(2xp-+1,i-1)

od
od
end

En el primer for se realiza, para cada ejecucion del ciclo, la incorporaciéon de un
nuevo elemento (ali]) al heap. El while que esta dentro de ese primer for se encarga de
hacer flotar el nuevo elemento. Las divisiones por 2 corresponden a la funcién parent
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que utilizamos anteriormente, la condicion del while a la conjuncion de has parent(c)
con must_lift(a,c), la operacion swap a la llamada al procedimiento lift.

El segundo for es mas complicado. Luego del swap (que asigna a ali] su valor defini-
tivo, es decir, deja esa celda ordenada) se realiza el “hundimiento” de la posicion 1.
Observar que ¢ < i exactamente cuando p tiene hijo(s), y ¢ es i-1 exactamente cuando
p tiene 1 hijo, en cuyo caso se cumplird ademés r = c. Este artilugio permite tratar de
manera uniforme los casos en que p tiene 1 6 2 hijos. Mientras estemos en uno de esos
casos, se compara lo alojado en p con lo alojado en el mayor de sus hijos y se inter-
cambian el padre con el mayor de sus hijos. Nuevamente se asigna a r una expresion no
trivial, con la intencién de que r sea igual a ¢ en caso de que p tenga un tnico hijo.



