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Ejemplo: busqueda binaria

Algoritmos de ordenacion

@ Algoritmos elementales:
@ Ordenacion por seleccion
e Bubble sort
e Cocktail sort
e Ordenacion por insercion
e Shell sort

@ Algoritmos eficientes:

e Ordenacion por intercalacion

e version iterativa

e Ordenacion rapida

e variantes sobre el procedimiento pivot
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O

Algoritmos divide y venceras
Recurrencias divide y venceras
Ejemplo: busqueda binaria

Notacién O

Seag: N3 RO,
@ O(g(n)) = {f: N R2%|3c > 0.v>®n e N.f(n) < cg(n)}
@ Q(g(n)) ={f: N3 R2%|3c > 0.v>®n e N.f(n) > cg(n)}

@ ©(g9(n) = 0(g(m) N (g(n))
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O

Algoritmos divide y venceras
Recurrencias divide y venceras
Ejemplo: busqueda binaria

Algunas equivalencias

@ O(f(n)) C O(g(n)) es equivalente a:
o g(n) € Q(f(n))
o f(n) € O(g(n))
° Q(g(n) € Q(f(n))
@ O(f(n)) € O(g(n)) es equivalente a:
o Q(g(n)) c Q(f(n))
o f(n) € O(g(n)) pero g(n) & O(f(n)).
@ O(f(n)) = O(g(n)) es equivalente a:
o Q(g(n)) = Q(f(n))
o f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n))
o f(n) € Q(g(n))y 9(n) € Q(f(n))
e f(n) € ©(g(n)).
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O
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Propiedades

@ Constantes multiplicativas no afectan.
@ Términos de crecimiento despreciable no afectan.
@ Sean a,b > 1, O(log, n) = O(log, n).
@ Regla del limite. Jerarquia.
@ Sea vV*°n e N.f(n) > 0. Entonces
g(n) € O(h(n)) <= f(n)g(n) € O(f(n)h(n)).
@ Sea lim,_,~ h(n) = co. Entonces
f(n) € O(g(n)) = f(h(n)) € O(g(h(n))).
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O
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Jerarquia

O(1) c O(log(log(log n))) c O(log(log n)) c O(log n) € O(n®°") ¢

c O(n) c O(nlogn) c O(n'%") c O(n'%) c ©(1.01") ¢
c O(n'%1.01") c ©(1.02") ¢ O(100™) ¢ O(10000") C
CcO((n—=1)H) co(n)co((n+1))co(nm
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Algoritmos de ordenacion
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Recurrencias divide y venceras

Ejemplo: busqueda binaria

Algoritmo divide y venceréas

Forma general

fun DV(x) ret y
if x suficientemente pequefo o simple then y:= ad_hoc(x)
else descomponer x en xy, Xo, ..., Xa
fori:=1to ado y;:= DV(x;) od
combinar yi, yo, ..., Y, para obtener la solucién y de x
fi
end

Normalmente los x; son fracciones de x:

1 X
|XI| - b
para algun b fijo.
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O

Algoritmos divide y venceras
Recurrencias divide y venceras

Ejemplo: busqueda binaria

Algoritmo divide y venceréas

Conteo

Si queremos contar el costo computacional (nUmero de
operaciones) t(n) de la funcién DV obtenemos:

() = c si la entrada es pequefia o simple
| axt(n/b)+ g(n) en caso contrario

si ¢ es una constante que representa el costo computacional
de la funcion ad_hoc y g(n) es el costo computacional de los
procesos de descomposicién y de combinacion.

Esta definicion de t(n) es recursiva (como el algoritmo DV), se

llama recurrencia. Existen distintos tipos de recurrencia. Esta
se llama recurrencia divide y venceras.
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O
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Recurrencias divide y venceras
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Potencias de b

@ Para
o

t(n) = c si la entrada es pequefia o simple
axt(n/b) + g(n) en caso contrario

e con g(n) € O(n¥),
@ demostramos

O(n'°% 2| n potencia de b) sia> b¥
t(n) € { O(n*logn|npotenciade b)  sia= b
O(n*|n potencia de b) sia< b

@ Similar resultado vale reemplazando O por 2 en las 4
ocurrencias.

@ Similar resultado vale reemplazando O por © en las 4
ocurrencias.
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Algoritmos de ordenacion
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Recurrencias divide y venceras

Ejemplo: busqueda binaria

Recurrencias divide y venceras

@ Para
("]
t(n) = c si la entrada es pequefia o simple
axt(n/b) + g(n) en caso contrario
si t(n) es eventualmente no decreciente, y g(n) € O(nk),
entonces
("]
O(n'°% 2) sia> b
t(n)e { O(nflogn)  sia= bk
o(n*) sia< b¥

@ Similar resultado vale reemplazando O por Q2 en las 4
ocurrencias.

@ Similar resultado vale reemplazando O por © en las 4
ocurrencias.
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O

Algoritmos divide y venceras
Recurrencias divide y venceras

Ejemplo: busqueda binaria

Ejemplo: busqueda binaria

{Pre: 1 <izq < n+1 A0 < der <n A aordenado}
fun binary_search_rec (a: array[1..n] of T, x:T, izq, der : nat) ret i:na
var med: nat
ifizq >der—i=0
izq < der — med:= (izg+der) + 2
if x < a[med] — i:= binary_search_rec(a, X, izq, med-1)
x = a[med] — i:= med
x > a[med] — i:= binary_search_rec(a, x, med+1,der)
fi
fi
end fun
{Post: (i = 0 = x no esta en a[izg,der]) A (i # 0 = x = a[i])}
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Algoritmos de ordenacion
Notacion O

Algoritmos divide y venceras
Recurrencias divide y venceras
Ejemplo: busqueda binaria

Busqueda binaria

Funcioén principal

fun binary_search (a: array[1..n] of T, x:T) ret i:nat
i:= binary_search_rec(a, x, 1, n)

end fun

{Post: (i=0=xnoestaena) A (i #0 = x = a[i])}

@ Sea t(n) = numero de comparaciones que hace en el peor
caso cuando el arreglo tiene n celdas.

°
0 sin=0
“m—{tmmym sin>0
@ea=1,b=2yk=0.
e a= bk

@ conclusion t(n) € O(nklog n) = O(log n).
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Calculemos el numero de veces que el siguiente programa
ejecuta la accién A:

proc p (in n: nat) {pre: n>0}
if n =0 — skip
n=1—-A
n>1—p(n-1)
p(n-2)
fi
end proc

Sea t(n) = numero de veces que p(n) ejecuta la accién A.
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Contando las ejecuciones de la accién A

proc p (in n: nat) {pre: n>0}
if n =0 — skip
n=1—-A
n>1—p(n-1)
p(n-2)
fi
end proc

Sea t(n) = numero de veces que p(n) ejecuta la accion A.
0 sin=0
t(n)=< 1 sin=1
t((n—1)+t(n—2) sin>1
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Es una recurrencia

@ Es una recurrencia.
@ ; Es recurrencia divide y venceras?

°
0 sin=0

t(n)=4 1 sin=1
t(th—1)+t(n—2) sin>1

@ ;Les resulta familiar esta recurrencia?
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Recurrencia homogénea

@ No es divide y venceras porque las llamadas recursivas no
son de la forma t(n/b) sino de la forma t(n — /).

@ Si pasamos todos los términos de la forma t(n — i) de la
ecuacion t(n) = t(n— 1) + t(n — 2) a la izquierda, queda
t(n)—t(n—1)—-t(n—2) =0,

@ Por eso se la llama recurrencia homogénea.
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 1: ecuacién caracteristica

@ Llevar la recurrencia a una ecuacion caracteristica de la
forma
akth+ ...+ agth_x =0

@ En el ejemplo, t(n) = t(n—1) + t(n — 2) puede llevarse a
th—th1 —th_o=0.

@ Por eso se la llama homogénea.

@ Entonces, k=2,ay=a=1,a1=-1ya =—1.
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 2: polinomio caracteristico

@ Considerar el polinomio caracteristico asociado
axk + ...+ ap,
@ En el ejemplo el polinomio es x? — x — 1.
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 3: raices y multiplicidades

@ determinar las raices rq,. .., r; del polinomio caracteristico,
de multiplicidad my, ..., m; respectivamente (se tiene
m>1ymy+...+m=KkK),

@ En el ejemplo, las raices del polinomio son
r— H[\ém _ 1i2\/5_

@ Entonces, j =2,y = ”2\/5, r = 1*2\/5, my =my =1.
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 4: forma general de la solucién

@ considerar la forma general de las soluciones de la
ecuacion caracteristica:

tn) = cirf+conrl + ...+ cmn™ 1P+
1
+  Cmy1lS + Cmyy2nr] + ...+ Cmyymyn™2 7 1Y+

—1
+ Cm1+...+m/;1+1 ’}'n + Cm1+...+m/71+2nl}'n +.o Cknm/ rjn

como my + ...+ m; = k, tenemos k incognitas: ¢y, ..., Ck,
@ En el ejemplo, la forma general es

t(n) =cirf + cord
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 5: sistema de ecuaciones

@ con las k condiciones iniciales t,,, ..., t k—1 (Ng €s
usualmente 0 6 1) plantear un sistema de k ecuaciones
con k incégnitas:

t(no) - tno
t(no + 1) - tno+1
tno+k—=1) = tork—1

@ En el ejemplo, ng = 0 y el sistema es

ci+c = carf+cr) = t0) = th = 0
Cih + Gl = C1I’11+02I'21 = t1) = 4 =1
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 6: céalculo de incognitas

@ obtener de este sistema los valores de las k incognitas

Cty. -+, Chs
° E1ri el éjekmplo, de la primera ecuacidn, se obtiene
¢y = —Cp, reemplazando en la segunda:
1 = —cn+o6hn
= C(r—n)
= et - %)
= (1515
= o(-20)
-5
Entonces ¢, = —% yc = %
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 7: solucion final

@ escribir la solucion final de la forma t, = t'(n), donde
t'(n) se obtiene a partir de t(n) reemplazando c; y r; por
sus valores y simplificando la expresién final.

@ En el ejemplo,

tn - t(n)
= ¢ +corg

1 *(1+\@)n_ 1 *(1_\/5)”

VBTV 2 NG

S
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 8: comprobacion

@ La solucidn final obtenida puede demostrarse por
induccién. Mas sencillo que eso es corroborar que
thy+k = t'(no + k), donde ng + k es un valor nuevo, no
utilizado en el sistema de ecuaciones anterior

@ En el ejemplo,

b = H+Hh=14+0=1
1(2) = 1. (1+\/5)2 I I (17\/5)2

75 2 75 2

= a1+ VB (1)
= 41%*(2\@4—2\@)
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Recurrencias homogéneas Método de resolucion

Método de resolucién

Paso 9: orden

@ Se concluye que t'(n) es la solucién de la recurrencia. Si
el objetivo era calcular el orden ya se pueden utilizar las
propiedades conocidas.

: 1) — 1 1+v5 1 1-v6
@ En el ejemplo, t'(n) = 5 ¥ (—=2)" - ¥ (—=2)".
@ Como las constantes multiplicativas no afectan,

t'(n) € O((155)" — (155)m.

@ Como limp_e0
O((H5)" (1 ) ) = O((F2)").
@ Porlo tanto '(n) € O((- f) )-
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Ejemplo

Calculemos el numero de veces que el siguiente programa
ejecuta la accién A:

proc p (in n: nat) {pre: n>0}
if n =0 — skip
n>0 — p(n-1)
p(n-1)
fori:=1 to n do A od
fi
end proc

Sea t(n) = numero de veces que p(n) ejecuta la accién A.
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Contando las ejecuciones de la accién A

proc p (in n: nat) {pre: n> 0}
if n =0 — skip
n>0 — p(n-1)
p(n-1)
fori:=1 to n do A od
fi
end proc

Sea t(n) = numero de veces que p(n) ejecuta la accién A.

t(n) = 0 sin=0
|\ 2t(n—1)+n sin>0
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Es una recurrencia

@ Es una recurrencia.
@ ; Es recurrencia divide y venceras?

°
0 sin=0
t(n)_{Zt(n—1)+n sin>0

@ ;Es una recurrencia homogénea?
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Recurrencia no homogénea

@ No es divide y venceras porque las llamadas recursivas no
son de la forma t(n/b) sino de la forma t(n — /).

@ Si pasamos todos los términos de la forma t(n — i) de la
ecuacion t(n) = 2t(n— 1) + n a la izquierda, queda
t(n)—2t(n—1) =n,

@ Por eso no es homogénea.

@ Se la llama recurrencia no homogénea.
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 1: ecuacién caracteristica

@ Llevar la recurrencia a una ecuacion caracteristica de la
forma
aktn+ ...+ agth_x = b”p(n)
donde p(n) es un polinomio no nulo de grado d.

@ En el ejemplo, t(n) = 2t(n— 1) + n puede llevarse a
tn - 2tn_1 == 1nn.

@ Por eso se la llama no homogénea.
@ Entonces, k=1,ak=a1=1,a0=-2,b=1yd=1.
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 2: polinomio caracteristico

@ Considerar el polinomio caracteristico asociado
(akx® + ...+ ap)(x — b)a+1,
@ En el ejemplo el polinomio es (x — 2)(x — 1)?
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 3: raices y multiplicidades

) )

de multiplicidad my, ..., m; respectivamente (se tiene
m>1ym+...+m=K+d+1),

@ En el ejemplo, las raices del polinomioson i =1y rn =2
con multiplicidades my =2y my =1. Y j=2.

@ determinar las raices ry, .. ., r; del polinomio caracteristico,
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 4: forma general de la solucién

@ considerar la forma general de las soluciones de la
ecuacion caracteristica:

tn) = o+ cnrl + ...+ cpn™ 1+
—1
+  Cmy41l8 + Cmy2nl) 4 ..+ Cmyem, ™27 1+

+ Cmyokm_ 4177+ Chia - rf
como my + ...+ m; =k +d+1, tenemos k + d + 1
incognitas: ¢y, ..., Ckid+1,
@ En el ejemplo, la forma general es
t(n) = oy 4 canr{ +cary
= C +0Cn+ 032n
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 5: calculo de mas condiciones adicionales

@ a partir de las k condiciones iniciales fp, ..., thy+k—1 (No €S
usualmente 0 é 1), obtener usando la ecuaciéon
caracteristica, los valores de 1y, . . .., tn,+k+d>

@ Enel ejemplo, ny =0, tp = 0y necesitamos t,, 1« Y tny+k+1
(osea, tjyb):

t, = 2t +1
__

h = 2t +2
= 4

Recurrencias homogéneas y no homogéneass Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 6: sistema de ecuaciones

@ a partir de las k + d + 1 condiciones iniciales

tnys - - - » thp+k+a Plantear un sistema de k + d + 1
ecuaciones con k + d + 1 incognitas:
t(no) = In,
t(no + 1) = t”0+1
tno+k+d) = tyikid

@ En el ejemplo, np = 0y el sistema es
Ci+C = Cf —|-020+C320 = t(O) =t = 0
Ci+c+203 = cCi+c+c32! = t(1) = 4 = 1
Ci+20+403 = Cf+ 02+ 0322 = t(2) = b = 4
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 7: célculo de incognitas

@ obtener de este sistema los valores de las kK + d + 1

incognitas ¢, ..., Ckig:1,
@ En el ejemplo, de la primera ecuacion, se obtiene

¢1 = —c3, reemplazando en la segunda:

1 = —c3+0+2¢3

= C+C3
Entonces ¢, = 1 — 3, reemplazando en la tercera
ecuacion:
4 = —c3+2(1—c3)+4cs
= 2+4¢C3

Entoncescz3 =2,¢c1 = -2y o = —1.
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 8: solucion final

@ escribir la solucion final de la forma t, = t'(n), donde
t'(n) se obtiene a partir de t(n) reemplazando c; y r; por
sus valores y simplificando la expresién final.

@ En el ejemplo,

tn - t(n)
= ¢1+ Cn+c32"
= 2x2"—-n-2
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 9: comprobacion

@ La solucidn final obtenida puede demostrarse por
induccién. Mas sencillo que eso es corroborar que
thorkidrt = t'(no+k+d+1),donde ng+k+d+1esun
valor nuevo, no utilizado en el sistema de ecuaciones
anterior

@ En el ejemplo,

lh = 26b+3=2%x4+3=11

#(3) = 2x28-3-2
- 16-5
= 11
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Método de resolucion
Recurrencias no homogéneas

Método de resolucién

Paso 10: orden

@ Se concluye que t'(n) es la solucién de la recurrencia. Si
el objetivo era calcular el orden ya se pueden utilizar las
propiedades conocidas.

@ Enelejemplo, t'(n) =2x2"—-n—-2¢c O(2").

Recurrencias homogéneas y no homogéneass Algoritmos y Estructuras de Datos Il



	Repaso
	Algoritmos de ordenación
	Notación O
	Algoritmos divide y vencerás
	Recurrencias divide y vencerás
	Ejemplo: búsqueda binaria

	Recurrencias homogéneas
	Método de resolución

	Recurrencias no homogéneas
	Método de resolución


