1. UN LENGUAJE IMPERATIVO SIMPLE

Primera aproximacién. Vamos a introducir los conceptos centrales desde un fragmento
(lamado LIS), que refleja las construcciones mas significativas de este tipo de lenguajes.
La gramatica abstracta que define LIS es la siguiente:

(comm) == skip
(var) := (intexp)
(comm) ; (comm)
if (boolexp) then (comm) else (comm)
newvar (var) := (intexp) in (comm)
while (boolexp) do (comm)

(intexp) == (natconst) (boolexp) ::= (boolconst)
(var) (intexp) = (intexp)
(intexp) + (intexp) (intexp) < (intexp)
(intexp) x (intexp) (intexp) < (intexp)
(intexp) — (intexp) (intexp) > (intexp)
(intexp) / (intexp) intexp) > (intexp)
(intexp) % (intexp) = (boolexp)
— (intexp) (boolexp) V (boolexp)

(boolexp) A (boolexp)
(natconst)y == 0]1]2]..
(boolconst) ::= true | false

Note que las expresiones enteras son las mismas que en la logica de predicados, y las
expresiones booleanas también salvo que ahora, como es habitual en los lenguajes de pro-
gramacion, no hay cuantificadores, y por eso usamos un nombre diferente: (boolexp) en
vez de (assert).

El lenguaje LIS, en su busqueda de simpleza posee varios aspectos reduccionistas. El
primero que podemos mencionar (ademéas de haber s6lo dos tipos de expresiones: enteras
y booleanas) es que las expresiones enteras siempre se pueden evaluar, y su resultado es
un entero. Al igual que en el Célculo de Predicados, seguimos asumiendo que todas las
funciones primitivas (incluida la divisién) son funciones totales.

Para comenzar, excluimos de nuestra consideracion al comando de iteraciéon while. Ver-
emos ahora como dariamos significado al lenguaje sin iteracion, es decir un lenguaje en el
cual todos los programas terminan (ni se cuelgan ni hay errores de operacion).

LIS s6lo posee variables que adoptan valores enteros. Luego la nocion de estado se refleja
en la siguiente definicion:

Conjunto de estados: Y = (var) = Z
1
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Esto es, el conjunto de estados ¥ no es otra cosa que la familia de funciones totales entre
el conjunto de variables y los enteros. Aqui se refleja otra caracteristica reduccionista de
LIS: la memoria posee infinitos lugares que siempre alojan un ntimero entero.

El significado de los comandos y las expresiones del lenguaje LIS sin iteracion estaréd
dado por las siguientes funciones semanticas:

[_]"er € (intexp) — ¥ — Z

[_]boolewr € (boolexp) — 2 — {V, F'}
[_]eom™ e (comm) — X — X

Debemos notar que dado que no estamos considerando la iteracion en LIS, todos los
comandos terminan en su ejecucion, y su “resultado” es un nuevo estado.

Las ecuaciones semanticas para las frases de tipo (intexp) y (boolexp) son similares a las
dadas para el lenguaje del Calculo de Predicados. Las ecuaciones semanticas para las frases
de tipo (comm) son las siguientes. Las primeras cuatro no merecen mayores comentarios:

[skip]o = 0

[v:=e€]o = [o|v: [e]o]
[co; c1]o = [al([co]o)
[if e then c else o = if [e]o then [c]o else [¢]o

Por ejemplo:
[t =2—-1]c =

[

i
[y:=y+ao = {Ulyf[[erx]]a]

[

oly:oy+o x]

Para definir el significado de las variables locales debemos expresar el hecho de que el
valor original del estado en la variable local se restaura al terminar la ejecucion de su
alcance. (Definimos a ¢ como el alcance de newvar v := e in ¢.) Este hecho lo expresamos
mediante la aplicacion de la funciéon “restauracion de v segtin o’

/ !/
fooo' =[0'|v: ov]
De esta manera podemos expresar el significado de la construccion newvar:
[newvar v:=cincloc = f,,([c][o|v: [e]o])
Dado que estas funciones auxiliares seran frecuentemente utilizadas, es conveniente in-

corporar un mecanismo que nos permita expresar su efecto sin necesidad de introducir
nuevos simbolos de funcion (en este caso f, ). Este mecanismo es la notacion lambda, que
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por ahora serd para nosotros una herramienta del metalenguaje apropiada para describir
funciones (ver descripcion abajo). La funcion “restauracion” adopta la siguiente forma:

foo = Ao’ € X. [0'|v: ov]

De esta manera podemos expresar en el metalenguaje esta operacion sin necesidad de
introducir funciones auxiliares:

[newvar v:=ein cjo = (Ao’ € 2. [0'|v:ov]) ([¢][o|v : [e]o])

La notacién lambda. Explicaremos ahora brevemente el uso de esta notacion. Podemos
decir que el resultado de la funcion entera f(z) = 2x + 5 "aplicada“ a 3 es 2 x 3 + 5, por
que el mismo se obtiene producto de la sustitucién en la expresion 2z + 5 de x por 3. La
notacion lambda nos provee de una forma adecuada de definir funciones de manera que la
operatoria con las mismas que involucran “aplicaciones* de funciones a otras expresiones
se efectie apropiadamente. La misma consiste en senalar en una expresion que variable
"determina“ la funcién, producto precisamente, de su variacion. Mediante la expresion

e, 20+ 5

denotamos la funcién f (sin necesidad de introducir un nuevo simbolo). Podemos operar
por ejemplo de la siguiente manera:

(Az. 224+ 5)(42) =82 +5

Note que la expresion Az. 2x + 5 tiene un significado que no depende de x, de hecho
podriamos escribir equivalentemente Aw. 2w + 5.

1.1. Dificultades para dar significado a la iteracién. En los lenguajes imperativos,
la estructura tipica de recursion es la iteracion, que tiene la forma del comando:

while b do ¢

El significado operacional usual establece que se pregunta si b es verdadero, y en ese caso
se ejecuta ¢, y luego se continua en el estado corriente ejecutando nuevamente el while. En
nuestro marco de significado, escribiriamos este hecho de la siguiente manera:

[while b do c]Jo = if [b]o then [¢; while b do c]o else [skip]o

B [while b do c|([c]o) si [b]o
- o si =[b]o

Surgen varias dificultades al pretender tomar esto como una definicion. La primera
dificultad es que, como en el caso de las funciones recursivas, el dominio seméantico es
inadecuado. Al incluir la iteracion se incorpora otra situacion de ejecucion atipica: la no
terminaciéon del programa.

Incorporaremos entonces el simbolo de “no terminacion” 1 al dominio de resultados
posibles. De manera que nuestro nuevo "espacio de significado” sera

¥, = Xu{l}
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Y., representa el conjunto de resultados posibles de la ejecucién de un programa impera-
tivo. El mismo cuenta por supuesto con una copia de X, representando a los resultados de
programas que terminan en un estado. Ademés de la no terminacion, en el futuro incor-
porara la posibilidad de representar otros comportamientos, como los errores de ejecucion,
y los inputs y outputs, por ejemplo.

Si volvemos ahora a la definicién de arriba, la expresion

[while b do c]([c]o) (2)

tiene el problema de que [c]o puede ser L, que no pertenece al dominio de [while b do ¢].
Esto se soluciona acudiendo a nuestras funciones auxiliares de transferencia de control.
Si f € ¥ — X, entonces definimos una nueva funcion f; € ¥, — X, de la siguiente
manera:

fuo = o ful=1

Luego la expresion (2) puede ser corregida poniendo
[while b do ] ([¢]o)

Pero el problema principal de querer tomar (1) como definicion es la no direccion por
sintaxis: la definicion de [while b do ¢] no se da exclusivamente en términos de [b] v [c].
Mas aun, la definicion es circular: se usa [while b do ¢| para definir [while b do ], cayendo
en un confuso estilo de definicion autoreferente, develando asi la naturaleza recursiva del
while, y con ella los problemas que estuvimos viendo para las funciones recursivas enteras.

El analisis hecho para las funciones recursivas enteras de Haskell es ttil para entender
ahora el problema de la iteracién:

e ¢l significado de [while b do ¢] es una funcion w € ¥ — ¥
e tal funcion w satisface la siguiente “ecuacion funcional®

wy (llc]o) st [blloe

Obtenemos entonces una ecuacion similar a la ecuacién (ER). Nuevamente, describir
el conjunto de soluciones de la ecuacion (W) de manera genérica es mateméaticamente
complicado ya que puede haber infinitas funciones. Pero al igual que para las funciones
recursivas nos interesa la solucion "menos informativa" (o sea la menor). El Teorema del
Menor Punto Fijo nos dara entonces la respuesta.

Un caso extremo de solucién "menos informativa" lo constituye el significado de

while true do skip,

que es claramente la funcién idénticamente bottom:

[while true do skip] = w wo =1 (para todo o € )



Sin embargo la ecuacion (W) para este caso es:

B {wﬂ([[skip]]a) si [true]o
woo = o si ~[true]o

w)o
wo

Claramente cualquier funcién en > — ¥, satisface la ecuacion wo = wo. Luego el signifi-
cado esperado (idénticamente bottom) no esta determinado a priori por la ecuacion (W).
Vemos que se reproduce el mismo problema que el observado para las funciones recursivas
enteras.

Preguntas.

(1) {Cual es el significado de while false do ¢? Debe dar una funciéon w perteneciente
ax — ZJ_.

(2) ;Cuadl es el significado de while = < 0 do skip? Debe dar una funciéon w perteneciente
ay — EJ_.

(3) Segun lo visto hasta el momento, ;qué puede decir sobre el significado de while b do ¢?

1.2. Seméantica denotacional de LIS. Un comando puede transformar el estado, o
puede que en un estado dado no termine:

[1€ (comm)—>X— 3,

donde ¥, es un dominio llano, muy parecido a Z, o B, salvo que en vez de enteros
o booleanos, se trata de estados los que son todos incomparables entre si. Puede parecer
mas complicado porque los estados son funciones y porque no son una cantidad numerable.
Pero en realidad como dominio sigue siendo sencillo. Graficamente:

o o o oy o1 09 03

o
L

Es decir, los diferentes estados (por ejemplo, o,0” € ¥ = (var) — Z) son incomparables
entre si porque Z en la definicién de X tiene el orden discreto.

Ecuaciones para comandos. Los comandos skip, asignacion y alternativa no presentan
ninguna modificaciéon en relacion a los dados al principio. La ecuacion

[co; 1] = [e1]([co]o)
es ahora incorrecta porque [co]o no necesariamente es un estado, también puede ser L, en
caso de que el comando ¢y no termine en el estado o. Si revisamos el tipo de [] notamos que
[e1] € £ — X, pero [eo]o € X1, por lo que la aplicacion del lado derecho de la ecuacion
no esta bien tipada. Corregimos entonces

1 si [eo]o = L

[co; 1] = { [e1]([eolo)  sino
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Recordemos que dada una f € P — D, donde P es un predominio y D un dominio, se
denota por f) la unica extension estricta de f a P,. Asi, f € P, — D esta definida por:

f ) 4L siz=_1
L= fx si no

Ahora sf podemos escribir la ecuacion definitiva para [co; ¢;]:

[co; er]o = [er] wu([co]o)

Se puede comprobar que si [co]o = L (no termina), [c¢;]u propaga ese comportamiento,
lo que corresponde a la intuicién nuestra: si ¢y en el estado ¢ no termina, entonces coy; ¢y
en ese mismo estado tampoco puede terminar. Ejemplo de secuencia de comandos:

[t:=2—-Ly=y+z]c = [y:=y+z]u([r :=2—1]0)
= ly=y+z]ufolr:oxz—1]
= [[y:zy—l—x]][cﬂa::a/x—l]

—_—

= ly=y+z]olz:oz—1]

[y ==y +z]o’

[0y : 0" y+ o z

olx:cx—1ly:cy+ox—1]

La ecuacion correspondiente newvar v:= e in ¢ debe expresar que el comando c¢ se ejecuta
en el estado que resulta de inicializar la variable v con el valor de la expresion e en el estado
inicial. Pero para garantizar que la variable v es local, al finalizar debe restaurarse el valor
de la variable global v:

1 si [c][o|v: [e]o] = L

[newvar v:= e in c]o = { [lolv: [lollv: o o] sino

Efectivamente, en el caso en que [c][o|v : [e]o] = L, el comando ¢ no termina por lo que
el comando entero newvar v:= e in ¢ tampoco puede terminar. En cambio, si [¢][o|v :
[e]Jo] # L, significa que [c][o|v : [e]o] € ¥ es un estado, por lo tanto a ese estado,
llamemosle ¢’, debe restaurarsele el valor de la variable global v escribiendo [0’|v : ¢ v].
Esta ecuacion también se puede escribir

[newvar v:= e in cJo = (Ao’ € X. [0’|v : 0 v]) 1 ([c][o]v : [e]o])

usando la notacién lambda (A).A la funcién Ao’ € X. [0'|v : ¢ v] se lo puede llamar
operador de restauracién. La ecuaciéon dice, entonces, que si el comando ¢ termina en
un estado final se aplica el operador de restauracion a dicho estado.

Volvamos ahora al while para poder establecer su ecuacion semamtica. Mencionamos
anteriormente que desde la ecuaciéon intuitiva:

[while b do c¢Joc = [if b then ¢; while b do c else skip|o
{ [while b do c] ([c]o) si [b]o

o sl no
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resulta una ecuacion que no es dirigida por sintaxis, pero que por tener el formato de una
ecuacion recursiva podemos recurrir al Teorema del Menor Punto Fijo para caracterizar la
solucion que buscamos. Definamos

Fwa:{gLW%) si [b]o

si no
con esta definicion, la ecuacion del while queda
[while b do c]Jo = F [while b do ] o

Note que estamos planteando una igualdad de funciones. Es facil comprobar que
[whilebdocleX =X, yFe(X—-X,)—=> (X —=X))

Por ello, F' [while b do ] € ¥ — X, luego la ecuacion también puede escribirse
[while b do ¢] = F [while b do (]

que simplemente dice que [while b do ¢] es punto fijo de F. Recordemos entonces el
teorema del menor punto fijo.

Teorema. Sea D un dominio, y ' € D — D continua. Entonces sup(F" 1) existe y es el
menor punto fijo de F.

Recordemos que nos interesa el menor punto fijo de F' porque otros puntos fijos contienen
informaciéon que no se encuentra en la ecuaciéon a resolver.
Sabemos que FF € (¥ —-3,) > (X —>X,),esdecir FED — Dcon D=3% — 3, que
es un dominio porque X, lo es.
Para poder utilizar el teorema, deberiamos asegurarnos de que F' es continua. En caso
de serlo, la semantica de while b do ¢ sera

[while b do c]=| |F* Lsx,
1=0
para

ng:{?ﬂwﬂ si [b]o

sl no

Esta definicion si es dirigida por sintaxis.
Veamos que F' es continua. Para ello, primero vemos que es monotona: sean w C w' €
Y — X,. Si[b]oy [c]Jo =L, entonces

Fwo = wy([do) definicion de F'
1 [e]oe = L
Fuw o 1L es el minimo

IA I
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En cambio, si [b]o pero [c]o # L

Fwo = wy([do) definicion de F'
= w ([c]o) [e]lo # L
< ' ([c]o) (o
= wy(ldo)  [co# L

definicién de F

Il
|
S\
Q

Por tltimo, si —[b]o

Fweo = o
= Fuo

Por lo tanto, F' es mono6tona. Por las propiedades ya demostradas, para comprobar con-
tinuidad, alcanza con demostrar que para toda cadena wy C w; C wy C ... de funciones
de ¥ — EL7 F (I_l;.iOU)l) C |_|7,OZOF W; .

Nuevamente consideramos tres casos. Si [b]o y [c]o = L, entonces

F (U2 w) o = (UZw:)u([c]o) definicion de F
1 [e]lo =1L
L es el minimo

IA
—
|O‘8
|
S
Q

Ahora, si [b]o pero [c]o # L

F (Ufio w;) o = (Uzo w;) 1 ([e]o) definicion de F
= (UZowi) ([c]o [clo # L
= Ufio w; ([c]o) supremo de cadena de funciones
= Urowin ([c]o) [clo # L
= Uy Fwo definicion de F
= (U?io Fuw)o supremo de cadena de funciones
Finalmente, si —[b]o,
FUZyw)o = o definicion de F
= Ufio o supremo de cadena constante
= U2, Fw o definicion de F
= (U2 Fw)o supremo de cadena de funciones

Por lo tanto F' es continua y la definicion dada para la seméantica del while esta bien
definida.

1.3. Ejemplo. Podemos considerar algunos ejemplos de calculo de semantica de progra-
mas con while. Revisemos primero el programa while true do skip que es el caso méas
sencillo de un programa que no termina en ningtin estado, y por ello, su semantica debe
ser J_g_>gL.



Sea F'e (¥ — X)) — (X — X,) definida por

Fuo — wy ([skip]o) si [true]o
o si no
= wy ([skip]o)
= Wy o
= wo

es decir, I w = w. Calculemos F! 1s_.5, para algunos i € N:

FO J—E—>ZL = J—E—>ZL
F'ls,s, = F(F'1ls.y))
= Fls.5s,
= ls,xy,

Tenemos entonces F' 1y v, = F° 1y ,» . En general, si tenemos F'*' 1p = F' 1p
podemos concluir que F* 1 p = F*! |, = F"*2 1 , = ... yla cadena resulta no interesante
y su supremo es I 1 p.

En el caso de while true do skip obtenemos, |_|;°i0 F? lss, = Llsy, queesloque
habiamos intuido.

Podiamos haber observado también, al obtener F' w = w, que cualquier w € ¥ — X |
es punto fijo de F' ya que F' es la funcion identidad. El menor de ellos es el minimo de
Y —Y,0sea, Ly, .

Un ejemplo no trivial es el de while x # 0 Ax # 1 do = := z — 2. Intuitivamente,
este programa reemplaza el valor de z en el estado por el del modulo 2 de dicho valor si
el mismo es no negativo. Si es negativo, no termina. Comparar con el caso considerado
anteriormente de una funcién recursiva que tenia a mod2 como solucién.

Tenemos

[[WhilexyéO/\x#ldox::x—Q]]:UFi IESEC

i=0
para
Fuwo — wy (Jxr ==z —2]o) si[rt#A0Nz #1]o

- o si no

B wy ([o|lx: o x—2)) siox ¢&{0,1}

N o si no

B w ([o]z 0 x—2]) siox¢{0,1}

n o si no

o sioxe{0,1}

w [olz:ox—2] si no
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Calculemos F* Ly .5 para algunos i € N:

FO LE—)ZL - LE—}EL
Fls x,

sioxe{0,1}
Iy s, [olz:0x—2] si no
o sioxe{0,1}
L si no
F? 1 = F(F'L
DEGH (F" Lsox,)

= o

= o

siox e {0,1}
Fl''ls s [olz:0x—2] si no
o siox e {0,1}
= o 7
"'1gys, lolz:ocxz—2] sino
sioxe{0,1}
siocx¢g{0,1} Ao’ x € {0,1}
sicxg{0,1} Ao’ = ¢&{0,1}
sioxe{0,1}
|z : 0z —2] siox & {2,3}
siox ¢&{0,1,2,3}
o]z : o 2%2] siox¢{0,1,2,3}
= “H{L siox¢{0,1,2,3)

= 0

= o+

= Ot

59 Q9 My

Q

F?ls,s, = F(F?1ls,y))
o sioxe{0,1}
= o> g’
F? 1y .5, lolz:0z—2 si no
o sioxe{0,1}
= o [o|r:o %2 siox g {0,1} No' z€{0,1,2,3}
1 siocx g {0,1} Ao’ x ¢{0,1,2,3}
o sioxe{0,1}
= o [0z :o %2 siox e {2,3,4,5}
1 siox¢{0,1,2,3,4,5}
B ar—>{ o]z : o 2%2] siocxe{0,1,2,3,4,5}
1 sio ¢ {0,1,2,3,4,5)

Se puede comprobar que

; B [o|z: o 2%2] siocxe{0,1,...,2%x1—1}
F' lrom, = U'_){J_ sior@{0,1,...,2%i—1}

Observar que F* Ly .5, es la funcién que, aplicada a un estado para el que alcanzarian
con (a lo sumo) i — 1 iteraciones del ciclo para terminar, devuelve el estado final del while,
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y aplicada a un estado para el que no alcanzarian, devuelve L. En el limite esto daria la
funcién que aplicada a un estado para el que alcanza con una cantidad finita de iteraciones,
devuelve el estado final, y aplicada a un estado para el que no termina, devuelve L:

® ol : o 2%2 siocx >0
|_|F J_Z—>EL:0"—>{ [J_| O] s no -
i=0

que es lo que habiamos anticipado originariamente.

2. PROPIEDADES DE LA SEMANTICA

Variables Libres, Variables asignables. Similar a los predicados, el conjunto de vari-
ables libres de un comando se define con las siguientes ecuaciones.

FV (skip) =0

FV(v:=e) = {v}UFV(e)

FV (co;¢1) = FV{(c)UFV(c)

FV(if b then ¢y else ¢;) = FV(b)U FV(co) U FV(ey)
FV(while b do ¢) = FV(b)UFV(c)

FV(newvar v:i=einc) = FV(e)U(FV(c)—{v})

El conjunto de las variables que eventualmente modifican su estado en la ejecuciéon de
un comando se define con las siguientes ecuaciones.

FA(skip) =0
FA(v:=e) = {v}
FA(CO; Cl) = FA(
(if b then ¢q else ¢;) = FA(c
F A(while b do ¢) = FA(c
FA(newvar v:i=e¢inc) = FV(c)—{v}

Claramente F'A(c) C FV/(c), como puede comprobarse ecuacién por ecuacion.

co) UFA(cy)
YU FA(cr)

~ O

Teorema de Coincidencia (TC). Si dos estados o y ¢’ coinciden en las variables libres
de ¢, entonces da lo mismo evaluar c en o o ¢’.

Note que debemos tener cuidado en como esta proposicion se escribe, ya que si enunci-
amos el hecho de manera similar a los predicados tenemos una proposiciéon falsa:

(Yw € FV(c). ow = o'w) = [c]o = [c]o’

Esto no vale si ¢ es un comando, ya que devuelven estados finales que pueden diferir en las
w ¢ FV(c) (porque tales diferencias podian existir previamente). Ademés, podria ocurrir
que uno de ellos no termine, en cuyo caso ni siquiera devolveria un estado. Puede verse
que si uno de ellos se cuelga, el otro también.
El enunciado correcto del Teorema de Coincidencia es:
(1) (Vw € FV(c). ow = o'w) implica,
o bien [c]o =L= [c]o’,
o bien [c]o #L+# [c]o’ y Yw € FV(c). [c]Jow = [c]o’w
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(2) Si [c]o #L, entonces YVw ¢ FA(c). [cJow = ow.

Teorema de Renombre (TR). Otra propiedad que cobra importancia en el lenguaje
imperativo es la que establece que no importa el nombre de las variables utilizadas en las
declaraciones de variables locales (o sea las ligadas):

u¢ FV(c) — {v} = [newvar u:= e in ¢/v — u] = [newvar v:= e in ¢]

La demostracion del TR surge inmediatamente del Teorema de Sustitucion, que ahora
abordaremos.

Sustituciones. Por culpa de la asignaciéon v := e, no podemos reemplazar una variable
por una expresion entera arbitraria en un comando. Sélo podemos reemplazarla por otra
variable. Luego consideraremos como el conjunto de las sustituciones al siguiente

A = (var) — (var)

A pesar de este cambio, las ecuaciones que la definian para la logica de predicados siguen
valiendo (salvo el caso de los cuantificadores, que ahora no tenemos). Ahora se agregan
ecuaciones para los comandos.

/€ {comm) x A — (comm)

skip/6 = skip
(vi=e)/0 = (dv):=(e/d)
(e /6 = (fd); (e1/0)
(if b then ¢; else ¢;)/6 = if b/ then ¢y/J else ¢/
(while b do ¢)/§ = while b/§ do ¢/d

El caso del newvar tiene los mismos inconvenientes que los cunatificadores, ahora es un
poco mas simple ya que dw son siempre variables.

(newvar v := e in ¢)/0 = newvar v, := €/ in (¢/[0|v : Vpew))

donde Ve ¢ {dw|w € FV(c) — {v}}

El enunciado del Teorema de sustitucion se complica bastante en relacién al correspon-
diente Teorema del calculo de predicados. La cuestion es: jsi aplico la sustitucion 6 a ¢ y
luego evalto en el estado o, puedo obtener el mismo resultado a partir de ¢ sin sustituir si
evaliio en un estado que hace el trabajo de 0 y de o (en las variables libres de ¢)?

O sea, vale

(Yw € FV(c). o(dw) = o'w) = [¢/d]o = [c]o’?
Por los problemas mencionados para el TC, esta propiedad deberia reescribirse atentos
a la posibilidad de que los estados originales adopten valores distintos en las variables
que no ocurren libres en ¢, y en consecuencia los estados finales difieran en las mismas.
Deberiamos comparar entonces [c/d]o(dw) con [c]o’w. Por ejemplo, si al programa ¢ =
(x :=x—1;y := 2xy) se le sustituye x por u e y por v (sustitucion J), entonces al ejecutar
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¢/6 en un estado o deberiamos obtener en u y v los valores que se obtienen al ejecutar c
en un estado en donde z e y adopten los valores de ou y ov resp.

Pero ni siquiera asi vale el TS. El problema ocurre cuando 6 manda dos variables a
una misma variable. Por ejemplo, consideremos el programa x := x — 1;y := 2xy. Si
tenemos la mala suerte de que 0 reemplace z e y por la misma variable z, entonces el
programa resultante serd z :=z — 1;z := 2 x z. Luego no serd posible encontrar un estado
o’ que efectie el trabajo de § y de o en las variables libres: ninguna variable al ejecutar
c en o' experimentara el cambio que sufre z al ejecutar ¢/J. O sea, aunque se satisfaga
o'x = oz = o'y, se tiene

[z:=z2—Lz:=2x2ZJoz # [x:=x— Ly :=2xyo'z

[z:=2—1z:=2%2z]oz # [x :=x— 1y := 2% y[o'y

El problema surge porque 0 no es inyectiva.
Ahora si:

Teorema de Sustituciéon. Si J es inyectiva sobre FV(c) y Vw € FV(c). o(dw) = o'w,
entonces

o bien [¢/d0]o =L= [c]o,

o bien [¢/d]o #L# [c]o’ y Yw € FV (c). [¢/d]o(0w) = [c]o’w.

La demostracion del T'S requiere de una generalizacion:

Lema de Sustitucion (LS). Sea F'V(c) C V C (var) tal que 0 es inyectiva sobre V' y
Vw € V. o(dw) = o’w. Entonces,

o bien [¢/d]o =1 = [c]o’,

o bien [e/d]o #L# [c]o’ y Yw € V. [¢/d]o(dw) = [c]o’w.

RESUMEN: LENGUAJE IMPERATIVO SIMPLE (LIS)

Hemos presentado el lenguaje imperativo simple y dado las siguientes ecuaciones seméan-
ticas:

] € (mtexp) - X =7

[eo +e1]o = [eo]o + [ei]o similarmente para —, *, etc.
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] € (boolexp) — % — B

[
[true]o Vv
[false]lc = F
[eo =ei]lo = [eo]o = [ei]o similarmente para <, >, etc.
[Ho = ~[blo
|

o = [bo]o A [bi]o similarmente para <, >, V, etc.

[
[skip]o = o
lv:=elo = lofv:lelo]
[if b then ¢, else ¢]o = %gﬁg : E[llﬂ]a
[co;erlo = [er]wu(leo]o)
[newvar vi=ein cJo = (Ao’ € X. [o'|v: o v])u([c][o]v : [e]o])

[while bdo ¢] = |]
donde

fLo = 1 six=_1

s fx si no

Fwo = {

Observacion. La ecuacion del while es expresada normalmente sin explicitar el estado o,
pero también puede explicitarse

[while bdo clo =| |F' Ls.s, o
=0

donde ahora el supremo es el del dominio llano ¥ |, a diferencia del supremo de la definici6n
anterior que es el del dominio > — X ,. La equivalencia entre ambas definiciones es
consecuencia de la definicién de supremo de una cadena de funciones, que es el supremo
punto a punto:

co =X oo X

(|_| FZ J_g_@l)azu Fi J—E—)ELO-

=0 1=0
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3. FALLAS EN EL LENGUAJE IMPERATIVO

Para la incorporacion de la posibilidad de transferencia de control por fallas, se agregan
excepciones al lenguaje:
(comm) ::= fail | catchin (comm) with (comm)
Ahora un programa tiene 3 comportamientos posibles:

(1) da un estado final
(2) aborta y da un estado final
(3) no termina

Sea ¥ =¥ U {abort} x X con el orden discreto. La funcién semantica tendra ahora
tipo:
[_] € (comm) — ¥ — 3

En ¥’ seguimos teniendo un dominio llano. Las ecuaciones semanticas son:

[skip]e = o
[failjlc = (abort,o)
[v:=eloc = [o|v:][e]o]
. B leo]o si [b]o
[if b then ¢ else ¢1]o = { [c]o S 10

Para establecer las ecuaciones semanticas de las restantes construcciones, es necesario
disponer de tres operadores de transferencia de control similar al operador (), . Pasamos
ahora a definirlos.

Dada f € ¥ — ¥//, denotamos por f, la siguiente extension de f a 3 :

fee¥ =%

fo sizx=0€ X
fix = ;
x si no
En este caso, la presencia de una situacién abortiva determina que no se transfiere el
control a f. Servird para describir el significado de cy; ¢y, ya que si ocurre una situacion
de excepcion al ejecutar ¢, el control no es tranferido a c;.

Por otro lado, dado f € ¥ — 3’|, denotamos por f, la siguiente extension de f a X';:

f.&.EEl—)E,L

fo si x = (abort, o) € {abort} x ¥
frx =

T sl no

En una clara dualidad con la definicion de f,, la definiciéon de f, determina lo contrario: se
tranfiere el control a f sélo en caso de excepciéon. Esto correspondera a catchin ¢ with ¢
Finalmente, dado f € ¥ — X, denotamos por f; la siguiente extension de f a 3':

ffEEﬁ_%El
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(abort, fo)  x = (abort, o)
L r =1

Note que aqui hay una transferencia de control a f en cualquier situacion (abortiva o no).
Servira para restaurar el valor de las variables locales.

El sentido completo de estas funciones quedara claro al analizar las ecuaciones semanticas
que siguen.

[co;er]o = [ei]«([eo]o)
I

[catchin ¢y with ¢1]o = [e

I
™
q\
m
[\
X
=3
Q
=
=
2
)
<
=
®
=
2,

[newvar v:= e in c]o
[whilebdo c] = [[°,F" Lsx,
donde

Fwo = { w.([c]o) si [b]o

Ejercicio. Reformular el teorema de coincidencia y el de sustitucion para que tenga en
cuenta los posibles nuevos comportamientos.

4. OuTPUT

Agregamos el comando
(comm) := ! (intexp)

donde le es el comando que escribe el valor de e. Claramente este comando puede en-
contrarse dentro de un ciclo o en cualquier fragmento de programa, eventualmente un
programa puede generar una cantidad finita o infinita de output.

Los comportamientos posibles de un programa en un estado dado son ahora los siguientes:

e se genera una cantidad finita de output y luego "se cuelga"
e se genera una cantidad finita de output y luego termina

e se genera una cantidad finita de output y luego falla

e se genera una cantidad infinita de output

Sea () = conjunto de estos comportamientos. El mismo serd la union de las siguientes
familias. Las mismas corresponden en orden a las situaciones de arriba.

o {(ny,..,ng): n;, € Z}

o {(ny,..,ng,0): n; €Z, 0 €3}

e {(ny,..,ng, (abort, o)) : n; € Z, 0 € X}
° {(nl,..,nk,...> ;€ Z}
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En Q se define la relacion w < w’ cuando w es segmento inicial de w’. Con esta relacion
2 es un dominio, donde el minimo es la secuencia vacia (). Las cadenas interesantes tienen
supremo de la forma {(n4, .., ng,...) }.

Las ecuaciones que definen la funciéon semantica

[_] € (comm) — ¥ — Q
son las siguientes. La primera define la nueva construccion:
[le]o = ([e]o, o)

Las restantes se mantienen invariantes respecto del lenguaje sin output, sélo que se deben
redefinir los operadores de transferencia de control.

[skip]o (o)
[fail]o ({(abort, o))
[v:=e€]o ([o]v : [e]a])
leo]o si [b]o
le]o si no

[newvar v:i=eincloc = (Ao’ € X. [0|v: o v])i([c][o|v : [e]o])
[while b do ] LI F* Lyso
o (CONY
Fwo = { (cr*) si no

Los nuevos operadores de transferencia de control deben considerar los distintos tipos
de comportamiento esperado. Sea f € ¥ — (), entonces las extensiones

fo [ €Q—=Q

se definen de la siguiente manera. El operador (), transfiere el control a la funcion s6lo
en caso de terminacién normal:

(N, .oy k) T = (Ng, ..., Ng)

o= (ny,...,ng, fo) x={(Ny,...,np,0)

i (ny,...,ny, (abort, o)) x = (ny,...,ng, (abort, o))
(M, ey Mgy on) T = (N1, ey Ny o)

Note que una forma de definir (_ ), de manera mas compacta es:

0 r=0
fo xr = <U>

fox = (abort,o) = (abort,o)
(n) ++fw  x=(n) Hw

De la misma manera definimos:



18

() z=()
_ ) (o) z = (0)
far = fo r = (abort, o)
(n) +Hfrw  x=(n) +Huw
Sea f € ¥ — X, entonces la extension
fT e —Q
se define
() T =)
PR v = (o)
7 (abort, fo) x = (abort,o)
(n) Hfiw r=(n) Hw

En las siguientes secciones abordaremos herramientas que nos permitiran definir do-
minios de manera apropiada, atendiendo a la complejidad que los mismos comienzan a
evidenciar cuando avanzamos sobre las extensiones de LIS.

5. MAS SOBRE DOMINIOS
Producto Cartesiano.

Producto de cpos. Si Py, Py, ..., P,_1 son Ordenes parciales, entonces Py x P;,... X P,_4
también lo es, donde el orden entre tuplas se define componente a componente.

Cadenas. Una cadena de tuplas es una secuencia

(P, PYy ey Ph_1) <
<p%7p%7 "'7p721—1> S

<pg7p7f7 ‘“7p%1,71> S

tal que si tomamos componente a componente formamos cadenas en los respectivos érdenes:
PoSPyS o Spp <
pi<pi <. <pp <.

Producto de predominios. Si Py, Py, ..., P,_1 son predominios, entonces Py X Pp,... X P,_4
también lo es, donde el supremo de una cadena de tuplas se define componente a compo-
nente.
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Producto de dominios. Si Py, Py, ..., P,_1 son dominios, entonces Py x Py, ... X P,_; también
lo es, donde el minimo es la tupla que consiste del minimo de cada uno de los dominios.

Todas las funciones sencillas usuales (proyecciones, constructor de tuplas, etc) son triv-
ialmente continuas.

Uniones Disjuntas. Dados conjuntos Py, P, ..., P,_1 se define la unién disjunta,
Po+P + ..+ P,y ={{i,p):p€ P}
Se definen las inyecciones ¢; € P, — Py + P1 + ... + P,_; mediante ¢;p = (i, p)

Uniones Disjuntas de cpos. Dados ordenes parciales Py, P, ..., P,_1, entonces Py + P, +
... + P,_1 es un orden parcial, donde el orden "no mezcla" los 6rdenes de los diferentes
conjuntos dados:

(i,p) <, q) =i=j AN p<iq

Cadenas. Una cadena de Py + P; + ... + P,_1 es una que proviene enteramente de uno de
los P;:

donde los p; son todos elementos de P;.

Union de predominios. Dados predominios Py, P, ..., P,_1, entonces Pp+P,+...+F,_1 esun
predominio, donde el supremo de una cadena es simplemente el supremo de la componente

de donde la cadena proviene:
| [Gps) = G| ] py)
j=1 j=1

Union de dominios. Dados dominios Fy, P, ..., P,_1, entonces Py+ P, +...+ P,_1 en general
no es un dominio (so6lo lo es en el caso trivial n = 1). ;Cuél serfa el minimo, si los minimos
de los diferentes P; no se comparan entre si?

Todas las funciones sencillas usuales (inyecciones, analisis por casos, etc) son trivialmente
continuas.

Dominios recursivos. El domino semantico para LIS con fallas y output puede ser
definido a través de una ecuacién recursiva de dominos que exprese el hecho de que
un objeto w puede ser visto como el tramo final de otros objetos pertenecientes a §2: para
todo k entero, k Hw es también un objeto de 2. Esto es:

Q ~ (XY+ZxQ),
El simbolo = significa isomorfismo, el cual estd dado por las funciones continuas (una

inversa de la otra):

b €N (NH+ZxQ), e (THZxQ)L =0
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definidas mediante:

L r=0)

¢pr = q ti(wy) z=(y) cony €
L1 (t1{n, pw)) == (n) Hw
0 vl

Y=< (y) z =11 (toy) cony € X

n) Hvw x=1)(t1(n,w))

Notacion. Para expresar las ecuaciones semanticas en adelante seran ttiles las siguientes
composiciones.

lterm = w'LJ_'LO'Lnorm €eX—0
labort = 1/} “Ll Lot labnorm € x—=Q
Lout = Y-ty ELXE—
Las mismas pueden expresarse en el siguiente grafico:
Lnorm
X — Lo
¥ —
by — L1 w
Labnorm YW4+ZxQ — (E/—I—ZXQ)L — Q)
a1
ZxQ) —

Utilizando esta nueva definicion matemaética del domino semantico (dominio recursivo),
podemos reformular las ecuaciones semanticas dadas con anterioridad de la siguiente man-
era.

[[Sklp]]()' = lerm0
[fail]o

[v:= €]
I

Labort0

Lierm|o|v @ [€] o]

q
I

[le]o tout([€] T, LiermT)
B leo]o si [b]o
[if b then ¢ else ¢1]o = { [a]le  sino
[co;er]o c1]«([co] o)
]

[
[catchin ¢y with ¢1]Jo =[]+ ([eo]o)

[newvar v:= e in c]o (
[while bdo ¢] = |2, F" Lsa

Fuwo — {w*<[[c]]a) si [l

donde
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Los operadores de transferencia de control pueden también ser redefinidos.

(

1o r=1q
fo T = LiermO
fsr =
LabortT T = labort0
L tout(, fuw) @ = tout(n, w)
([ 1q r=1g
Foa = ltermO T = lterm0O
fo T = labort0
L tout (s f1w) @ = tour(n, w)
1la r=1gqg
o= Lierm (fO) T = LieymO
f Labort (fO) T = labort0

Lout(na fTw) xr = Lout(n7 U.))

6. INPUT

Para poder expresar la acciéon de alojar en una variable un entero dado como input,
agregamos el comando:
(comm) =7 (var)
Para poder establecer el significado de esta construccion debemos enriquecer el domino
semantico. Lo hacemos planteando una ecuacién recursiva, y asumiendo que posee solu-
cion. La misma contempla (a través de la nocion de funcion) la posibilidad de que el
comportamiento de un programa dependa de un entero dado (input) .

Q =~ X4+ZxQ+Z—-Q),

Como antes, el simbolo & significa isomorfismo, el cual est4 dado por las funciones continuas
(una inversa de la otra):

» € Q>N +ZxQA+Z— Q) e X+ZXxQ+Z Q) —Q

Notacion. Para expresar las ecuaciones semanticas, actualizamos la lista de composiciones:

Lierm = WY L1 Lo lpopm € 25 — §2
Labort = ULl Labnorm € 2 — €0
lowt = Y-ty -1 €ELXxE—

Lin = Y11y €E(Z—-X)—Q

Las mismas pueden expresarse en un grafico similar al dado para output:
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Lnorm
X — Lo
> —
> —
Labnorm L1 1/}
1 YH+ZxQ — F4+ZxQ), —Q
ZxQ —
Lo
Z—Q —

Dar las ecuaciones seméanticas para el lenguaje completo requiere s6lo agregar la ecuacion
del constructor ?v, y actualizar las definiciones de los operadores de transferencia de control.

[7v]e = tin(An € Z. tyerm|o|v : n))
(1g r=1gqg
fo T = LiermO
fex = < labortO T = labort0
Lout (M, fuw) 2 = towe(n,w)
L bm(f* : g) T = Ling
(1g r=1gq
ltermT T = lterm0
frx=< fo T = Labort0
Lout(My frw) T = toy(n,w)
L Lin(f+9) T =ting
((1g z=1q
Lterm(f o ) T = lterm0O
fix = Labort (fO) T = labort0
Lout(M, f1w) & = Lo (N, w)
. L’m(fT 'g) T = ling
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7. SEMANTICA OPERACIONAL

Cuando hablamos de seméntica operacional (o de transiciones), en vez de asociar sig-
nificado a los programas a través de una funcion de los programas en los significados, se
describe como se realiza el computo. Por ejemplo:

(x:=1Ly:=2x%xy,0) = (y:=2xy,[ox:1]) = [o|x: 1]y : 2 *oy]

La relacion — describe un paso de ejecucion. Por eso se la llama small-step semantics.
En cada paso se pasa de una configuracion a otra. El conjunto de configuraciones que
describe las etapas de computo serd denotado mediante I'. El mismo estd formado por
configuraciones terminales (que reflejan el resultado de un computo), y por configuraciones
no terminales (que reflejan una etapa intermedia del mismo).

r=r,ur,
Cada uno de estos conjuntos estd determinado por:
Ft - E
I, = {(comm) x X

El paso de ejecucion —, que lleva una configuraciéon no terminal en una configuracion
(terminal o no), se define matematicamente como una relacion:

—-C I, xT

La definicién de una relacion de este tipo (formada por objetos que proceden de una sintaxis
abstracta) suele hacerse de manera axioméatica. Vamos a mostrar ahora los axiomas que
definen la misma.

Los primeros obedecen a una clara intuicion de computo, y representan casos de obten-
cién de configuraciones terminales:

(skip,o) — o

(vi=e,0) = [o|v: [e]o]

La posibilidad de obtener una secuencia encadenada de transiciones se representa ax-
iomaticamente mediante:

(co,0) = o
(coie1,0) = (c1,0)

{co,0) = (cp, ")
(coscr,0) = (cp;c1,07)
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Note como estas reglas permiten construir un paso intermedio de ejecucién, como por
ejemplo el primer paso de la ejecucion de arriba:
(x:=1,0) = [o]x: 1]
(x:=1;y:=2xy,0) = {y:=2xy,[olx: 1])

Las reglas para el comando if y el camando while también obedecen a su intuicion
operacional:

([e]o =V)
(if e then c else ¢/, o) — (¢, 0)

([e]o = F)

(if e then c else ¢/, 0) — (¢, 0)

([e]o = F)

(while e do ¢,0) — o

([e]o =T)

(while e do ¢,0) — (c: while e do ¢, o)

Finalmente debemos dar reglas para el comando newvar. Una posible regla que podria
considerarse natural es:

(newvar v := e in ¢,0) — {(c;v = ov, [o|v : [e]o])

La dificultad de esta regla es la pérdida de la localia de v en ¢, que tendria inconvenientes
en una eventual extension del lenguaje con concurrencia. En consistencia con el Reynolds
vamos a adoptar:

(c,[o|v: [e]o]) — o
(newvar v := e in ¢,0) — [0'|v : o]

(¢, [o]v : [elo]) = (¢, 0")
(newvar v := e in ¢,0) — (newvar v := ¢'v in ¢, [0’|v : ov])
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8. CORRECCION DE LA SEMANTICA OPERACIONAL

Note que la relacion — asi definida es una funcién: en efecto, ninguna configuraciéon no
terminal puede mover (en un solo paso) hacia mas de una configuracion. Esto significa
que la relacion es deterministica. Ademas ninguna configuracion no terminal puede mover
hacia menos de una configuracion (no se traba).

En efecto, sea (¢, o) una configuracion no terminal. Entonces, si

e si ¢ = skip, hay una tnica transicion posible, a o.

e si c = (v:=e), hay una tnica transicién posible, a [o|v : [e]o].

e lo mismo se puede establecer para el if y el while, dependiendo de el valor de
verdad de la guarda.

e si c = c0; cl, entonces, por hipotesis inductiva desde (cy, o) hay una tinica transicion
posible. Si esa transicion es a una configuracion de la forma o', entonces hay una
tnica transicion posible desde (¢, o), es a (c1,0’). Si en cambio esa transicion es
a una configuracion de la forma (c{, o), entonces hay una tdnica transicion posible
desde {(c,0), es a (c; c1,0").

Como — es una funcion, para toda configuraciéon existe una tnica ejecucion. Por ejecucion
entendemos una secuencia ¢y — ¢; — ¢ — ... maximal, esto es, que no puede prolongarse
méas de lo que estid. Dicha ejecuciéon es infinita o termina en una configuracién terminal
o. Si la ejecucion es infinita decimos que ¢y diverge y escribimos ¢y 1. Se puede entonces
definir:
1 si{c,o)7
fcho = { o' si existe o’ tal que (c,0) =" o’

donde —* es la clausura reflexiva y transitiva definida a continuacion.

T =
7%* ,y/

T

,.y %* f)// ,y/ %* f)///
ry %* ,y//

Se puede demostrar que {c} = [¢]. Damos ahora una serie de resultados que estan
involucrados en la prueba.

Lema 1.
(1) Si (co,0) =* o', entonces (co; c1,0) —=* {¢1,0)
(2) Si{c,[o|v: [e]o]) —=* o', entonces

(newvar v := e in ¢,0) =" [0'|v : ov].
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(3) Si{c,[o|v: [e]o]) =* (¢, 0’), entonces

(newvar v := e in ¢,0) =" (newvar v := o'z in ¢, [0’ |v : ov])

Lema 2.
(1) (c,0) = o' = [c]lo =0
(2) (c,0) = (d,0') = [c]o=][c]o".

Lema 3. [c]o =0’ = (¢,0) =% o’

Teorema. Para todo comando c se tiene {c} = [¢].

8.1. Semantica operacional de las fallas. Para dar la seméantica de transiciones de LIS
con fallas, modificamos el conjunto de configuraciones terminales:

I'' = ¥ U {abort} x X

Corresponde ademés agregar reglas que involucren las nuevas configuraciones terminales:

(fail, o) — (abort, o)

(co,0) — (abort, o)
(co; ¢1,0) — (abort, o’)

El catchin se define por tres reglas

(co,0) — o’
(catchin ¢y with ¢;,0) — o’

(co,0) — (abort,o’)
(catchin ¢y with ¢y, 0) — (¢, 0")

{co,0) = (¢, 0")
(catchin ¢y with ¢;,0) — (catchin ¢ with ¢, 0”)

Por tltimo, al newvar se le agrega un caso més

(c,0) — (abort,o’)
(newvar v := e in ¢,0) — (abort, [o'|v : ov])

El if y el while habian sido definidos con suficiente generalidad para que no requieran
revision.
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La relacion — sigue siendo una funciéon en el lenguaje con fallas, toda configuracion ~
tiene una tinica ejecucion que puede ser infinita (v diverge) o terminar en una configuracion
terminal que puede ser de la forma o o (abort, o).

Se puede definir:

1 si (c,o) 1
{cpo=< o si existe o’ tal que (c,0) —* o’
(abort, o’) si existe o’ tal que (c,o) —* (abort, ¢’)

y obtendremos de manera similar a LIS que para todo comando c se tiene {c}} = [¢].



