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A pesar de haber ejercitado la realizacion de demostraciones en varias materias, es
frecuente que el alumno consulte sobre la validez de una prueba, sobre la correctitud
de un razonamiento. En este segmento estudiaremos formalmente el concepto de de-
mostracion, proporcionando elementos para que el alumno pueda decidir por si mismo si
una argumentacion matemaética es logicamente correcta. Haremos esto para un fragmento
relativamente simple de la l6gica matematica llamado Légica Proposicional.

Proposiciones

Las proposiciones representan afirmaciones. Estas afirmaciones se escriben con una
notacion muy particular: usamos conectivas logicas como A, V, —, .. .. También se utilizan
paréntesis como ‘(" y ‘)’ para resolver ambigiiedades, y variables proposicionales.

Es decir que las proposiciones serdn ciertas secuencias, listas o cadenas (usamos es-
tas tres palabras como sinénimos) de simbolos. Utilizaremos los siguientes simbolos. Al
conjunto de simbolos permitidos se le llama alfabeto.

Alfabeto de la Loégica Proposicional

La légica proposicional se escribira con el siguiente alfabeto:

1. Simbolos proposicionales (en cantidad numerable): pg, p1, ..., Pn,y- - -;
2. Conectivos. Bésicos: L, A, —. Derivados: =, V, <>, T, |, ...;
3. Simbolos auxiliares: ‘(" y ‘).

Llamamos > al conjunto de estos simbolos, y ¥* al conjunto de todas las cadenas de
simbolos de Y. Ejemplos de tales cadenas:

Pops)L A po ()AV—= Po — P1) )P0 A ps( (Ops)
Do A\ Ps (Po A ps) ((po A ps)) D3 (p3)

Ejemplos de cadenas que no pertenecen a »*:

llueve r <y p—q Do = D3 Po — Dj
F—V o NP (o AY) 2 es par poOpy



Lenguaje de la Légica Proposicional

No cualquier cadena de ¥* denota una proposicién.! A los simbolos proposicionales
se los llama también wvariables proposicionales, y se define V = {pg,p1,...,Pn,...}. Si
agregamos el simbolo L, tenemos los dtomos o proposiciones atomicas, y los designaremos
con el nombre At = V U {L}. El conectivo = es unario, L es nulario (corresponde a
una constante) y el resto son binarios. Para designar un operador binario arbitrario,
utilizaremos el meta-simbolo [J.2

Definicién 1. El conjunto de las proposiciones, PROP, es el menor conjunto que cumple
con las siguientes propiedades:

Para todo ¢ € At, ¢ € PROP.

(=) | Para toda ¢ en PROP, (—¢p) estd en PROP.
(pO%) | Para todas ¢, en PROP, (p) estda en PROP.

Usaremos letras griegas , 1, x, ... para nombrar proposiciones arbitrarias. La ultima
clausula se vale del meta-simbolo [ que representa un operador binario genérico y evita
ser repetitivos. Si no deberiamos escribir una clausula como esa para cada uno de los
operadores binarios:

(p A )| Para todas ¢,1 en PROP, (p A1) estd en PROP.
(¢ — 1) | Para todas ¢, 9 en PROP, (¢ — 1) estda en PROP.

etcétera

Proposiciones por extension

La definicién dada establece que las siguientes cadenas son proposiciones:

1. Los atomos L, pg,p1,...,Pn,... son las proposiciones atomicas.

2. Para cada proposicién ¢ y ¢ ya listada, y para cada conectivo binario [, (—¢p)
y (¢O) son proposiciones un poco mas complejas. Ejemplos: (—L), (—po), etc.
Otros: (LA L), (L App), ete.

3. Para cada proposicién ¢ y 9 ya listada, y para cada conectivo binario O, (—p) y
(¢pO1) son proposiciones un poco més complejas. Ejemplos: (=(=1)), (=(L Apo)),
etc. Otros: ((=L) A (po Ap1)), (LA (poAp1)), ete.

4. etcétera

Esta enumeracion de las proposiciones por extension continiia indefinidamente,
presentando en cada linea proposiciones mas y mas complejas porque en cada linea se
puede concebir nuevas proposiciones de la forma (—¢) y (¢ ) para cada proposicién
¢ y 1 listada con anterioridad, y para cada operador binario [J. En efecto, todas las
proposiciones de la primera linea son cadenas de un solo simbolo, en la segunda hay
cadenas de cuatro simbolos y otras de cinco simbolos. En la tercera linea ya hay mas
variantes, pero en particular tenemos proposiciones de la forma (@) donde ¢ y ¢
denotan cadenas de cinco simbolos, por lo tanto (¢ [J1) denota otra cadena de trece
simbolos. En la cuarta linea habra nuevas cadenas de 29 simbolos, en la quinta de 61, en
la sexta de 125, etc.

1;Cusles de los ejemplos de cadenas de ¥* enumeradas arriba lo hace?
2Le llamamos meta para indicar que no pertenece al alfabeto X.



Induccién y recursion

La definicion del conjunto PROP dice que es el menor conjunto que satisface las tres
clausulas ya explicadas. Ser el menor conjunto significa que PROP no contiene ningin
otro elemento que no sea producto de esas clausulas. Nos permite deducir, por ejemplo,
que pop; no pertenece a PROP porque no es un atomo (y por ello no puede ser producto
de la primera cldusula) ni comienza con un paréntesis que abre (y por ello, no puede ser
producto de ninguna de las otras dos cldusulas). También nos permite deducir que las
siguientes cadenas no pertenecen a PROP:

Po A\ Pp1 ((po Ap1)) -1 (po) Po A (Po — 1)
(poOp1) (=) (—pi) () (L)

Mas interesante aun, que PROP sea el menor conjunto que satisface las tres clausulas
implica que se puede demostrar propiedades sobre las proposiciones por induccion de la
siguiente manera.

Teorema 2 (induccién en subférmulas). Sea A un predicado sobre PROP. Luego A(yp)
es verdadero para toda ¢ € PROP si y solo si:

Si ¢ es atomica, A(p) vale.

(=) | Si A(p) entonces A((—y)).
(pO9)| St A(p) y A(y) entonces A((pOv)).

Demostracion. Sea X = {p € PROP : A(p)}. X satisface las tres propiedades de
la Definicién 1, asi que PROP C X (pues PROP es el menor conjunto con tales
propiedades). Como X C PROP, tenemos X = PROP y entonces A(p) vale para toda
v € PROP. O

Por la misma razén, también es posible definir funciones f de PROP en cualquier
otro conjunto por recursién de la siguiente manera:

Si ¢ es atémica, se define f(¢) de manera directa, sin llamadas recursivas.

(=) | Para definir f((—¢)) esta permitido llamar recursivamente a f(p).

(pO) | Para definir f((p 1)) esta permitido llamar recursivamente a f(¢) y a f(1).

Dicho de otra manera, es posible definir una funciéon f de PROP en otro conjunto
siguiendo el esquema:

) = ... caso base, sin llamadas a f
) . caso base, sin llamadas a f
) = .. flyp)... llamada recursiva permitida
)

llamadas recursivas permitidas

I
=
3
=
£

Daremos algunos ejemplos de definiciones recursivas y luego de prueba por induccion.



Definiciones recursivas

A continuacién definimos una funcién que calcula el numero de simbolos de cada
proposicién, # : PROP — N:

#(Pi) =1
#(L) =1
#((—p) = #(p)+3
#((eOY)) = #(p) +#@W)+3

Por ejemplo,
#((=(p2 = (—p3)))) #((p2 = (=p3))) + 3
#(p2) + #((-p3)) +3+3

1+ #(p3)+3+3+3

14149
11
El nimero de pares de conectivas 16gicas de una proposicién (¢ : PROP — N):
cpi) = 0
cl) =1
c((=p)) = clp)+1
c((eOv)) = clo) +c(¥)+1

Por ejemplo ¢(((—p1) A (p2 — (p1 V p3)))) = 4.
El conjunto de variables o simbolos proposicionales que ocurren en una proposicién
(vars : PROP — P(V)):

vars(pi) = {pi}
vars(L) = {}
vars((—g)) = wvars(yp)
vars((e01)) = wars(p) U vars(y)

Por ejemplo vars(((—p1) A (p2 = (p1 V p3)))) = {p1,p2, 03}
El conjunto de subférmulas o subproposiciones de una proposicién (sub : PROP —

P(PROP)):

sub(pi) = {pi}
sub(L) = {Ll}
sub((—p)) = sub(p) U{(—p)}
sub((pOv)) = sub(p) U sub(y) U{(pOy)}

Por ejemplo sub(((=p1) — (p1V p3))) = {p1,p3, (=p1), (p1 V p3), ((=p1) = (p1 V p3))}-
La sustitucién del simbolo proposicional p; por ¥ en ¢, que se denota por ¢[¢/p;]

pilv/p) = {;ﬁ; z;;j
[w/pz] = 1
(=o)[W/pi] = (=el/pi])
(OO/p] = (plv/pi]OER/pi])

Por ejemplo,

(1 = (=p2))[(=p3) /1]

(p1[(=p3)/p1] = (=p2)[(=p3)/p1])
E(ﬁpg) — (=p2[(—ps)/p1]))
(

(—ps) = (=p2[(=ps)/p1l))
(—ps) — (ﬁpz))

4



Prueba por induccién

Veamos un ejemplo de prueba por induccion:

Definicién 3. Una sucesién de proposiciones 1, ..., y, es una serie de formacion de
© € PROP si ¢, = ¢ vy para todo i < n, @; es:

= atémica, o bien
» igual a (—g;) con j <1, 6
» igual a (¢; Opy) con j, k < i.

Por ejemplo py, pa, ps, (=p1), ((=p1) A p2), (prV ps), ((mp1) = (p1V ps))} es una serie
de formacion de ((—p1) — (p1 V p3)), aunque no es la mas corta posible. En cambio, si

se elimina la segunda proposicion, po, de la sucesion deja de ser una serie de formacién.
Si ademas se suprime la quinta proposiciéon, obtenemos una nueva serie de formacion de
((=p1) = (p1 V p3)), esta vez de longitud minima. ;Es la tnica de longitud minima?

Teorema 4. Toda ¢ € PROP tiene serie de formacion.

Demostracion. Analizamos cada caso:

© es una serie de formacion de .

(=) | Por hipdtesis inductiva, ¢ tiene una serie de formacién; sea @1, ..., @1,

una tal serie. Pero ¢1,..., ¢, 1,9, (7¢) es una serie de formacién de (—p).

(@) | Por hipdtesis inductiva, ¢ y v tienen sus series de formacién; llamémoslas

Pls-- - Pn-1,LY wla s 7wm—1aw' Luego 12 PR gpn—b@?wl) B ﬂﬂm—lﬂ% (@D¢) €s
serie de formacién de (¢ O1).

Con esto se concluye la prueba. ]



