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El conjunto Prop

e Hace un par de semanas definimos la sintaxis de la légica
proposicional, el conjunto Prop.

e Definicién de funciones por recursién.

e Prueba de propiedades sobre Prop utilizando induccién.



Semantica

e Las asignaciones son funciones en V — 2.

e Dada f: V — 2, tenemos [—] ;: Prop — 2.

e Una proposicién ¢ es tautologia si para toda asignacién f, [¢] r = 1.

e Una asignacién f es un modelo de I' C Prop, si para toda ¢ € T,
[¥]s=1.

e Decimos que ¢ es consecuencia légica de T', ' |= ¢, si para todo
modelo f de I, se da que [¢] y = 1.



y los razonamientos correctos?

e La primera clase dijimos que la légica es el estudio de los
razonamientos légicos.

e Pero hasta ahora no introdujimos ninglin mecanismo para deducir
conclusiones vilidas a partir de premisas vélidas.

e Esta es nuestra tarea ahora.



Inferencia

e Un razonamiento correcto es aquel que partiendo de ciertas hipétesis
produce nuevos conocimientos.

e Para asegurarnos que las conclusiones son validas debemos restringir
las formas (las inferencias) en que producimos las conclusiones a
partir de las premisas.

e Lo que vamos a dar a continuacién es una serie de reglas de inferencia
que nos aseguran que los razonamientos hechos usando esas reglas (y
solo esas) son correctos.

e Por ahora nos vamos a restringir a los siguientes conectivos: A, —, L.

e Y establecemos que la conjuncién tiene mayor precedencia que la
implicacion.



Reglas de inferencia

e Representaremos graficamente las reglas de la siguiente manera:

P11 P2 o On
e Recordemos que tanto las ¢; como ) son metavariables que pueden
ser reemplazadas por cualquier proposicién.

nombre



Reglas para la Conjuncién

Si conocemos (las asumimos como hipétesis o ya tenemos una
prueba) ¢ y 1, entonces podemos concluir ¢ A 1.

La regla formal se llama introduccién de la conjuncién:

¢
PNY
Un ejemplo concreto del uso de esta regla es la siguiente prueba:
P1 P2
P1 A\ Dp2
e ;Nos dice esa prueba que p1 A ps es valido?

vl

i



Reglas para la Conjuncién

De saber ¢ A ¢ podemos deducir tanto ¢ como .
e Tenemos entonces dos reglas para utilizar el conocimiento de una
conjuncién.
e La primera regla se llama eliminacién de la conjuncién:
PNY
) A\
La segunda regla, que la llamamos con el mismo nombre, es:
PNY

E



Ejemplos

e iPodemos derivar la validez de x a partir de la validez de ¢ A (¢ A x)?

e Si decimos que si, debemos poder construir una prueba, una
derivacion, donde podemos usar varias veces las reglas de inferencia:

A (Y AX)
YA X
X
e A partir de ahora, usaremos la expresidn existe una derivacion de x a

partir de ¢ A (1 A x).

ANE
ANE
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Ejemplos

e iPodemos construir una derivacién de ¢ A (¢ — 1)) a partir de ¢ y
(v = 1) A x? (Notar que tenemos varias premisas)

(v = ¥) Ax
¢ Y=
A (= 1)
e Tanto en esta prueba como en la anterior, utilizamos la conclusién de
una prueba como premisa para el uso de otra regla.

ANE

Vi
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Premisas y conclusién

e Llamamos premisas a todas las proposiciones que no fueron obtenidas
como conclusién de una prueba.

e En el dltimo ejemplo, las premisas son ¢ y (p — 1) A x.
e Llamamos conclusion a la proposicién que estd en la raiz del arbol.

e A veces queremos referirnos a una derivacion de ¢ a partir de la
premisa ¢, entre otras:

¢
- D
(0
e En este caso D es el nombre de la derivacion.

e Entre las premisas de D esta ¢; esto significa que esa proposicion se
ha utilizado 0, 1 o muchas veces (sin necesidad de tener una prueba
con conclusién ¢).



12
Implicaciéon

e Si D es una derivacion de v a partir de ¢, entonces D deberia contar
como una derivacién de ¢ — ).

e Pero cuando utilizamos la implicacién (pensemos en el uso de “si ...,
entonces ..."), queremos decir “si tuviéramos una prueba de ¢".

e No queremos obligarnos a tener una prueba de ¢, al menos hasta que
querramos usar la implicacién.

e Vemos entonces que cuando introducimos la implicacién, quitamos la
carga de la prueba sobre el antecedente.
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Implicaciéon

e Formalmente la regla de introducciéon de la implicacién es:

(9]

¥

b=

e Aqui hay una diferencia con las anteriores reglas porque
encorchetamos hojas donde esté ¢, si queremos.

— 1

e Esa es la manera en que indicamos que descargamos (o cancelamos)
la hipdtesis ¢.
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Ejemplo

[ A )1 B [p Al B
Y ¢ Al
¢A¢ —>Il

(eNnY) = (WA

e Como podemos utilizar varias veces la regla — I, marcamos con un
sub-indice aquellas hipdtesis que cancelamos con cada uso de la regla.



Implicaciéon

La regla de eliminacién de la implicacién (;cémo puedo usar una
implicacién?) es la conocida modus ponens:

¢ 9=
— > F
G
e Si definimos —¢ como abreviatura de ¢ — |, entonces:
_>
[9ls o= .
v —
T — B
—— =13

En esta derivacion, tenemos que las hipdtesis no canceladas son
o=y .

Pero podemos continuar con la derivacién y cancelar todas las
hipdtesis.

15



Ejemplo

[9]s [ =k .
Y [—¢]2
T —F
T¢ — 13
— =D
_'1/1—>_|¢ —)Il

(¢ =) = (=Y — —9)
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Bottom

Para L no tenemos regla de introduccién. j Por qué?

Sin embargo, siempre que tengamos una prueba de L, podemos
concluir lo que se nos antoje: “ex falso quodlibet”.

1
—— 1F
¢
e Ejemplo, recordemos que —¢ es ¢ — L:
A T ¢ — B
— 1F
(G

Es decir, podemos construir una derivacion de v a partir de ¢ y —¢.
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