Teoremas de representacion

Cuestién a resolver

Todas las Algebras de Boole vistas (aunque estén camufladas
como Dg 0 D3p) son en definitiva (via isomorfismo) de la forma
P(X). O sea, son algebras de conjuntos.

Préximo objetivo: Teorema de Representacion

Toda Algebra de Boole finita B es un algebra de conjuntos.
O sea, existe X tal que

B = P(X)

Pregunta inicial:

¢ Qué objetos juegan el rol de elementos de X?
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Atomos

Sea B un éalgebra de Boole (basta con que sea reticulado).
Un elemento a € B seréa llamado atomo si a cubre a 0.
Notacion: At(B) es el conjunto de todos los 4tomos de B.

Por ejemplo:

@ En P(X), los atomos son los conjuntos unitarios.

© Los atomos de D, son los factores primos de la
descomposicion de n.
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Hay suficiente cantidad de atomos

Lema A
Sea B un algebra de Boole finita. Para todo x € B distinto de 0

existe a € At(B) tal que a < x.

Lema B Sea B un algebra de Boole finita, y sean x, y € B tales
que x £ y. Entonces existe a € At(B) talquea< xya<y.
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Hay suficiente cantidad de atomos

Lema
Sea B un algebra de Boole finita. Entonces todo elemento de B

se escribe de manera Unica como supremo de atomos.

O sea: para todo x € B se tiene:
Q@ x =sup{ac At(B): a< x},
© si AC At(B) y x = sup A, entonces

A={acAl(B):a< x}
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Teorema de Representacion

Sea (B,V,A,,0,1) un algebra de Boole finita, y sea
X = At(B). La funcion

F:B — P(X)
x — {aeX:a<x}

es un isomorfismo entre (B, V,A,,0,1)y (P(X),U,N,%, 0, X).
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Esquema de la Prueba del TR

Lema A

!

Lema B

1

Lema

!

Teorema de Representacion
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Problema de la representacion de un reticulado

Las Algebras de Boole finitas son algebras de conjuntos.

¢ Seran los reticulados finitos reticulados de conjuntos?
{a,b,c}

{a b} {b.c}
{a} b}
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset

Diremos que un subconjunto D C P es decreciente si para
todo x, z € P se tiene que:

xeDyz<x = zeD.

O sea, un conjunto decreciente satisface que si un elemento se
encuentra en el conjunto, entonces todos los elementos
menores también estan.
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Reticulado de conjuntos decrecientes de un poset

Denotaremos mediante D(P) a la familia de todos los
subconjuntos decrecientes de P:

D(P) ={D C P : D es decreciente}.

Entonces

(D(P),u,n,0, P).

es un reticulado es distributivo
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Ejemplo: sea P el poset

c
de bI

Los conj. decrecientes son: (,{a},{b},{a, b},{b,c},{a,b,c}

Forman el reticulado D(P): {a,b,c}

{a, b} (b, c}
{a} 1o}
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Problema de la representacion de un reticulado

¢, Sera cierto que para todo reticulado distributivo L existe un
poset P tal que

L= D(P)

Dado L un reticulado, ;como obtengo el P tal que L = D(P)?
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¢,Como se obtiene P desde L?

!
1
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Elementos Irreducibles

Sea L un reticulado acotado. Un elemento x € L sera llamado
irreducible si

Q x#0,

©Q six=yVvzentoncesx =y ox =2z paratodo y,z € L.

La segunda condicion es equivalente a decir que x no se
puede obtener como supremo de dos elementos distintos de x.
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Ejemplos de Elementos Irreducibles

Elementos irreducibles: a, b, c

C
ae bI

Forman el poset:
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Poset de Elementos Irreducibles

Definicion: Irr(L) = {i € L : i es irreducible}

Préximo objetivo: Demostrar que todo reticulado distributivo
finito L es isomorfo a D(P), donde el poset (P, <) asociado al
reticulado L es

(Irr(L), <)

)

donde < es el orden heredado de L.
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Hay suficiente cantidad de Irreducibles

Lema A

Sea L un reticulado finito, y sean x, y € L tales que x £ y.
Entonces existe i € Irr(L) talque i < x e i £ y.
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Hay suficiente cantidad de Irreducibles

Lema

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces para todo x € L
se tiene:

Q x=sup{ielr(l):i<x},
@ si D C Irr(L) es decreciente, y x = sup D, entonces

D={ielrr(L):i<x}
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Teorema de Birkhoff

Sea L un reticulado acotado distributivo finito, y sea P = Irr(L).
Entonces la funcion

F:L — D(P)
x — {yeP:y<xj}

es un isomorfismo entre Ly D(P).
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El ejemplo Di> completo

1
q c
a
0
L
Irr(L) = {a, b, c}
Forman el poset:
c
e b I
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D(P) = {0.{a}.{b},{a b}.{b,c}.{a b, c}}
{a,b,c}

{a,b} {b,c}
{a} b}

La correspondencia F dada por el Teorema es:

0—10 a— {a}
b— {b} d — {a, b}
c— {b,c} 1—{ab,d}
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Nuevo criterio de analisis de distributividad

Se puede observar que la Unica intervencion de la
distributividad en la prueba del Teorema de Birkhoff es para
probar que F es sobre.

Criterio de analisis de distributividad

Un reticulado finito es ditributivo si y solo si |L| = |D(Irr(L))|
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Volviendo a las Algebras de Boole

Vale:
At(B) = Irr(B)

Entonces, si L es un reticulado acotado distributivo finito, se
tiene:

L es algebra de Boole siy sélo si Irr(L) = At(L).
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