CAPITULO 1

Relaciones

1. El concepto de relacion

Segtn la Real Academia Espafiola, el término relacion remite a:

. Exposicién que se hace de un hecho.

. Conexion, correspondencia de algo con otra cosa.

. Conexion, correspondencia, trato, comunicacion de alguien con otra persona.

. Trato de cardcter amoroso. U. m. en pl. Tienen relaciones desde hace tiempo

. Lista de nombres o elementos de cualquier clase.

. Informe que generalmente se hace por escrito, y se presenta ante una autoridad.

. En el poema dramético, trozo largo que dice un personaje para contar o narrar algo.
. Gram. Conexién o enlace entre dos términos de una misma oracion.

9. Mat. Resultado de comparar dos cantidades expresadas en nimeros.

10. En diversos bailes tradicionales, copla que se dicen los integrantes de las parejas.
11.Conocidos o amigos influyentes. Sin relaciones no se puede triunfar en esa profesion.
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Probablemente esta cita no aporte mucho a las ideas que el lector tiene sobre lo que es una
relacion, pero en realidad aqui estamos interesados en la determinacion que la matemaética logra
para sus propositos de dicho concepto. El punto 9, que refiere a la matematica, nos da una pista:
el resultado de comparar dos cantidades expresadas en niimeros no es otra cosa que un “si”’ o un
“no”, si es que la relacion esta perfectamente determinada. Por ejemplo, podemos determinar
completamente la relacion “es menor que”, siempre que logremos responder “si 0 ’no* cada vez
que se hace la pregunta ;es x menor que y?, cualquiera sean los elementos x e y que se tomen.

Vemos entonces que una relacion entre individuos del universo X e individuos del universo
Y, determina un conjunto: el conjunto de todos los pares (ordenados) de individuos para los
cuales la pregunta

Jestd x relacionado con y?
se contesta afirmativamente. Ese conjunto serd nuestra determinaciém matematica del concepto

de relacion.
Por ejemplo, si
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C representa la relacion “es la capital de”

P representa la relacion “es subconjunto de”

entonces decimos que el par (El Cairo, Egipto) pertenece al conjunto determinado por la
relacién C, mientras que ({1,2},{1,3,4}) no pertenece al conjunto determinado por la relacién
P. Notese que es importante el orden de los objetos en cuestion, ya que pueden pertenecer a
universos distintos, y ademds porque al alterar el orden puede cambiar el valor de verdad de la
proposicién. Esto ocurre con la relacién P.

Las relaciones “denotan” conjuntos de pares ordenados de la misma manera que un pred-
icado Q (que se refiere a individuos en un universo X) denota el conjunto formado por los
individuos que la satisfacen:

Q denota {xeX:0(x)}

DEFINICION 1.1. Sean A y B conjuntos. Una relacion entre A y B es un subconjunto del
producto cartesiano A X B.

Si R es una relacion entre A y B decimos que x estd relacionado con y (y lo denotamos
x ~gy) si (x,y) € R. Notaciones alternativas son R(x,y), xRy o simplemente x ~y. Si A =B
solemos decir que R es una relacion sobre A.

EJEMPLO 1.1. Sea A ={2, 3} y B={3, 4, 5, 6}, y consideremos la relacién “divide a”,
que vincula elementos de A con elementos de B. Podemos definir R mediante:

R={(a,b)|a€ A,be Byadivide a b}

Luego R=1{(2,4), (2,6), (3,3), (3,6)} y decimosque 2 ~4,2 ~ 6,3 ~ 3y 3~ 6. También
decimos 2 no esta relacionado con 5 y que 3 no estd relacionado con 4 y se escribe 2 o0 5y 3,4 4.

EJEMPLO 1.2. SeaA =B =7, R = {(x,y) | y = x*>}. R es un subconjunto de Z x Z y con
una cantidad infinita de elementos:

0~0 —1~1 1~1
—2~4 2 ~4
—3~9 3~9
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Tres tipos de relaciones son las mds relevantes dentro de la matemaética: las funciones, las
relaciones de orden y las de equivalencia. Las funciones son relaciones entre dos conjuntos que
pueden ser distintos y no se incluirdn en este texto debido a que es usual verlas en profundidad
en otras materias. Las relaciones de orden y de equivalencia son relaciones sobre un mismo
conjunto y veremos su definicion y algunas propiedades en este capitulo, concentrandonos sobre
todo en las relaciones de orden.

Consideraremos de ahora en mds relaciones sobre un mismo conjunto.

2. Propiedades de las relaciones

La forma natural de distinguir tipos de relaciones es considerar sus propiedades mas rele-
vantes. Cuando hablamos de propiedades de las relaciones, nos estamos refiriendo a aquellas
caracteristicas que no tengan que ver con un universo particular, sino que refieran a situaciones
factibles de ser observadas (afirmadas o refutadas) en cualquier relacién, independientemente
del universo particular en donde cada una esté definida. El uso de distintos tipos de relaciones
en diversas dreas de la matemadtica ha arrojado variados tipos de propiedades, de las cuales
vamos a mencionar las que son relevantes para nuestros objetivos.

DEFINICION 2.1. Sea R una relacion sobre un conjunto A. Decimos que R es
(a) reflexiva siy so6lo si para todo a en A, a ~ a, en simbolos:
Va a~ a;
(b) simétrica siy s6lo si para todo a, b € A, a ~ b implica que b ~ a, en simbolos:
YaVb a~b = b~a;

(c) antisimétrica si'y sOlo si para todo a, b€ A a~ by b~ aimplican que a =b , en
simbolos:
YaVb (a~b)A(b~a) = a=b;

(d) transitiva siy sélo si paratodoa, by c,a~ by b~ cimplican que a ~ ¢, en simbolos:

Va¥bVc (a~b)N(b~c) = a~c.

Antes de continuar, para poner en juego las propiedades definidas, sugerimos responder las
siguientes cuestiones.

(1) Para cada una de las siguientes relaciones responda si es vdlida cada una de las cuatro
propiedades anteriores.
(a) Sobre las ciudades de argentina: la distancia de x a Buenos Aires es menor o igual
que la distancia de y a Buenos Aires.



4 1. RELACIONES

(b) Sobre las ciudades de argentina: la distancia de x a Buenos Aires es igual a la
distancia de y a Buenos Aires.
(2) Sea G un grafo dirigido con vértices V. Considere sobre V la relacion

“existe un camino dirigido que lleva desde x hasta y”.

Considere ademas las siguientes propiedades sobre los grafos:
(a) G es no dirigido (si existe una arista de a a b, también existe una de b a a)
(b) G es completo
(¢c) G es aciclico
Determine cuales de estas propiedades son suficientes, y cuales necesarias para ase-
gurar que:
(a) Larelacion es reflexiva
(b) La relacion es simétrica
(c) Larelacion es antisimétrica
(3) Responda si la relaciéon sobre A = R dada por a ~ b si y s6lo si a < b es reflexiva,
simétrica, antisimétrica y/o transitiva.
(4) Responda si la relacién sobre P(X) dada por A ~ B siy s6lo si A C B es reflexiva,
simétrica, antisimétrica y/o transitiva.

3. Relacion “divide” y “modulo”

Estas dos relaciones serdn ejemplos paradigmaéticos de las categorias de relaciones que nos
interesa estudiar. Analicemos ahora las propiedades que cada una de estas relaciones tiene.

Sea R la relacién sobre N dada por:
a ~ b siy sélo si a divide a b.

(1) Es reflexiva:
a =a.l, luego a divide a a para todo a € N;
(2) no es simétrica, pues
2 divide a 4 pero 4 no divide a 2;
(3) es antisimétrica, pues
si a divide a b entonces b = a.m para algin m € N,
si b divide a a entonces a = b.k, para algin k € N,
por lo tanto @ = b.k = (a.m).k = a.(m.k), de donde se deduce que m =k =1y
entonces a = b.
(4) es transitiva, pues
si a divide a b entonces b = a.k, para algin k € N,
si b divide a ¢ entonces ¢ = b. j, para algin j € N,
pero entonces ¢ = b.j = a(k.j), es decir que a divide a c.
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Resumiendo, la relacion “divide” es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Considere ahora A = Z, y sea R la relacion dada por
a ~ b siy solosiay b tienen la misma paridad.

Observemos que si a 'y b son ambos pares 0 ambos impares entonces a — b es par y que si tienen
distinta paridad entonces a — b es impar. Luego

R={(m,n): 2|m—n}

A esta relacion se la conoce como “congruencia médulo 2”. De manera similar se puede definir
la “congruencia médulo k”, en la que dos nimeros resultardn congruentes si al dividirlos por k
tienen elmismo resto.

Vamos ahora a justificar las propiedades de la relacion R.

(1) es reflexiva,
m—m =0,y 0 es par;
(2) es simétrica
si m — n es par, entonces n —m = —(m —n) es par;
(3) no es antisimétrica
2~4y4~2pero?2#4;
(4) es transitiva
sim—nes paryn— p es par entonces m — p = (m—n)+ (n— p) que es par.

Resumiendo, la relacion “médulo 2” es reflexiva, simétrica y transitiva.

4. Relaciones de equivalencia

El ejemplo de la relacién “moédulo” nos acerca a un tipo de relaciones muy relevante en
matematica y en computacion, que estdn presentes fuertemente en los desarrollos de las estruc-
turas algebraicas, los tipos de datos y la topologia.

DEFINICION 4.1. Una relacion ~ sobre un conjunto A es de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Sobre cualquier conjunto, la relacién “igual” es trivialmente una relacion de equivalencia.
Ademads hemos justificado detalladamente que la relacion “tienen la misma paridad” también
lo es. De la misma manera se puede demostrar que la relacion “modulo £ es una relacion de
equivalencia.

Las tres propiedades que definen este tipo de relaciones permiten que emerja la nocién de
clase de equivalencia de un elemento x, refiriéndose ésta al conjunto de todos los elementos
que estan relacionados con x.
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DEFINICION 4.2. Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un conjunto A y sea x un ele-
mento de A. La clase de equivalencia de x se denota por [x] y es el conjunto

] = {y € Aly ~x}.

Note que la simetria hace que la propiedad y ~ x pueda ser reemplazada por x ~ y, obte-
niendo el mismo conjunto. Por ejemplo, en la relacién “tienen la misma paridad”, los nimeros
pares estdn en la clase de equivalencia del 2, mientras que los impares estdn en la clase de
equivalencia del 1.

Preguntas:

(1) ¢(Que resulta la clase de x, entendida como el conjunto [x] = {y|y€Aey~x}, enla
relacion “divide*?
(2) (Cuales de las siguientes propiedades son ciertas en las clases de la relacién “misma
paridad®, y cudles en las clases de la relacion “divide*?
@x~y = [=[]
®) =[] = x=y
(c) x € [x]
(dxoty = KN =0

La accidén conjunta de la transitividad y la simetria provocan que las clases de equivalencia
no se superpongan (son disjuntas), salvo que se trate de las clases de dos elementos relacionados
(por ejemplo el 2 y el 10, en la relacion anterior). En este caso las clases coinciden. El lector
habrd podido observar este fenémeno analizando las propiedades (a) y (d) de arriba para la
relacién “misma paridad®.

TEOREMA 4.1. Sea >~ una relacion de equivalencia en un conjunto A y sean x, y elementos
de A. Entonces
(1) [x] = [y] si 'y sdlo si x>~ y.
(2) six %Yy, entonces [x] e [y] son disjuntas.

Prueba: (1) Sean [x] e [y] dos clases de equivalencia, tales que [x] = [y]. Eso significa que

{a|a~x}={a|a=y}.

Puesto que x ~ x eso significa que x € [x] y por lo tanto x € [y]. Luego x ~ y.

Reciprocamente, si x ~ y queremos ver que [x] = [y]. Probaremos entonces que [y] C [x] y
que [x] C [y]. Ahora bien, a € [x] siy s6lo si a ~ x. Como x ~ y por transitividad se sigue que
a~yy porlo tanto a € [y].

Anélogamente, a € [y] siy s6lo si a ~ y. Pero entonces a ~ y e y ~ x de donde se sigue que
a~ xy por lo tanto a € [x].
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(2) Supongamos que x %y, y tomemos a € [x] N [y], para arribar a una contradiccién. Como
a € [x], entonces a ~ x, y por simetria, x ~ a. Por otro lado, como a € [y], entonces a ~ y. Por
transitividad x ~ y, lo que es una contradiccién. O

De esta manera, las relaciones de equivalencia estdn ligadas a la nocién de particién de un
conjunto. Recordemos la definicion:

DEFINICION 4.3. Una particion de un conjunto A es una familia de subconjuntos no vacios
de A que son disjuntos entre si y cuya unién es todo A.

Por ejemplo, las siguientes son particiones de A = {a, b, c}:
Pr: A{a}, {b}, {c};
P,: {a}, {b,c};

Py: Aa, b, c}.

Si ~ es una relacién de equivalencia sobre A, entonces podemos partir A de manera que
cada parte agrupe a todos los elementos que son equivalentes entre si.
Por ejemplo, considere A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, y sea ~ la relacién dada por:

a~bsiy soélosi3divide a (a—Db).

Podemos buscar las “partes” en las que se parte A comenzando a rastrear los equivalentes a
0, a saber, 0,3, 6. Luego, una parte de la particién estd dada por {0,3,6}.

Para encontrar otra de las partes, buscamos los que son equivalentes a alguno de los elemen-
tos que no estén en la primera parte, por ejemplo 1. Podemos repetir este procedimiento hasta
agotar el conjunto.

La relacién ~ conduce a la siguiente particion:

{0,3,6},  {1,4},  {2,5}.
Luego, el teorema anterior que describe las propiedades de las cleses de equivalencia puede
ser reformulado en términos de las particiones de la siguiente manera.
TEOREMA 4.2. Sea = una relacion de equivalencia sobre un conjunto A no vacio. La
familia de clases de equivalencia es una particion de A.
5. Relaciones de orden

La idea de “orden” (en un sentido quiza més laxo que el usual) queda capturada a través de
3 de las propiedades antes estudiadas:

DEFINICION 5.1. Un orden parcial R sobre un conjunto es una relaciéon que es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.
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Cuando R sea un orden parcial se suele usar la notaciéon a < b si (a,b) € R. También
usaremos a < b, apelando al contexto para salvar la ambiguedad, dado que esta notacién es
utilizada también para denotar el orden en los nimeros reales.

Del trabajo previo ya disponemos de varios ejemplos de relaciones de orden:

(1) Larelacién < sobre R (o0 Z)
(2) La relacién “divide a” (usamos el simbolo |), sobre N
(3) Larelacién C sobre P(A)

5.1. Diagramas de Hasse. Las relaciones de orden sobre conjuntos finitos pueden ser vi-
sualizadas a través de dibujos llamados digramas de Hasse. Se adopt6 ese nombre en honor al
matematico Helmut Hasse (1898-1979).

La idea del diagrama de Hasse (y de todos los diagramas en general) es eliminar informa-
cion superflua y concentrarse en la informaciéon mads relevante relativa al orden. Esta (para los
conjuntos finitos) es convenientemente capturada por la nocién de cubrimiento.

DEFINICION 5.2. Sea A un conjunto finito parcialmente ordenado. Sean a, b € A elementos
distintos. Decimos que b cubre a a si a = by no existe ¢ distintode ay b talquea <cyc < b.

Por ejemplo, sea X = {1,2,3,6,12}, con la relacién dada por la relacién “divide”. Entonces
2 cubre a 1, pero no cubre a 3. Por otro lado, 6 cubre a 2 'y 3, pero no cubre a 1 ni 12.

Un diagrama de Hasse para un conjunto parcialmente ordenado finito consiste de puntos en
el plano llamados vértices que representan los elementos del conjunto y de arcos o segmentos
ascendentes que unen dos vértices a 'y b si 'y sélo si b cubre a a.

Por ejemplo, sea P = {a,b,c,d}, y sea < la relacién dada por el conjunto

{(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (a,c),(a,d),(c,d), (b,c),(b,d)}

Entonces el diagrama de Hasse correspondiente es:
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EJEMPLO 5.1. El diagrama de Hasse para P({a,b,c}) ordenado por inclusion es el si-
guiente.

{a,b,c}

{a,b} {b,c}

{a} {c}

6. Ejercicios

(1) Determine si las siguientes relaciones sobre N son reflexivas, simétricas, antisimétricas
o transitivas:
(@) (x,y) € Rsii x> = y?
(b) (x,y) ERsiix >y
© ( ERsiix>y
@ ( €Rsiisielmcc.d. dexeyesl
( ERsiix#Yy

XY
XY
Xy

Y

S— N N
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(2) Sea ~ la relacién “moédulo 57, dada en Z por x ~ y si y s6lo si 5 divide a x—y.
Verifique que es una relacién de equivalencia.

(3) Dé ejemplos de relaciones sobre {1, 2, 3, 4} que cumplan las propiedades:
(a) Reflexiva, simétrica, no transitiva.
(b) Reflexiva, no simétrica, no transitiva.
(c) Reflexiva, antisimétrica, no transitiva.
(d) No reflexiva, simétrica, no antisimétrica, transitiva.
(e) No reflexiva, no simétrica, transitiva.

(4) Determine si la relacién dada es una relacion de equivalencia sobre {1, 2, 3, 4, 5}. Si
la relacion es de equivalencia, indique las clases de equivalencia.

@ {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (1,3),(3,1)}

®) {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (1,3),(3,1) (3,4), (4,3)}

© {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4)}

@ {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (1,5), (5,1), (3,5), (5,3), (1,3), (3,1)}
) {(x,y) [ 1<x<5, 1<y<5}

(®) {(x,y) |4 divide ax—y}

(g) {(x,y) |4 divide a x+y}

(h) {(x,y) | x divide a 2 — y}

(5) Liste los pares de la relacién de equivalencia sobre {1, 2, 3, 4} definida por la particién
dada. También sefiale las clases de equivalencia [1], [2], [3] y [4]
(@) {1,2},{3,4}
() {1},{2}, {3}, {4}
(c) {1,2,3,4}
() {1},{2,4},{3}

(6) Dados los siguientes diagramas de Hasse, liste todos los pares ordenados de la relacion:
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(7) Dibuje los diagramas de Hasse para cada uno de los siguientes conjuntos con la
relacion de divisibilidad: n ~ m si y s6lo si n divide a m:
(a {1, 2, 3,4, 6, 12}
(b) {1, 2, 4,5, 10, 20}
(c) {1, 2, 4, 8, 16, 32}
@ {1, 2, 3,5, 6, 10, 15, 30}

(8) Sea A un conjunto de personas. ;Bajo qué circunstancias la relacion
x < ysiy soélo sixes mas joven o tiene la misma edad que y
define un orden parcial sobre A?

(9) Dibuje el diagrama de Hasse para el conjunto de subconjuntos propios de {a, b, ¢, d}
ordenado por inclusion.

7. Problemas
(1) Sea R la relacion en Dgy = {d | d divide a 60} dada por:
(a,b) € R < 5 divide a (a—b)

(a) ¢Sirve la prueba dada en el ejercicio 2 concluir que R es de equivalencia? ;Coémo
lo justificaria?
(b) Hallar todas las clases de equivalencia.
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(2) Sea A el conjunto formado por todas las palabras del alfabeto {a,b,c}. Considere las
palabras como secuencias finitas de simbolos del alfabeto. Por ejemplo acaaab, a'y €
(la palabra vacia) son elementos de A.

(a) Defina la relaciéon <, que representa el orden lexicografico (o sea el del dic-
cionario) sobre A
(b) Pruebe < es una relacién de orden.

(3) Sea A un conjunto de tres elementos, y sea R una relacién de orden parcial sobre A.
(Cuéntos tipos diferentes de diagramas de Hasse de A son posibles? De esta manera
sabemos cudntos ordenes parciales diferentes pueden ser definidos sobre un conjunto
con tres elementos. Piense detenidamente cuando dos diagramas pueden ser consid-
erados “iguales” y cuando diferentes. Por ejemplo, ;importan las longitudes de los
arcos?, o ;importan las pendientes de los arcos?

(4) Repita la consigna anterior para conjuntos de cuatro elementos. (Ayuda: hay 16.)

(5) Considere los diagramas de Hasse del ejercicio 6. Analice la validez del siguiente
predicado:

Vx3ay,z yZz A((x<yAx<z)V(x>yAx>2z))
Enuncie un predicado que sea verdadero para el segundo pero falso para el primero.

8. “Operadores

Con las relaciones podemos operar de la misma manera que con las funciones. Una op-

eracion muy comun en el manejo de funciones es la composicion (denotada mediante o), y su
definicion puede ser extendida a las relaciones. En este contexto, esta operacion hace referencia
al resultado de “conectar” relaciones. Por ejemplo, si x es padre de y, e y es padre de z, entonces
x es abuelo de z. Esto lo podemos decir escribiendo: padre o padre = abuelo. Vamos ahora a
introducir formalmente esta y otras operaciones que también serdn de utilidad.

DEFINICION 8.1. Sea R; una relacién entre A y B y sea R, una relacion entre By C. La

composicion de R, con R es la relacion entre A y C dada por:

RyoR; ={(a,c) | existe algin b € Btal que (a,b) €Ryy (b,c) €R2}
DEFINICION 8.2. A4 denotara la relacion sobre A definida mediante:

Ag = {(x,x) :x €A}

A tal relacion la llamaremos diagonal.

DEFINICION 8.3. Sea R una relacion entre A y B. Entonces la relacion inversa, es una

relacién entre B y A que estd dada por:

R '={(b,a)|be B, ac Ay (a,b) €R}.
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EJEMPLO 8.1. Sean A = {1,2,3,4,5}, y las siguientes relaciones sobre A:

R={(a,b) |a>b}

S={(a,b) | b—a=3}.
Describamos por extension los conjuntos R~!, S~! y SoR.

Por definicién R~ = {(b,a) | (a,b) € R} = {(b,a) | b < a}, luego

R 1= {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,4),(4,5)}.
Por otro lado S~' = {(b,a) | (a,b) € S} = {(b,a) | b—a = 3}, es decir
S ={(52).(4,1)}.

Finalmente, S o R = {(a,c) | existe algin b tal que (a,b) € Ry (b,c) € S} = {(a,c) |
existe algiin b talque a > by ¢ — b = 3}. Comprobando elemento por elemento (buscando
siempre un “pivot”, el elemento b), obtenemos

SoR={(2,4),(3,4),(4,4),(5,4),(3,5),(4,5),(5,5)}

Para los primeros 4 elementos se toma como pivot a 1, para los tltimos 3 se toma como pivot a
2. O

Con estas nuevas incorporaciones a nuestro lenguaje matematico podemos reescribir las
propiedades estudiadas de una forma mds sintética.

Propiedades de las relaciones

(a) R esreflexiva siy s6lo si Ay CR.
(b) R es simétricasiy s6losi R C R~
(c) R es antisimétrica si y s6lo si RNR ! C A4.

(d) R es transitiva siy s6lo si RoR C R.

8.1. Ejercicios.

(1) Sean R; y R; las relaciones dadas sobre {1, 2, 3, 4} por:
Ry = {(171)7 (172)3 (3a4>7 (472)}
R2:{(171)7 (271)7 (371)7 (474)7 (272)}

Liste los elementos de R, o R y de R oR».
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(2) Pruebe que para cualquier relacion R vale

R=R'" &« RCR'!' & PR'CR

(3) Analice la validez de las siguientes afirmaciones, para una relacién cualquiera R no
vacia:
(a) Si R no es simétrica entonces RNR~! C Ay.
(b) RoR™' C Ay,
(©) Ay CRoR ™.
(d) Si R es simétrica entonces RoR™1 C Ay.
(e) Si R es simétrica y transitiva entonces R oR1CR.

(4) Sea R una relacion entre A y B, y sea S una relacion entre By C, y sea T una relacion
de C a D. Muestre que (ToS)oR=To(SoR).



CAPITULO 2

Conjuntos parcialmente ordenados

En este capitulo nos dedicamos a estudiar las relaciones de orden, y comenzaremos a pre-
guntarnos sobre las distintas estructuras que el orden genera sobre el conjunto en el cual estd
definido. Este conjunto serd llamado conjunto parcialmente ordenado.

DEFINICION 0.4. Un par (P,<) donde P es un conjunto y < es un orden parcial sobre P se
llama conjunto parcialmente ordenado.

Note que utilizamos para denotar una relacion de orden parcial genérica el simbolo <, que
hasta el momento estuvo reservado para el orden de los nimeros reales. Nos vamos a permitir
esta ambiguedad de notacién, que resolveremos en cada caso observando el contexto. Pero el
lector debe tener presente que de ahora en més el simbolo < no necesariamente hace referencia
al orden de los numeros.

Para referirnos a los conjuntos parcialmente ordenados utilizaremos en este apunte dos abre-
viaturas que son cldsicas en la literatura: posets (por partially ordered sets), o cpo’s, proveniente
de la abreviatura en castellano.

Para terminar estos comentarios sobre la notacién mencionamos que dado un orden parcial
< sobre P podemos definir una nueva relacién < sobre P de la siguiente manera: a < b siy s6lo
sia < by a# b. Esta convenciéon también es compatible con el uso que se le da habitualmente
al simbolo < en los reales.

1. Maximales, minimales, maximos y minimos

En un subconjunto de R ordenado por la relaciéon < (menor o igual), podemos tener un
elemento minimo y uno médximo, o sélo uno de ellos o quizds ninguno. No es esta la tnica
situacion en la que no existen elementos extremos. Considere por ejemplo los diagramas del
Problema 3 del capitulo anterior. Y algunos ejemplos més:

EJEMPLO 1.1. (1) (Z,<) no tiene ningtin elemento maximo ni ninguno minimo.
(2) (N, <) tiene un elemento minimo: el 1, pero no tiene elemento maximo.
(3) [0,1) tiene un elemento minimo que es el 0 y pero no tiene maximo.
(4) Tomemos X el subconjunto de P({a,b,c}) dado por

X = {{C}, {avb}a {a>b7c}}

15
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Es el caso de los diagramas mencionados, en los cuales podemos observar un maximo,
pero no hay minimo.

Para precisar todos estos conceptos daremos las siguientes definiciones:

DEFINICION 1.1. Sea < un orden parcial sobre un conjunto P. El elemento mdximo de P
(si existe) es el elemento &L en A que cumple que

a<aq, para todo a € P.
El elemento minimo de P (si existe) es el elemento § en P que cumple que
B<a, para todo a € P.

Una notacidn usual consiste en utilizar el simbolo 1 para denotar el maximo del conjunto
(en el caso de que exista), y 0 para el minimo. Luego, interpretamos que cuando aparece en un
contexto abstracto cualquiera de estos simbolos, entonces estamos asumiendo que el conjunto
en cuestion posee mdximo o minimo, segin corresponda.

En muchos ejemplos observamos que aunque no existe un elemento minimo, encontramos
elementos que no tienen ningtin otro elemento menor (por ejemplo {a,b} del ejemplo anterior).
Este tipo de elementos se llamardn minimales, como lo establece la siguiente definicion.

DEFINICION 1.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado con orden parcial <. Un ele-
mento x € P se dice maximal si para todo a en P, x < a implica que x = a.
Un elemento y € P se dice minimal si para todo a en P, a <y implica que a = y.

EJEMPLO 1.2. Sea P =12, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ordenado por divisibilidad, esto es a < b siy
sélo si a divide a b. En este caso tenemos

4 elementos minimales: 2, 3, 5, 7;

4 elementos maximales: 5, 6, 7, 8;

y no hay elemento minimo ni elemento méximo.

EJEMPLO 1.3. Sea P = {{a},{b},{c},{a,b},{a,b,c}} con la relacién de inclusién: C.
Entonces

hay 3 elementos minimales: {a}, {b}, {c};

hay 1 elemento maximal: {a,b,c};

hay 1 elemento maximo: {a,b,c};

y no hay elemento minimo.

Observemos que un conjunto puede tener varios elementos maximales o varios elementos
minimales. Sin embargo, si & es un elemento maximo de P entonces o es tnico, y si 3 es un
elemento minimo de P entonces 3 es también tnico. Esta propiedad se enuncia en el siguiente
teorema. Trate de dar una prueba formal del mismo.
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TEOREMA 1.1. Sea < un orden parcial sobre P.

(1) Si P tiene un elemento mdximo O. entonces 0. es maximal y no existen otros elementos
maximales.

(2) Si P tiene un elemento minimo P entonces [ es minimal y no existen otros elementos
minimales.

Existen 6rdenes en los que todo par de elementos esta relacionado. Por ejemplo, en el caso
de < en R tenemos que para todo x, y en R se cumple que o bien x <y o bien que y < x.
Tenemos un nombre para este tipo de conjuntos.

DEFINICION 1.3. Un orden total sobre un conjunto P es un orden parcial < sobre P que
satisface la ley de dicotomia:

paratodoa,b€ P, a<b o b<a.

Algunos ejemplos de 6rdenes totales:

(1) Elorden < en Ry el orden > en R.
(2) El orden lexicografico en un diccionario.
(3) El orden “a divide a b" en el conjunto A = {2F | k € N}.

Por supuesto esta es una categoria muy particular de orden, por ejemplo si tomamos la
relacién < sobre N dada por: a ~ b si y s6lo si a divide a b entonces puede ocurrir que a £ by
que b £ a, por ejemplo, 5 no divide a 8 y 8 no divide a 5.

Finalmente mencionamos un hecho que no desafia nuestra intuicion, relativo a los érdenes
finitos. Queda como ejercicio para el lector imaginar una justificacion.

TEOREMA 1.2. (1) Sea < un orden parcial en un conjunto finito no vacio P. Entonces
P contiene al menos un elemento minimal y si existe sélo uno entonces es el minimo.
(2) Sea < un orden parcial en un conjunto finito no vacio P. Entonces P contiene al menos
un elemento maximal y si existe solo uno entonces es el mdximo.

2. Supremos e infimos

Seguramente en el curso de Célculo el lector se habra encontrado con la nocion de supremo
(y su dual, infimo), que emerge en la recta real producto de su orden particular. Una propiedad
caracteristica de este orden es la existencia de subconjuntos acotados que no poseen ultimo
elemento, debido a que su supremo (que siempre existe) no pertenece al conjunto (por ejemplo
el intervalo [0, 1)).

Los conceptos de supremo e infimo adquieren una relevancia especial en el estudios de las
estructuras ordenadas debido a que es justamente a través de ellos como se revela su verdadera
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estructura. Vamos a continuacion a definir formalmente estos conceptos, y luego veremos al-
gunos ejemplos.

DEFINICION 2.1. Sea (P, <) un poset y sea S C P.

(a) Un elemento a € P se dice cota superior de S si para todo b € S ocurre que b < a.

(b) Un elemento a € P se dice cota inferior de S si para todo b € S ocurre que a < b.

(c) Un elemento a € P se dice supremo de S si a es una cota superior de S y para toda cota
superior b de S se cumple que a < b.

(d) Un elemento a € P se dice infimo de S si a es una cota inferior de S y para toda cota
inferior b de S se cumple que b < a.

EJEMPLO 2.1. Consideremos (R, <) con la relacién de orden usual. Entonces 4 y 5 son
cotas superiores del subconjunto [1,2). Notemos que 2 es el supremo, que no pertenece al
conjunto y 1 es el infimo, que si pertenece al conjunto.

Antes de continuar, y para poner en juego los conceptos definidos, sugerimos responder las
siguientes cuestiones:

(1) Considerando (R, <) como en el ejemplo anterior, responda cudles de las siguientes
condiciones son necesarias, y cudles son suficientes para que el subconjunto S C R
tenga supremo dentro de S.

(a) S es finito

(b) S es acotado superiormente

(c) S es un intervalo cerrado

(d) S es union de intervalos

(e) S es unidn de intervalos cerrados

(2) Sea P ={a,b,c,d,e}. Construya diagramas de Hasse que representen posets formados

por estos 4 elementos, y que satisfagan:
(a) El supremo de {a,b} es ¢, y el infimo es d. Ademas el infimo de P es e.
(b) El supremo de {a,b}, el supremo de {a,c} y el supremo de {b,c} coinciden, y
son todos el elemento d.
(c) P no tiene supremo ni infimo.
(d) El supremo de {a,b} no existe puesto que {a,b} no tienen cotas superiores.
(e) Aunque {a,b} tiene cotas superiores, el supremo de {a,b} no existe.

Dado (P, <) un poset, para referirnos al supremo e infimo de un subconjunto S utilizaremos
en general la notacion sup(S) e inf(S), respectivamente. En el caso de existir 0 y 1, tendremos
que 0 = inf(P) y 1 = sup(P).

EJEMPLO 2.2. Consideremos el poset (P(R),C). Se debe tener presente que ahora los
elementos de nuestro poset son conjuntos. Luego, cuando buscamos supremo o infimo de un
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conjunto § C P(R), estamos buscando el conjunto mds chico que contenga a cada uno de los
conjuntos que viven en §. Dado que manejamos tres categorias de objetos, conviene adoptar
una convencion sobre la notacion y el estilo de letra utilizada:

(1) los elementos de R son denotados mediante a, x, ...
(2) los elementos de P(IR) son denotados con A, B, ...
(3) los subconjuntos de P(R) son denotados mediante S, 4, ...

Por ejemplo, sean A,B subconjuntos de R (o sea elementos de P(R)). El supremo del
conjunto S = {A, B} serd AU B, por ser este el conjunto mas chico que contiene a ambos, A y
B. En general se tiene que dado S C P(R),

sup §:=|JS={reR|rcA, paraalgin A € S},

infS::ﬂ.S:{reRheA, paratodo A € S},

lo cual en particular nos dice que

sup{A,B} =AUB, inf{A,B} =ANB

Por dltimo vamos a estudiar en general que ocurre con sup(S) e inf(S) cuando S = 0. Note-
mos que todo elemento de P es cota superior e inferior del conjunto 0. De modo que

(1) sup(0) existe si y sélo si P tiene minimo,
(2) inf(0) existe si y sélo si P tiene maximo.

3. Isomorfismos de posets

La nocién de poset, como concepto abstracto, tiene por objetivo capturar los aspectos rel-
evantes relativos al orden de una estructura, ignorando otros aspectos particulares que no se
consideran relevantes. Por ejemplo, los conjuntos

P =1{0,{a},{b},{a,b}} P=1{1,2,3,6}

estan formados por objetos de distinta naturaleza, pero cuando consideramos los posets (P, C)
y (P,]) (es decir, P con la relacién “divide*) comienza a haber ciertas similitudes. Podemos es-
tablecer una conexion entre los objetos de Py los objetos de P de manera de hacer corresponder
los roles que cada uno ocupa en sus resprectivas estructuras ordenadas. Por ejemplo, a @ € P le
corresponde 1 € P, debido a que ambos son los menores elementos. Dicho de otra manera: los
posets poseen el mismo diagrama de Hasse. En la siguiente figura, el simbolo < significa ’se
corresponde con®.
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{a,b} <6
{a} <2 {b} 3

01

En matemdtica, la nocién de isomorfismo trata de capturar la idea de que dos estructuras
son indistinguibles cuando nos concentramos en ciertos aspectos relevantes, ignorando otros
aspectos particulares. En este lenguaje dirfamos que (?,C) y (P,|) son isomorfas.

DEFINICION 3.1. Isomorfismo de posets. Sean (P, <), (Q,<’) dos posets, y sea f: P — Q
una funcién. Diremos que f es un isomorfismo si f es biyectiva y para todo x,y € P, se cumple
que x < ysiysélosi f(x) <" f(y). Si existe un isomorfismo entre (P, <) y (Q,<’) diremos que
estos posets son isomorfos y escribiremos (P, <) = (Q,<’).

EJEMPLO 3.1. Sean A = {1,2,3,4} y B={2,4,8,16}, y consideremos los posets (A, <)
con la relacién de orden usual y (B,|) donde x|y significa que x divide a y. Luego la funcién
f A~ Bdadapor f(n) =2" es un isomorfismo de posets.

El siguiente lema muestra que dos posets isomorfos tienen las mismas propiedades
matematicas, en lo que se refiere a las relaciones de orden.

LEMA 3.1. Sean (P, <)y (Q,<') posets. Sea f : P — Q un isomorfismo.

(a) Para cada S C P, se tiene que existe sup(S) si y solo si existe sup(f(S)) y en el caso de
que existan tales elementos se tiene que f(sup(S)) = sup(f(S)).

(b) Para cada S C P, se tiene que existe inf(S) si y solo si existe inf(f(S)) y en el caso de
que existan tales elementos se tiene que f(inf(S)) = inf(f(S)).

(c) P tiene I (resp. 0) siy solo si Q tiene 1 (resp. 0)y en tal caso se tiene que f(1) =1
(resp. f(0) =

(d) Para cada p € P, p es maximal (respectivamente minimal) si 'y sélo si f(p) es maximal
(respectivamente minimal).



4. EJERCICIOS 21

DEMOSTRACION. Notemos que si f es un isomorfismo entonces su inversa f~! también es
un isomorfismo. Probemos el inciso (a). Si existe a = sup(S) entonces x < a para todo x € S.
Luego f(x) <’ f(a) paratodo f(x) € f(S). Esto dice que f(a) es una cota superior de f(S).

Veamos ahora que f(a) es la menor cota superior. Supongamos que b es una cota superior
de f(S) y que b <’ f(a). Entonces f~'(b) < f~!(f(a)) = a. Si logramos ver que f~'(b) es
cota superior de S entonces podremos concluir que a = f~!(b). Para esto notemos que si x € §
entonces f(x) <b. Luego x = f~1(f(x)) < f~1(b).

Las demds demostraciones son andlogas y se dejan a cargo del lector. U

4. Ejercicios

(1) La siguiente figura muestra los diagramas de Hasse de tres conjuntos parcialmente
ordenados.

u

C

(a) (Cudles son los elementos maximales y minimales de estos conjuntos?

(b) (Cuales de estos conjuntos tienen minimo, cudles maximo?

(c) (Qué elementos cubren e?

(d) Encuentre cada uno de los siguientes, si es que existe. En cada caso determine
previamente el conjunto de cotas correspondiente.

sup{d,c}, sup{w,y,v}, sup{p,m}, inf{a,g}. sup{m,n} inf{g,qa,f}

(2) Considere el conjunto parcialmente ordenado (Do, |)
(a) Dibuje el diagrama de Hasse.
(b) Calcule sup{6, 10}, inf{6, 10}, sup{30,9} y inf{9,30}.
(c) (Cudl es el subconjunto mas grande que encuentra dentro de Doy que constituya
en si mismo un orden total?

(3) Considere el poset (N, |); recuerde que m|n si m divide a n.
(a) (Cudl es el elemento minimo?
(b) ;Tiene N un elemento maximo?
(c) Describa sup{n,m} e inf{n,m}, para cualquier m, n.
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(4) Determine cuales de los siguientes mapas de P a Q son isomorfismos. En caso de no

serlo determine qué es lo que falla.

(a) P=Q =7 (conel orden usual), f(x) =x+1

(b) P =Q = Z (con el orden usual), f(x) =2x

(c) P=Q =7 (conel orden usual), f(x) = —x

(d) P=Q=P({a,b,c}) (con lainclusién). La funcién f estd definida de la siguiente
manera. Si a,b estdn ambos en A, o no estdn ninguno de los dos en A, entonces
f(A)=A. Enotro caso f quita de A al que estd y pone al que no estd. Por ejemplo,
f{a})={b}  f({a,c})={b,c}.

(e) P=0="P({a,b,c}) (conlainclusion), y f(A) = A°.

5. Problemas

(1) En la nocién de isomorfismo podemos observar que se recurre a un ’si y s6lo si* para
capturar la idea de que el orden es el mismo en las dos estructuras. Considere esta
definicidn alternativa de isomorfismo:

Sean (P, <), (Q,<’) dos posets, y sea f : P — Q una funcién. Diremos que f es
un isomorfismo si f es biyectiva y para todo x,y € P, se cumple que x < y implica

fx) <" f().

(Es equivalente a la anterior? ;Que problemas tendria el adoptar esta definicion?

(2) Determine si es posible encontrar dentro del poset (P({a,b,c,d}),C) un subconjunto
que visto como poset sea isomorfo a Dy

(3) La Tabla 1 fue llenada parcialmente. La misma da los valores de sup{x,y} paraxey
en cierto poset (S, <). Por ejemplo sup{b,c} =d.
(a) Llene el resto de la tabla.
(b) (Cual es el minimo y el méximo de S?
(c) Muestre que f <c<Xd <Xe.
(d) Dibuje el diagrama de Hasse asociado a (S, <).

(4) Supongamos que un poset tiene la siguiente propiedad: para todo a,b € P se tiene que
sup{a, b} existe. ;Podemos concluir que sup(S) existe para cualquier S finito?

(5) Supongamos que un poset tiene la siguiente propiedad: para todo subconjunto finito §
de P se tiene que sup(S) existe. (Podemos concluir que sup(S) existe para cualquier
S?
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supla b ¢ d e f
a e a e e a
b d d e b
c d e ¢
d e d
e e
f

TABLA 1

(6) Supongamos que un poset tiene la siguiente propiedad: para todo subconjunto S de P
se tiene que sup(S) existe (en particular existe sup(P) y sup(0)). ;Podemos concluir
que inf(S) existe para cualquier S?

(7) En un poset, un subconjunto D se dice decreciente si cada vez que un elemento esta en
D, también estdn los mds chicos. En simbolos: sid € Dy ¢ < D, entonces ¢ € D. Sea
f de P en Q una funcién. Probar que son equivalentes:
(a) f preserva el orden, o sea, x <y implica f(x) <’ f(y).
(b) si D es un subconjunto decreciente de Q, entonces f~! (D) es decreciente en P.

(8) Determine cuantos isomorfismo hay de (P({a,b,c}),C) en si mismo.






CAPITULO 3

Algebras de Boole y Reticulados

Los conjuntos parcialmente ordenados constituyen un marco abstracto apropiado para mod-
elar una enorme cantidad de fenémenos, resultando asi una herramienta tedrica de mucha util-
idad, sobre todo a la hora de establecer las bases fundacionales de las Ciencias de la Com-
putacién. Por ejemplo, permiten introducir la nocién de dominio, pilar del desarrollo de la
semantica denotacional de los lenguajes de programacién. Por otro lado, los conjunto parcial-
mente ordenados son la puerta de entrada a las estructuras que permiten la algebrizacion de la
l6gica, constituyéndose asi en un concepto central en los desarrollos de la Logica Matematica,
la Teorfa de Pruebas, la Teoria de Modelos y el Algebra Universal.

En este capitulo vamos a introducir dos estructuras fundamentales para la 16gica: los Retic-
ulados y las Algebras de Boole. Estudiaremos sus propiedades fundamentales y sus distintas
formas de presentacion.

1. Reticulados como posets (0 posets reticulados)

Los reticulados son una estructura matematica que posee distintas formas de presentacion.
Introducimos por primera vez esta nocion a través del concepto de poset.

DEFINICION 1.1. Poset reticulado. Diremos que un poset (L, <) es un poset reticulado si
para todo a,b € L, existen sup({a,b}) e inf({a,b}).

EJEMPLO 1.1. De los tres 6rdenes siguientes, los dos primeros son posets reticulados y el

XA

Dado que un poset reticulado garantiza la existencia de infimos y supremos de pares de
elementos, podemos introducir dos operaciones binarias definidas en todo poset reticulado (para
todo par de elementos) representando las operaciones de "tomar el supremo del par" y "tomar
el infimo del par". Utilizaremos la notacidn:

tercero no.

aV b =sup{a,b}, aNb=inf{a,b}.
25
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Antes de continuar, y como una manera de fijar los conceptos, sugerimos responder lo
siguiente:
(1) Determine como y cuando estan definidas las operaciones A,V en los siguientes posets.
Considere todos los pares de elementos posibles.
(a) (N,]) (aqui x|y siy solo si x divide a y)
(b) ({1,2,3,4,6,12},])
(©) ({1,2,3,4,6},])
(2) ¢Cudles de los anteriores posets son posets reticulados?
(3) Relacione los siguientes digramas de Hasse con los anteriores posets.

EJEMPLO 1.2. Sean € N, entonces definimos D, = {k € N: k|n}. Es decir D, es el conjunto
de divisores de n. Probemos que (Dj,|) es un reticulado (observar que el conjunto de 1b. es

D1y).

DEMOSTRACION. Sean x,y elementos de D,, entonces mcm(x,y) es también elemento de
Dy, pues como n es miltiplo de x e y y mem(x,y) es el minimo comun mdltiplo entre x e y, se
deduce que mem(x,y)|n. Como en la. es facil ver entonces que xVy = mem(x,y). En forma
andloga se ve que x Ay = mcd(x,y).

O

Dado que tenemos definidas dos operaciones binarias sobre todos los posets reticulados,
podemos comenzar a indagar que leyes (propiedades) estas satisfacen. Por ley entendemos una
expresion que vincula mediante los conectivos 16gicos usuales ciertas ecuaciones (0 inecua-
ciones). Cada una de éstas relacionan dos términos que denotan elementos del poset. Cuando
decimos que un poset reticulado satisface una ley o propiedad, estamos afirmando que para
toda posible eleccion de elementos, la propiedad se satisface. Para chequear esto debemos
comprobar la propiedad para toda posible forma de reemplazar las variables no cuantificadas
por elementos del poset reticulado.

Para comprobar si este punto ha quedado claro, sugerimos completar la siguiente actividad:
para cada propiedad de la lista siguiente, dé digramas de Hasse representando reticulados que
la satisfagan, y que no la satisfagan, en el caso de existir.

(1) (xAy=y)o(xAy=x)

(2) xA\y=y
3) IxxANy=x
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El siguiente lema nos muestra una serie de propiedades bésicas que son validas en todos los
reticulados.

LEMA 1.1. Dado un reticulado (L,<), y elementos x,y,z,w € L, se cumplen las siguientes
propiedades:

(@ x<xVy
(b) xAy<x
C©x<y & xVy=y & xAy=x
(d) leyes de idempotencia:
xXVx=xAx=x

(e) leyes conmutativas:
xVy=yVux, XANYy=yAx
(f) leyes de absorcion:
xV(xAy) =x, XA (xVy)=x
(g) ley de compatibilidad
x<zey<w implican xVy<zVw, xAy<zAw
(h) desigualdades distributivas
xV(yAz) < (xVy)A(xVz) (xAY)V(xAz) <xA(yVz)
(1) leyes asociativas:
(xVy)Vz=xV(yVz), (xAY)ANz=xN(yN\z)

DEMOSTRACION. Las pruebas de los incisos (a) hasta (f) son dejados al lector. Veamos
(g). Puesto que

xY<zszVw, ysw=szVw,
tenemos que z V w es cota superior de {x, y} lo cual dice que xVy < zVw. La demostracién
para la otra desigualdad es andloga.

(h) Veamos la segunda desigualdad. La primera queda para el lector. Puesto que (x Ay) < x,
(xAz) <x, (xAy) <yVzy (xAz) <yVz tenemos que

(xAy) <xA(yVz) y  (xAz) <xA(yVz),

porlo cual (x Ay)V (xAz) <xA(yVz).
(i) Notemos que por (i), xVV (yV z) es cota superior del conjunto {xVy, z}, lo cual dice que
(xVy)Vz<xV(yVz). Andlogamente se puede probar que xV (yV z) < (xVy) Vz.

O
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Dado que la distribucidn de paréntesis en una expresion del tipo
(«..(x1 Vx2) V.oo) Vixy,

es irrelevante (ya que V es asociativa), en general suprimiremos los paréntesis.

2. Reticulados como estructuras algebraicas (o simplemente reticulados)

Los reticulados poseen una propiedad notable: pueden ser presentados (o definidos) de dos
manera muy diferentes, que sorprendentemente resultan equivalentes. La primera es la que
vimos anteriormente: un reticulado es presentado como un poset con la propiedad de poseer
supremo e infimo de todo par de elementos. La siguiente definicidn describe a los reticulados
como un tipo de estructura algebraica. Por estructura algebraica entendemos un conjunto no
vacio dotado de algunas operaciones.

DEFINICION 2.1. Reticulado. Una estructura del tipo (L, &), ® ), donde L es un conjunto
no vacio cualquieray (V) e (® son dos operaciones binarias sobre L serd llamada un reticulado,
si se satisfacen las siguientes identidades:

R1 leyes de idempotencia:
xWVx=xPx=x,

R2 leyes conmutativas:

x@y=yVx, xOy=yQDx,

R3 leyes asociativas:

x@y) Vz=x@(yV2), xBDy) Dz=xD(yDz),

R4 leyes de absorcion:
xQE@y) =x, xOEQy)=x.

Notemos que no toda estructura del tipo (L, V), @) es un reticulado. Por ejemplo la es-
tructura (R,+,-) donde + y - son las operaciones de suma y producto usuales de R, no es un
reticulado ya que no cumple, por ejemplo, la primera de las identidades.

Estd claro desde el lema 1.1 que un poset reticulado (L, <) puede "mutar" para convertirse en
un reticulado (como estructura algebraica): la estructura (L, ), (N satisface las propiedades
R1, R2, R3 y R4, en tanto definamos x @y = inf{x,y}, y x @y = sup{x,y}.

El siguiente teorema muestra que podemos realizar la mutacién a la inversa: toda estructura
del tipo (L, ¥, @®) que cumpla las propiedades R1, R2, R3 y R4, determina un tnico poset
reticulado (L, <) en donde las nociones de supremo e infimos estdn dadas por las operaciones

Dy ©.
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TEOREMA 2.1. Sea (L, ©), ) un reticulado (como estructura algebraica). La relacion
binaria definida por:
x<ysiysolosixVy=y

es un orden parcial sobre L para el cual se cumple:

x©y=sup{x,y},  x@y=inf{x,y}.

DEMOSTRACION. Dejamos como ejercicio para el lector probar que < es reflexiva y an-
tisimétrica. Veamos que < es transitiva. Supongamos que x <y y y < z. Entonces x W)z =

xQ(©z)=xWy) ©z=y )z =z, porlo cual x < z. Veamos ahora que x ©)y = sup{x, y}.
Es claro que x )y es una cota superior del conjunto {x,y}. Supongamos x,y < z. Entonces

x©y)©z=xVy) V(W) =xOV) V(W) =20Vz=17,

por lo que x (V) y es la menor cota superior.
Para probar x @y = inf({x,y}), probaremos que

x<ysiysélosix(Ny=ux,

lo cual le permitird al lector aplicar un razonamiento similar al usado en el caso de la operacién
(). Supongamos que x )y =y. Entonces x Ny =x @ (x ©y) = x. Reciprocamente six )y =

x, entonces x Wy = (xDy) Wy =y.
[

El teorema anterior asegura que las dos definiciones de reticulado dadas anteriormente
(como poset o como estructura del tipo (L, ¥, @ )) son equivalentes. Por esto, en lo que
sigue muchas veces utilizaremos la hipdtesis “L es un reticulado” sin especificar si se trata de
un poset o una estructura algebraica. Una vez asumido que L es un reticulado, por lo anterior
podremos disponer tanto del orden, como de las operaciones ) e (Y.

EJEMPLO 2.1. (a) Si X es un conjunto arbitrario, entonces (P(X),U,N) es un retic-
ulado. La relacion binaria inducida por U y N es precisamente la inclusion, pues
A=AUBsiysolosi BCA.

(b) Sin € N entonces (D,,,mcm,med) es un reticulado. La relacién binaria inducida es la
de divisibilidad, pues mem(x,y) =y si y sélo si x divide a y.

3. Isomorfismos de reticulados

Dados dos reticulados, por tener estos una estructura de posets, podemos analizar si son
isomorfos o no. Pero las estructuras algebraicas poseen su propia definicién de isomorfismo:
dos estructuras del mismo tipo son isomorfas si existe entre ellas un biyeccién que preserve las
operaciones de las mismas. En nuestro caso, esta definicion se formaliza de la siguiente manera:
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DEFINICION 3.1. Isomorfismo de reticulados (vistos como estrucuras algebraicas).
Sean (L, @, D) y (L', @, ®') reticulados. Una funcién F : L — L’ se dice un isomorfismo
de reticulados si F' es biyectiva y para todo x,y € L se cumple que

Fx@y)=F(x)@F@) Fx@y) =FxQF(y).
Escribiremos (L, @, ®) = (L', @', ®') cuando exista un isomorfismo de L en L'.

Dado que hemos dado dos presentaciones diferentes para el mismo concepto de reticulado,
debemos ademds probar que si dos reticulados son isomorfos vistos como posets, son también
isomorfos vistos como estructuras algebraicas.

LEMA 3.1. Sean (L, @, ®) y (L', @', @) reticulados y sean (L <)y (L', <) los posets
asociados. Entonces una funcion F : L — L' es un isomorfismo entre las estructuras (L, @), @)
y{L', @, ®') siy sélo silo es entre los posets (L,<) y (L', <").

DEMOSTRACION. Sea F : L +— L' un isomorfismo de reticulados (vistos como estructuras
algebraicas). Veamos que x <y < F(x) <' F(y). Recordemos que x <y siy sélosix @y =y.
Luego

x<y & Fx@Qy)=F() & Fx)QF(y)=F(y) < Fx) <" F(y).
La reciproca se deduce del Lema 3.1.

4. Reticulados acotados y complementados

En esta seccién vamos a incorporar los conceptos necesarios para aproximarnos a un tipo
especial de reticulado: el dlgebra de Boole.

DEFINICION 4.1. Reticulado acotado. Una estructura del tipo (L, ), @ ,0,1) donde L es
un conjunto no vacio, V) e (N son operaciones binarias sobre Ly 0, 1 € L, se dice un reticulado
acotado si (L, ), @) es un reticulado y ademds para cada x,y € L,

0WVx=nx, xV1=1.

Notemos que si (P, <) es un reticulado con maximo 1 y minimo 0, entonces (P, sup, inf,0, 1)
es un reticulado acotado. Ademas en virtud del Teorema 2.1 todo reticulado acotado se obtiene
de esta forma.

EJEMPLO 4.1. (a) (Dy,mcm,med, 1,n) es un reticulado acotado.
(b) (N,mcm, mcd) no tiene estructura de reticulado acotado pues no tiene maximo.
(c) SiX es un conjunto finito, entonces (P(X),U,N,0,X) es un reticulado acotado.
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DEFINICION 4.2. Complemento. Sea (L, ), ®,0,1) un reticulado acotado. Dado a € L,
diremos que a es complementado cuando exista un elemento b € L llamado complemento de a
tal que:

aVb=1, a®db=0.

Notemos que un elemento puede no tener complementos, o tener varios complementos. Por
ejemplo en el reticulado S dado por el diagrama

!

vemos que v no tiene complementos, mientras que w tiene a # y x como complementos.

Las cadenas, como por ejemplo la de la figura (a), son ejemplos de reticulados en los cuales
el 0 y el 1 son los unicos elementos complementados. El reticulado de la figura (b) es un
reticulado en el cual todo elemento tiene complemento

1 1

]x X X
0 0
(a) (b)

DEFINICION 4.3. Reticulado complementado. Un reticulado complementado serd un es-
tructura del tipo Sea (L, ¥, ®,0,1,°) tal que (L, &, @®,0,1) un reticulado acotado y para
todo a € L se tiene que a© es un complemento de a.

Por ejemplo, en los siguientes reticulados podemos definir x¢ para cada x, de manera de
convertirlos en reticulados complementados:

1 =0¢ 1 =0¢
a b
a c
c
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Es un ejercicio util comprobar que en el primer reticulado existe una tnica forma de definir x¢,
para cualquier elemento x del reticulado. No ocurre 1o mismo en los demds reticulados, en los
cuales tenemos distintas manera de definir x° para aquellos elementos x que poseen mas de un
complemento. Por ejemplo, en el reticulado del medio podemos definir a® = b = ¢, ¢¢ = a,
pero también podriamos definir a“ = ¢ = b, b° = a, y esto no agota todas las posibilidades. Un
fendmeno parecido ocurre en el dltimo reticulado, debido a que a posee dos complementos.

5. Reticulados distributivos

El dltimo ejemplo de la seccion anterior nos muestra que la operaciéon complemento (cuando
existe) no estd determinada por la estructura de poset (o sea por el orden), ya que existe un poset
en el cudl podemos definir la operaciéon complemento de distintas maneras.

Este fendmeno se revierte mediante la nocion de reticulado distributivo, que nos acercara
al concepto de dlgebra de Boole. Vamos a introducir este concepto, y veremos que en los
reticulados distributivos no pueden existir dos complementos de un mismo elemento. Luego
encontraremos una caracterizacion sencilla de los reticulados distributivos.

Primero vamos a probar el siguiente lema.

LEMA 5.1. Sea (L, ¥, @) un reticulado; entonces son equivalentes:

(D xDHYWz)=xDy) O (xDz), cualesquiera sean x, y, z € L,
2) xD(yDz)=(xDy) D (x VDz), cualesquiera sean x, y, z € L.

DEMOSTRACION. Veamos que (1) = (2).

@y Oz = ((x@y) Ox) @ ((
= (xQEOE®Y))
= (@ (0x) @ (®y))
= x@®Y) =x@ (yD2)

La demostracién de que (2) = (1) es similar.

x@y) Bz)

O

DEFINICION 5.1. Reticulado Distributivo. Un reticulado se llamara distributivo cuando
cumpla alguna de las propiedades del Lema 5.1.

EJEMPLO 5.1. En los siguientes reticulados, el primero es distributivo, y los restantes no
lo son. Los dos ultimos tendrdn una importancia relevante en el estudio de los reticulados
distributivos, por eso serdn llamados M3 y Ns, respectivamente.
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12 1 1

N
W AN

Q
IS TN

1 0 0
R M3 Ns

DEMOSTRACION. Notemos que el reticulado R es el correspondiente a (D, |). Haremos
el caso D, en general en el Ejemplo 5.4. El reticulado M3 no es distributivo, pues, por ejemplo,

aW(bPc)=a
en tanto que
(@@b) D (a@c) = 1.

El reticulado N5 tampoco es distributivo. Queda como ejercicio para el lector encontrar tres
elementos que no satisfagan las ecuaciones requeridas. U

Como mencionamos al principio, la distributividad tiene una consecuencia importante sobre
los complementos:

LEMA 5.2. Si (L, ©, ®,0,1) es un reticulado acotado y distributivo, entonces todo ele-
mento tiene a lo sumo un complemento.

DEMOSTRACION. Supongamos x € L tiene complementos y, z. Luego

y=yDl=yOx©2)=0Bx) V(D) =0D(DOz) = (yD2),

por lo cual y < z. En forma andloga se puede mostrar que z < y y por lo tanto z = y. O

Existe una caracterizacion muy sencilla de los reticulados distributivos que consiste en ob-
servar la forma que tienen sus subreticulados de 5 elementos. Para formular esta caracterizacion
vamos primero a precisar algunos conceptos.

DEFINICION 5.2. Subreticulado. Sea (L, (), @) un reticulado. Un subconjunto M C L
serd llamado subestructura o subreticulado de (L, W), @)) si

(a) M #0,
(b) paratodo x,y € M, se tiene que x V) y, x Dy € M.

EJEMPLO 5.2. Consideremos el reticulado (S, V), @) de la siguiente figura.
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t t t ¢ ! t
u wou ?v u ?v\ u W ou w w
W
x y x x x
z z z z
M M My

S M Ms

<

=

La figura también muestra los diagramas de Hasse de cinco subconjuntos parcialmente or-
denados de (S,<). El subconjunto M| es un subreticulado ya que a )b € My, para todo a,
b € M;. El subconjunto M> no es un subreticulado pues, en particular, no es un reticulado. El
subconjunto M3 es un subreticulado. El subconjunto M4 es por si mismo un reticulado, pero
como v(Aw =y ey ¢ My, entonces no es un subreticulado. Por dltimo el conjunto M5 es
también un subreticulado.

El siguiente teorema resulta muy util cuando se desea determinar si un reticulado es dis-
tributivo. S6lo daremos el enunciado y remitimos al libro de Davey and Priestley, Introduction
to lattices and order, Teorema 6.10 para quien desee conocer una demostracién del mismo.

TEOREMA 5.3. Un reticulado es distributivo si 'y solo si no contiene subreticulados isomor-
fos a M3 y N5 del Ejemplo 5.1.

EJEMPLO 5.3. (1) El reticulado P(A) de los subconjuntos de un conjunto A es dis-
tributivo como ya fue probado anteriormente.
(2) Cualquier orden total da un reticulado distributivo. Se puede ver usando el Teo-
rema 5.3 o directamente de la siguiente forma: claramente x )y = max{x,y} y
x @y = min{x,y}, entonces una de las leyes distributivas dice

max{x,min{y,z} } = min{max{x,y}, max{y,z}}.

Para verificar esto, primero supondremos que y < z, entonces min{y,z} =y y
max{x,y} < max{y,z}, luego el lado izquierdo y derecho de la ecuacion queda igual a
max{x,y}. El caso y > z tiene una verificacién similar.

EJEMPLO 5.4. Veamos que D, es distributivo y para ello usemos el Teorema 5.3. Supong-
amos que tenemos en D,, un subreticulado de la forma de la figura M3 del Ejemplo 5.1, luego
mcd(a,b) = med(b,c) = med(c,a) = OM3. Supongamos que 0M3 = k € D,,. Tenemos entonces
que a=k.d, b=kb yc=kc", yademds a',b',c’ son coprimos entre si, pues sino algin
maximo comun divisor seria mas grande. Ahora bien, por el diagrama tenemos también que

mcm(a,b) = mem(b,c) = mem(c,a) = 13 (1),
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pero por lo anterior mem(a,b) = k.a’.b’ y mem(a,c) = k.d’.c’ que son claramente diferentes
(pues al ser coprimos b y ¢’ no son iguales). Esto contradice ().

Supongamos ahora que tenemos en D, un subreticulado de la forma de la figura N5 del
Ejemplo 5.1, luego mcd(a,b) = mecd(a,c) = 0Y5. Como antes, llamemos k = 03, Tenemos
quea=k.d,b=kb',c=k.c,yademis a es coprimo con b’y ¢’. Por otro lado mem(a,b) =
mcm(a,c) = 15, y por las férmulas anteriores tenemos que mem(a,b) = k.a’.b' y mem(a,c) =
k.d'.c’, de lo cual concluimos que b’ = ¢/, que implica que b = k.b' = k.c/ = c, absurdo.

Es decir, suponiendo que D, tiene un subreticulado de la forma M o N del Ejemplo 5.1
llegamos a un absurdo. Entonces el Teorema 5.3 implica que D,, es distributivo.

6. Algebras de Boole

Cuando dotamos a un reticulado con la operacién complemento, incluimos su maximo y
minimo como operaciones (de aridad 0), y pedimos distributividad para evitar los problemas
antes mencionados, estamos en presencia de un dlgebra de Boole, estructura fundamental de la
l6gica, y modelo abstracto de la teoria de conjuntos.

DEFINICION 6.1. Algebra de Boole. Una estructura del tipo (B, ©, D,,0,1), donde B
es un conjunto no vacio, () e ( son operaciones binarias sobre B, ¢ es una operacion unaria
sobre By 0, 1 € B, serd llamada un dlgebra de Boole si (B, V), {0, 1) es un reticulado acotado
y distributivo y ademds para cada x € L,

x©x“ =1, xPx =0 Ley de Complementacion.

EJEMPLO 6.1. Sea X un conjunto finito. Entonces (P(X),U,N,“,0,X) es un élgebra de
Boole, donde A =X —C paracada A C X.

El ejemplo anterior tiene una importancia fundamental, puesto que el dlgebra de Boole se
introduce para modelar abstractamente el dlgebra de conjuntos. A tal punto este modelado
resulta acertado, que veremos mds adelante que toda dlgebra de Boole finita es escencialmente
un élgebra de conjuntos.

EJEMPLO 6.2. Veamos que D,, tiene estructura de dlgebra de Boole si y sélo si n es producto
de factores primos distintos (i.e. n = p1...p, con p; # p; si i # j).

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que para todo n, (D,,mcm, mcd, 1,n) es un reticulado
acotado distributivo. Veamos en qué casos todo elemento de D,, tiene complementos. Supong-
amos que n es producto de factores primos distintos. Sea x en Dy, es decir x|n, luego n = x.k,
como n es producto de factores primos distintos, es claro que x y k son coprimos, luego
mcd(x,k) = 1 y mem(x,k) = n, es decir que x(Dk =0y x Wk = 1. Luego x tiene comple-
mento. Notemos que x° = n/x.
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Supongamos ahora que 7 no es producto de factores primos distintos, luego n = p?.r para
algdn p primo. Veamos que p no tiene complemento. Si lo tuviera existiria y tal que med(p,y) =
1 y mem(p,y) = n, ahora bien, la primera igualdad implica que p e y son coprimos y por lo
tanto p.y = mem(p,y), es decir que p.y = n, luego y = p.r (pues n = p>.r). Pero entonces
mcd(p,y) = mced(p, p.r) = p y llegamos a una contradiccion.

OJ

Leyes fundamentales que el lector seguramente recordara del dlgebra de conjuntos se repre-
ducen en el dlgebra de Boole.

TEOREMA 6.1. Sea (B, ©), ®,,0,1) un dlgebra de Boole, entonces se cumplen las leyes
De Morgan:

(x@y) =x"Oy° (x@y) =x©)y°

para todo x e y en B.

DEMOSTRACION. Probando que (x y) D x“@Dy) =0y (xVy) @ Dy°) =1, se
deduce de la unicidad del complemento que x‘ Ny° = (x VWy)°. Probemos primero que

x@y) O DY) =0:

x@Y)OE DY) =xOY)DxQy) Ley Conmutativa

= ((*BY) Bx) @ (= DY) By) Ley Distributiva

= (x @ OY)) D ((** DY) By) Ley Conmutativa

= ((x®x) BY) D (=B By)) Ley Asociativa

= ((x @xc)yc) (XC (v @yc)) Ley Conmutativa
ODY) D (x“PDO) Ley de Complementacion
*DO0)©(x*DO) Ley Conmutativa

=0WVO0 Ley de Acotacion

=0 Ley de Identidad.
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Ahora probemos que (x VW y) @xy“ =1

(x©y) @ (x (x@y) ©x) B ((xQy) @y°) Ley Distributiva
(( )’®X ©x) B (x@y) @y°) Ley Conmutativa
=0®
=0©

)) @ ( (v ©y° )) Ley Asociativa

) x©1) Ley de Complementacion
=11 Ley de Absorcién
=1 Ley de Identidad.

OJ

DEFINICION 6.2. Isomorfismo de Algebras de Boole. Si (B, @, ®.,,0,1) vy
(B, 9, D ,C/ 0,1 ) son dlgebras de Boole, entonces una funcién F : B — B’ serd llamada
un isomorfismo si F es biyectiva F(0) =0/, F(1) = 1" y para todo x, y € B se cumple que

Fx@y)=Fx)Q'F(), Fx@®y)=Fx)Q@FQy), Fx)=Fx)".

La propiedad de distributividad juega un rol fundamental para determinar la estructura de
un algebra de Boole, como lo muestra el siguiente resultado. El mismo no puede ser probado
sin la hipétisis de la distributividad, como lo muestra el problema 1.

TEOREMA 6.2. Sean (B, ©, ®,°,0,1) y (B', @', @’,C/ ,0',1') dlgebras de Boole, y sea
F : B — B'. Entonces F es un isomorfismo de dlgebras de Boole si y sélo si es un isomorfismo
de posets.

DEMOSTRACION. Ya hemos probado que F es in isomorfismo de reticulados acotados si
y sélo si es un isomofismo de poset. Resta ver que si F' es un isomorfismo de posets entonces
F(x) = (F(x))¢, para todo x € B. Note que, si vemos que F(x¢) es un complemento de F (x)
en B, entonces por la unicidad del complemento tendremos que F (x°) = (F(x))¢. Que F(x°)
es un complemento de F(x) sale inmediatamente del hecho que F preserva las operaciones @

y ©. O

7. Ejercicios

(1) Considere el reticulado L, de la Fig. 1.b. Encuentre v\ x, s vy uM)v.

(2) Considere el reticulado L; de la Fig. 1.a. Para los elementos 1,5, c, muestre todas las
formas posibles de escribirlo como supremo. Por ejemplo, una manera seria 1 =d (V) c.
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(3) De un ejemplo de un poset finito no reticulado P con la siguiente propiedad: para
todo S C P, los conjuntos {x : x es cota superior de S} y {x : x es cota inferior de S}
son ambos no vacios.

(4) Considere el reticulado L, de la Fig. 1.b.
(a) (Es Ly un reticulado con complementos?
(b) Encuentre un elemento con dos complementos.
(c) (Es Ly un reticulado distributivo?

(5) Considere el reticulado L de la Fig. 1.a.
(a) Dé€ los complementos, si es que existen, de los siguientes elementos: a, b, d, 0.
(b) ¢Es L un reticulado con complementos?
(c) (Es L; un reticulado distributivo?

1 1
a C S u
a e 1% X
0 L y L
(a) (b)
FIGURA 1

(6) (a) Dibuje el diagrama de Hasse para el reticulado (Da4,|).
(b) ¢(Es D74 un reticulado con complementos?
(¢) (Es D24 un reticulado distributivo?
(d) (Es D74 un dlgebra de Boole?

(7) (a) Muestre que las figuras 2.b y 2.c son diagramas de Hasse de reticulados distribu-
tivos.
(b) (Es Fig. 2.b un reticulado con complementos?
(c) (Es Fig. 2.c un reticulado con complementos?

(8) (a) Muestre que la Fig. 2.a es el diagrama de Hasse para (Dsg, |).
(b) (Es D3 un reticulado distributivo?
(c) (Es D3¢ un reticulado con complementos?
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©

(9) Sea (S, =) un reticulado. Demuestre que si x <y, entonces x V) (zAy) <X (xWz) Dy
para toda z en S.

(a) (b)

FIGURA 2

(10) Considere los diagramas de la Fig. 3.

Li:

FIGURA 3

(a) Determine cudles son reticulados distributivos.

(b) Determine cudles son dlgebras de Boole. Determine en cada caso los subreticula-
dos que son dlgebras de Boole (no considere el dlgebra de Boole trivial {0,1}).

(c) Encuentre para L; con i = 1,2,3,7,8 un dlgebra de Boole B; tal que L; sea sub-
reticulado de B;.
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(11) Sea S un reticulado distributivo. Demuestre que si x e y en S satisfacen x VWa =y Va
yx(Na=y@a para alguna a en S, entonces x = y.

(12) Sea B un dlgebra de Boole y < el orden asociado a B. Demuestre que
(a) six =Xy entonces y° < x;
(b) siy@®z =0 entonces y < z%
(c) six<yey@®z=0entonces z < x°.

(13) Sea L un reticulado. Pruebe o refute cada una de las siguientes desigualdades:

Lx@QOBz)<(xVy©Vz) O xWVY)
2.xQ0P2) < (xQy) By W2)
30DV < (xDy) @ (xBy)

4oa>c=aDbWc)>(aPb)Vc
5(@a@®b) @ (@a®c) DB D) < (@a@b) D(a@Wec)D(bWc)
6. (@@®b)V(a@®c)D(bDc) = (a@b)Da@ec) DB Oe)

(14) Sea C un orden total (o sea una cadena). Pruebe la identidad

xQ@yBz)=xQy) O (xVz),

que demuestra la distributividad de C.

8. Problemas

(1) Recordamos que pudimos concluir que f : L — L’ es un isomorfismo de reticulados si
y s6lo si es un isomorfismo de posets (Lema 3.1). Lamentablemente, este resultado
no puede ser extendido a la estructura de reticulado complementado. Supongamos se
define isomorfismo de reticulados complementados como un isomorfismo f de reticu-
lados que satisface las ecuaciones

fO)=0" f)=1" f(x)=(fx).

Encuentre dos reticulados complementados, y un iso de posets f entre ellos que no sea
1so de reticulados complementados.
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(2) Una mapa f : Ly — L; se dice un homomorfismo de reticulados si satisface las ecua-
ciones
fE@®y)=fE)Df)  fxQy)=f)Qf0).

De las siguientes propiedades, que son vélidas si f es un isomorfismo, diga cudles son
vdlidas si f es un homomorfsmo.

1. f preserva orden,

2. si Ly es distributivo entonces L; también lo es,

3. si x es complementado entonces f(x) también lo es,

4. f(Lop) es subreticulado de L1,
5. si Ly tiene una copia de M3 entonces L también,

(3) Para los puntos 1,...,5 del ejercicio anterior, determinar en que casos los falsos se

vueleven verdaderos:
a. f inyectiva,
b. f sobre,
c. f biyectiva.

(4) Sean L, M dos poset. Considere el conjunto L x M con la relacién =< definida:
(x1,31) = (x2,¥2) sii x1 <px2y y1 <my2.

i. D€ los digramas de hasse de :
a. 2 x 3 (aqui n denota la cadena de n elementos).

b. P({a,b}) x 4.
ii. Pruebe que si L, M son reticulados entonces L x M es un reticulado. Dé explici-

tamente las operaciones
(x1,51) @ (x2,2)
(X] 7y1) @ (xz,yz)

i11i. Pruebe que si L, M (vistos como estructuras algebraicas) son distributivos, en-

tonces L X M también lo es.
iv. Utilizando como guia lo hecho en ii defina el producto By x By de las dlgebras

de Boole By y B;.

(5) Sea L un reticulado. Pruebe que L es distributivo si y sélo si para todo a € L, el mapa
fa(x) = (x@a,xQa)

definido en L, con imagen en (a| X [a), es un homomorfismo inyectivo.
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(6) En un reticulado distributivo (L, @, (),0) el pseudocomplemento de x es el maximo
elemento z (si existe) que satisface x Mz = 0. Pruebe que en las dlgebras de Boole el
pseudocomplemento es exactamente el complemento.

(7) Pruebe que si B es un dlgebra de Boole finita entonces B es isomorfa a 2" para algin
n > 1. (Aqui 2" denota al dlgebra de Boole 2 x ... x 2).



CAPITULO 4

Teoremas de representacion

El primer objetivo de este capitulo serd demostrar que toda dlgebra de Boole finita es iso-
morfa al dlgebra de subconjuntos de un conjunto finito (o sea P(X)). Luego llegaremos a un
resultado andlogo para los reticulados distributivos finitos. En este caso ya no podremos hablar
del algebra de todos los subconjuntos de un conjunto finito (puesto que no todo reticulado dis-
tributivo finito es complementado), pero podremos establecer un resultado similar queddndonos
con un subreticulado de tal dlgebra de conjuntos.

1. Algebras de Boole finitas

Procedamos ahora con la construccién de un conjunto X asociado a un algebra de Boole
finita B, tal que P (X) resulte isomorfo a B. El conjunto X que necesitamos estard formado
por elementos de B. Una particularidad que tendra este conjunto es que a partir de él podemos
generar todos los elementos del dlgebra a través de la operacion supremo (o sea para todo x € B
existe S C B tal que x = supS). Es un buen ejercicio bucar en los diagramas de las dlgebras de
Boole de 4 y 8 elementos que subconjuntos tiene esta particularidad, y cudl de todos es el mas
chico.

DEFINICION 1.1. Atomo. Sea B un algebra de Boole. Un elemento a € B serd llamado
atomo si a cubre a 0. Mediante Az(B) denotamos el conjunto de todos los dtomos de B.

El siguiente lema muestra que Az(B) es el conjunto que buscdbamos.

LEMA 1.1. Sea B un dlgebra de Boole finita. Entonces todo elemento de B se escribe de
manera tinica como supremo de dtomos. O sea: para todo x € B se tiene:
(1) x=sup{a € At(B) : a < x},
(2) siA CAt(B) yx =sup A, entonces A = {a € At(B) : a < x}.

Vamos a proceder ahora con la prueba de este lema. Para esto necesitamos los siguientes
resultados. El primero se prueba facilmente.

LEMA 1.2. Sea B un dlgebra de Boole finita. Para todo x € B distinto de 0 existe a € At(B)
tal que a < x.

LEMA 1.3. Sea B un dlgebra de Boole finita, y sean x,y € B tales que x & y. Entonces existe
a € At(B) tal que a <xya £y.
43
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DEMOSTRACION. Veamos que x Dy # 0. Si x Dy =0, entonces y V) (x Dy“) =y WO,
o seay () x =y, lo que contradice la hipétesis del lema. Luego x ) y* # 0. Por el lema anterior
existe a € At(B) tal que a < x@y°. Claramente a < x, veamos que a £ y. Si a <y, como
a < xPy* tendriamos a < x N y“ Ay = 0, lo que es absurdo puesto que a es un dtomo. Luego

a<y. O

DEMOSTRACION. (del Lema 1.1)
Sea Ay ={a € At(B):a <x},yseay=sup{a € At(B) : a < x} = sup Ay.

(1) Como x es cota superior de A,, entonces claramente y < x. Supongamos ahora que
x «£y. Porel lema 1.3, existe a € At(B) tal que a < xy a £ y. Pero esto es absurdo,
pues a < x implica a € A, lo que indica que a < y. Concluimos que x <y, y por lo
tanto x = y.

(2) Que A C A, es inmediato: a € A implica a < x, lo que indica que a € A,. Veamos que
Ay CA. Seab €A,y supungamos que A = {ay,...,a,}. Comox=a; V... Da, y B
es distributiva, tenemos que

b=b@x=(bBa) ... (b Bay)

Como b es un dtomo (y por lo tanto cubre al 0), tenemos que para todo i = 1,...,n,
el elemento b D a; debe ser 0 o b, y ademds no puede ser que b (N a; = 0 para todo i
(sino b seria 0). Luego existe i tal que b (M a; = b, lo que indica que b = a;, puesto que
ambos son atomos. Luego b € A.

OJ
Ahora si estamos en condiciones de probar lo que era nuestro objetivo.

TEOREMA 1.4. Sea (B, &), ®,°,0,1) un dlgebra de Boole finita, y sea X = At(B). La
funcion

F:B — P(X)
x — {aeX:a<x}

es un isomorfismo entre (B, ), @®,°,0,1) y (P(X),U,N,,0,X).

DEMOSTRACION. Sea Ay = {a € At(B) : a < x}. Vemos primero que el mapa definido
mediante F(x) = A, es una biyeccién entre By P(At(B)).

F es uno-a-uno porque A, = A, implica sup Ay = sup Ay, lo que nos permite concluir desde
ellema 1.1 (inciso 1) que x =y, dado que x = sup Ay y y = sup A,.

Vemos que F es sobre. Sea A C Az(B). Definamos x = sup A, y verifiquemos que F(x) = A.
Por el lema 1.1 (inciso 2) tenemos que A = A, lo que indica que F(x) = A.
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Veamos ahora que F' es un isomorfismo. Hemos probado en el capitulo anterior que F es
isomorfismo de dlgebras de Boole si y sélo si es isomorfismo de posets. Luego, resta verificar:

x<y < Ay CA,),
0 sea,
sup Ay <sup Ay & Ay CA,.

La implicacién (<) no presenta dificultades, y se deja como ejercicio para el lector. Supong-
amos sup A, < sup Ay, y tomemos a € A,. Entonces a < x = sup Ay < sup Ay, =y. Luego
a€A,. 0

Desde el Teorema anterior, concluimos que las dos dlgebras de Boole no triviales mas chicas
son P({a})y P({a,b}), cuyos diagramas son

a,b}
I{a} {a} {0}

0 0

Luego, le siguen en orden creciente P(X), con |X| = 3,4,.... El caso |X| = 3 tiene atn un
diagrama f4cil de dibujar:

Por ultimo, el Teorema anterior nos permite responder la siguiente pregunta: Para qué
nimeros naturales n existe un dlgebra de Boole B tal que |B| = n? La respuesta es: para todo
nimero de la forma 2%, conk =0, 1,....

Antes de pasar al estudio de los reticulados distributivos, es natural preguntarse si el Teo-
rema anterior puede extenderse a las dlgebras de Boole infinitas. Lamentablemente, la respuesta
es negativa, como lo demuestra el siguiente resultado.

LEMA 1.5. Existe un dlgebra de Boole infinita que no es isomorfa P(X), para ningiin X.
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DEMOSTRACION. Un subconjunto de nimeros naturales se dice cofinito si su complemento
es finito. Definamos

B ={X CN:X es finito o cofinito}.

Note que las operaciones U,N y € estdn bien definidas sobre B puesto que

XeB, YeB = (XUY)e€ B,

XeB, YeB = (XNY) € B,

XeB = XeB.

Luego, la estructura (B,U,N,0,N,“) es claramente un algebra de Boole.

Veamos que no puede ser isomorfa a P(X), para ningin X. Para esto veremos que es
imposible encontrar una funcién biyectiva entre By P(X), cualquiera sea el X. Si X es finito,
entonces P(X) es finito, por lo tanto es imposible encontrar tal biyeccién puesto que B es
infinito.

El caso X infinito requiere un poco més de trabajo. Primero notemos que el conjunto B es
infinito y numerable (o sea que puede ponerse en correspondencia biyectiva con los nimeros
naturales). En efecto, es sabido que {X C N: X es finito} es numerable, y el mapa X — X¢ es
una biyeccién entre {X C N : X es finito} y {X C N: X es cofinito}. Luego B resulta numerable
puesto que es unién de dos conjunto numerables.

Por otro lado, es sabido que si X es un conjunto infinito, entonces P(X) es un conjunto
infinito no numerable, luego no puede ponerse de ninguna manera en correspondencia con B,
que es numerable. O

2. Reticulados distributivos finitos

Anteriormente mencionamos que un reticulado ditributivo finito no necesariamente serd de
la forma P(X), puesto que no todos son complementados. Vamos a introducir ahora un algebra
(incompleta) de conjuntos, que jugara para los reticulados distributivos finitos el mismo rol que
jugaba P(X) para las dlgebras de Boole.

Dado un poset (P, <), diremos que un subconjunto D C P es decreciente si para todo x,z € P
se tiene que:

xeDyz<x = ze€D.

O sea, un conjunto decreciente satisface que si un elemento se encuentra en el conjunto,
entonces todos los elementos menores también estan.

Por ejemplo, considere el poset P de abajo. El conjunto {0,a} es decreciente, pero el
conjunto {0,b, 1} no lo es, porque 1 estd en el conjunto y ¢ no.
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1

Denotaremos mediante 9D(P) a la familia de todos los subconjuntos decrecientes de P:
D(P)={D C P: D es decreciente}.

Notemos que @ y P son decrecientes. Ademds la unién e interseccién de subconjuntos
decrecientes es decreciente.

Las observaciones anteriores nos dicen que dado un poset finito (P, <), tenemos asociado
naturalmente el reticulado acotado

(D(P),U,N,0,P).

Ademads tal reticulado es distributivo, puesto que en el dlgebra de conjuntos se satisfacen las
leyes distributivas.

Tenemos entonces un reticulados formado por conjuntos que jugard para los reticulados
distributivos finitos el rol que jugaba P (X) para las dlgebras de Boole.

Qué elementos desempefiardn el rol de los d&tomos?

DEFINICION 2.1. Sea (L, ¥, @®,0,1) un reticulado acotado. Un elemento x € L serd lla-
mado (V) -irreducible si

(1) x#0,

(2) six=y\z, entonces x =y 0 x = z, para todo y,z € L.

Notemos que la condicion (2) es equivalente a la siguiente condicidn, la cual es mas facil
de chequear en los diagramas de Hasse:

(2)siy<xyz<x, entonces y )z < x, paratodoy, z € L.
En el caso en que L es finito, nitese que 2’ es equivalente a

(2") existe un z tal que z < xy z=sup{y | y < x}.
De la condicién (2”) podemos concluir facilmente que todo dtomo de (L, &), ®,0,1) es un
elemento (V-irreducible.

Si (L, ©,®,0,1) es un reticulado acotado, denotaremos

Irr(L) ={i € L:ies ()-irreducible}.

Por ejemplo, considere los siguientes reticulados.
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a ai

4
b J 3 a ’ as
2 as az
e 1 as
Ly =M; Ly L3
Los conjuntos de dtomos e irreducibles son dados a continuacion.
At(Ly) ={b, ¢, d} Irr(Ly) ={b, c, d},
At(Lp) = {2} Irr(Ly) =12, 3, 4},
At(L3) = {as,a¢,a7}, Irr(Ls) = {az, aa, as, ag, a7}

Si X es un conjunto finito, entonces ya hemos mencionado que los subconjuntos que con-
tienen un solo elemento son los dtomos de P(X). Es un buen ejercicio comprobar en algunos
casos (|X| = 2,4,8) que estos ademads son los tnicos elementos irreducibles de P(X). La no-
cién de (W-irreducible se reduce a la nocion de dtomo, en el caso de las dlgebras de Boole. Esto
establece el siguiente Lema.

LEMA 2.1. Sea (B, ¥, ®,,0,1) un dlgebra de Boole. Un elemento x € B es ())-
irreducible si 'y solo si x es un dtomo.

DEMOSTRACION. Como ya se observd anteriormente todo dtomo es (W-irreducible.
Supongamos ahora que x € Irr(B) y seay € B tal que 0 <y < x. Veremos que y = 0. Ten-
emos

x=xQ1=xOO W) =yQE®))
En consecuencia x < x@®)y*, lo cual implica que x = x )y, es decir x < y°. Pero entonces

tenemos que y < x¢, lo cual nos dice que y =0, ya que y < x.
0J

Nuestro préximo objetivo es demostrar que todo reticulado distributivo finito es isomorfo al
reticulado de los decrecientes de un poset P. Seguiremos exactamente los pasos que efectuamos
para el caso de las dlgebras de Boole. En particular, el candidato a ser el poset (P, <) asociado
la reticulado L es (Irr(L),<), donde < es el orden heredado de L.

Vamos ahora a probar una serie de lemas que nos permitiran estructurar para los reticulados
una demostracién similar a la desarrollada para el caso de las algebras de Boole.

LEMA 2.2. Sea (L, ¥, ®,0,1) un reticulado acotado distributivo y sea x € Irr(L). Si
X1y Xy ELY X <x1 VX2 VD) ... Dy, entonces x < x;, para algiini=1,...,n.
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DEMOSTRACION. Haremos la prueba haciendo induccién en n. Si n = 1 el resultado es
obvio. Probemos para n = 2. Entonces si x < x; V) x, tenemos que

x = xPx1 ODx2) (pues x <x; Vx2)
= (x@x1) D (xDx) ( pues L es distributivo).

Dado que x es irreducible debe ser x = x N x; 0 x = x D x2, luego x < xj 0 x < x7.
Supongamos ahora que si x < x; Wx; V) ... Vi, entonces x < x;, para algiin i = 1,... k.
Veamos que lo mismo ocurre si n = k+ 1. Por lo visto en el caso n = 2 podemos ver que si
x<(x1 @2 ... ©xr) Wxgr1 entonces x < (x; Wxo O ... Wxx) 0 x < x41. Aplicando la
hipétesis inductiva concluimos que x < x; para algin i, 1 <i <k ox < xy1; luego x < x; para
algl’ln i, 1 S i §xk+1.
O

LEMA 2.3. Sea L un reticulado finito, y sean x,y € L tales que x < y. Entonces existe
iclrr(L) tal que i <xei<Ly.

DEMOSTRACION. Seal={z€ L:i<xei<£y}. Claramente I no es el conjunto @, puesto
que x es un elemento de /. Entonces como L es finito, / posee un elemento minimal, llamémoslo
i. Para concluir la prueba, sélo tenemos que ver que i € Irr(L). Sean u,v tales que i = u W) v,
sin pérdida de generalidad, supongamos que i # u. Veamos que i = v.

Claramente v < x. Veamos primero que v < y. Supongamos por un momento que v < y.
Entonces u <y, porque de lo contrario tendriamos i = u (Wv <y, lo que es una contradiccion.
Pero entonces u € I, 1o que es un absurdo, puesto que i es minimal de /.

Entonces tenemos que v £ y, lo que indica que v € I. Como i es minimal, concluimos que
V=1 0
LEMA 2.4. Sea L un reteticulado distributivo finito. Entonces para todo x € L se tiene:

() x=sup{ielrr(L) :i <x},
(2) si D CIrr(L) es decreciente, y x = sup D, entonces D = {i € Irr(L) : i < x}.

DEMOSTRACION. Sea D, = {i € Irr(L):i<x},yseay=sup{i€Irr(L):i<x}.

(1) Se repite exactamente el argumento desarrollado para las algebras de Boole.
(2) El argumento es muy similar al desarrollado para el caso de la dlgebras de Boole. De
todas maneras la haremos en detalle.
Que D C D, es inmediato: i € D implica i < x, lo que indica que i € D,. Veamos
que D, C D. Sea j € D,, y supongamos que D = {ij,...,iy}. Comox=i; )... Vi, y
L es distributiva, tenemos que

J=i®x=({Oi)V..Q( Din)

Como j € Irr(L), tenemos que existe k tal que j iy = j, lo que indica que j < i.
Como D es decreciente tenemos que j € D.
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O

Después de esta maratén de lemas estamos en condiciones de probar nuestro (mejor dicho,
de Birkhoff) teorema de representacion para reticulados distributivos finitos.

TEOREMA 2.5. (Teorema de representacion de Birkhoff) Sea (L, ©), ®,0,1) un reticu-
lado acotado distributivo finito, y sea P = Irr(L). Entonces la funcion

F:L — D(P)
x — {yeP:y<x}
es un isomorfismo entre (L, ¥, ®,0,1) y (D(P),U,N,0,P).

DEMOSTRACION. Sea D, = {i € Irr(L) : i < x}. Para ver que el mapa definido mediante
F(x) = Dy es una biyeccion entre L'y D(Irr(L)), repetimos exactamente el argumento hecho
para el caso de las dlgebras de Boole, pero usando en este caso el Lema 2.4.

Veamos ahora que F es un isomorfismo. Hemos probado en el capitulo anterior que F es
isomorfismo de reticulados distributivos acotados si y s6lo si es isomorfismo de posets. Luego,
resta verificar:

x<y < DyCD,,

Aqui nuevamente repetimos el argumento hecho para el caso de las dlgebras de Boole. 0J

Por ejemplo, consideremos el siguiente reticulado S.

Aqui Irr(S) = {a,b,d}. La familia de subconjuntos decrecientes de Irr(S) es
D(Irr(S)) ={0,{a},{b},{b,d},{a,b},{a,b,d}}.
La correspondencia F dada por el Teorema 2.5 es:
0—0 a— {a}
b — {b} d — {b,d}
¢ — {a,b} 1 —{a,b,d}
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Finalmente, consideremos el reticulado L = Ds36. Entonces Irr(L) = {2,3,4,9}. La familia
de subconjuntos decrecientes de Irr(L) es:

D(Irr(L)) ={0,{2},{2,4},{3},{3,9},{2,3},{2,4,3},{2,3,9},{2,3,4,9} } .
La correspondencia entre L'y D(Irr(L)) estd dada por
F(n)={kelrr(L) | kdivide an},
por ejemplo, f(18) ={2,3,9}.
Finalmente, los teoremas probados en las secciones anteriores nos permiten probar facil-

mente la siguiente caracterizacion de las dlgebras de Boole finitas:

COROLARIO 2.6. Si (L, ), ®,0,1) es un reticulado acotado distributivo finito, entonces
(L, @, D,0,1) es dlgebra de Boole si 'y sdlo si Irr(L) = At(L).

3. Ejercicios

(1) Considere los reticulados S, T 'y U de la siguiente figura:

1
E w
a b z
B D
d e y
A
0 U T
S

(a) Calcule el conjunto de d&tomos de cada reticulado.
(b) Calcule el conjunto de irreducibles de cada reticulado.
(c) (Tiene alguno de esos reticulados elementos irreducibles que no sean dtomos?

(2) (a) Encuentre los atomos de (D2, |).
(b) Muestre que los elementos 2 y 6 en D1> no tiene complementos.
(c) Encuentre los elementos irreducibles de Djs.
(d) Escriba el elemento méximo de D1 como supremos de elementos irreducibles.

(3) (a) Encuentre los dtomos de (D3, |).
(b) Encuentre los elementos irreducibles de D3g.
(c) Escriba al elemento maximo de D3¢ como unidén de elementos irreducibles.

(4) Considere los diagramas de la Fig. 1.
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th L

Lg: L7:Q Lg: E Lo:

FIGURA 1

Ls:

(a) Halle en cada caso At(L).

(b) Halle en cada caso Irr(L).

(c) Dibuje en cada caso el diagrama de Hasse de P(A¢(L)).
(d) Dibuje en cada caso el diagrama de Hasse de D(Irr(L).
(e) Determine cuéles son dlgebras de Boole.

(5) Para cada uno de los reticulados de la Fig. 1, determine cuales satisfacen las hipétiesis
del Teorema 1.4. En tal caso dar explicitamente el mapa F.

(6) Para cada uno de los reticulados de la Fig. 1, determine cuales satisfacen las hipétiesis
del Teorema 2.5. En tal caso dar explicitamente el mapa F. Qué propiedades tiene?

(7) Para cada uno de los reticulados de la Fig. 1, utilice el Teorema 2.5 para determinar si
el reticulado es distributivo o no.

4. Problemas

(8) Encuentre todos los reticulados distributivos con exactamente 3 join irreducibles.

(9) Encuentre todos los reticulados distributivos con exactamente 4 join irreducibles y un
s6lo atomo (que estd contado entre los 4 join irred.).
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(10) Efectie un rastreo en la prueba del Teorema de Birkhoff para comprobar frente a la
ausencia de la propiedad de distributividad, ain se puede probar que el mapa F es
inyectivo. Utilice este hecho para demostrar que la siguiente propiedad es valida para
todos los reticulados finitos:

L no es distributivo si 'y sélo si |L| < |D(Irr(L))|.

(11) Supongamos que n es producto de primos distintos p1, p2, ..., px, (cudles son los
elementos irreducibles de D,,?.

(12) Encuentre un homomorfismo f de Dgg en 2 que que separe el 10 del 9, o sea que

f(10) # f(9).

(13) En ejercicios anteriores hemos definido el producto de reticulados. Pruebe lo siguiente:
(a) Sii € Irr(L) entonces (i,0¢) € Irr(L x G)
(b) Si j € Irr(G) entonces (0, j) € Irr(L X G)
(c) Si (x,y) € Irr(L x G) , entonces ocurre una de las dos siguientes posibilidades:
(i) x=0rey€eIrr(G)
(i) y=0g yx € Irr(L).

(14) Queremos abordar en este problema la siguiente cuestion, formulada para reticulados
distributivos finitos L y G.

Supongamos que L x G = D(P), para cierto poset P. ;Qué relacion tiene P con Irr(L)
elrr(G)?

(a) Estudie varios ejemplos (puede experimentar con 2 x 3,2 x 3y 2 x P({a,b}) por
ejemplo).

(b) Formule una conjetura.

(c) Trate luego de obtener una prueba formal de la conjetura.

(15) (a) Describa de la forma maés clara posible los elementos irreducibles de D,,.
(b) Determine Irr(D3qp). Escriba a D3p9 como producto de cadenas.
(c) Pruebe que D, es isomorfo a un producto de cadenas.






CAPITULO 5

Filtros maximales en algebras de Boole

En esta seccidon vamos a estudiar la nocién de filtro maximal, que tiene fundamental impor-
tancia en la teoria de las dlgebras de Boole. Los conceptos y resultados vertidos en esta seccion
serd utilizados en Ldgica.

En esta seccion B serd siempre un dlgebra de Boole. Un subconjunto no vacio F' C B se dice
filtro si es creciente y cerrado para el Y, o sea:

(HhxeF ,x<yimplicay € F,

2)xe F,yec Fimplicanx Dy € F .

Un filtro P se dice propio si estd contenido estrictamente en B (0 sea, si visto como cunjunto
es distinto de B).

Un filtro propio P se dice primo si cada vez que x W)y € P se tieneque x €« Poy € P.

Por tltimo, un filtro F se dice maximal si no existe otro filtro propio Q (distinto de F) que
lo contenga. Esto es lo mismo que decir que F es un elemento maximal del poset formado por
todos los filtros propios.

El siguiente lema muestra que el concepto de filtro maximal, de vital importancia en el
estudio de las dlgebras de Boole infinitas, queda reducido al concepto de dtomo para el caso de
las finitas.

LEMA 0.1. Sea B un dlgebra de Boole finita. Entonces M es filtro maximal si y solo si existe
un dtomo a tal que M = {x € B:x > a}.

Prueba: (=) Si M = {xi,...,x, } entonces M se puede expresar de la siguiente manera:

M={xeB:x>x1D... Oxn}

Como no puede existir otro filtro propio mds grande que M, entonces x| @) .... D x, debe ser
un 4tomo.
(<) Sea Q un filtro que contiene a M estrictamente, y sea x € Q — M. Veamos que Q = B.
Como a no es menor o igual que x, entonces tenemos que x Na = 0. Como x,a € Q se tiene
que 0=xP®a € Q. Luego Q = B.
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El siguiente lema muestra tres formas distintas de caracterizar los filtros maximales.

LEMA 0.2. Sea B un dlgebra de Boole, y sea P un filtro propio de B. Entonces son equiva-
lentes:

i. Pes primo.

ii. P es maximal.

iii. Para todo x € B se tiene x € P 0 x° € P.

Prueba: Supongamos i. Sea Q tal que P C Q y Q es un filtro. Veamos que Q = B. Tomemos
acQ—P. Comoa()a“=1€Pya¢P, setiene que a° € P C Q. Luego a,a® € Q'y por lo
tanto 0 = a ®Na“ € Q. Como Q es un filtro se tiene que Q = B. Luego hemos demostrado ii.

Supongamos ii. Sea a ¢ P, a # 0. Definamos

O={x€L:x>a@p paraalgin p € P}.

Veamos que Q es un filtro. Dejamos al lector el verificar que Q es creciente. Sea x,y € Q,
veamos que x Ny € Q. Sabemos que existen p,q talesque x >a@®pyy>a@Dgq. Luego

xQy>(@@®p)D@Dq)=ad(pDqg)-

Como P es un filtro se tiene que p N g € P. Luego x Ny € Q. Concluimos entonces que Q es
un filtro.

Q no puede ser propio, pues sino P = Q (porque P es maximal) y tendriamos entonces
a € P, que es una contradiccién. Luego Q = B. Como 0 € Q deducimos que existe p € P tal que
0>a@®p,oseald=a@ p. Entonces

a“=a"Q(@@®p)= (@ Va) (@ p)=da @p.
Esto dice que a“ > p € P, por lo tanto a® € P. Luego hemos probado iii.

Supongamos por ultimo iii. Sean x,y € L tales que x )y € P. Supongamos ademds que
x ¢ P. Entonces x¢ € P, y también

XOEQy) =0 OEQy)=x"QyePl.

Como y > x (Dy € P se tiene que y € P. Luego hemos demostrado que para todo par x,y € L
tales que x Wy € P, se tiene x € P o y € P. Esto concluye la demostracién de i.



CAPITULO 6

Reticulados completos y operadores clausura

En esta seccién L serd un reticulado cualquiera, no necesariamente distributivo como en
las secciones anteriores. Diremos que L es completo si todo subconjunto S (atn los infinitos)
poseen supremo e infimo. Generalizando la notacion de reticulados, utilizaremos Sy NS
para denotar al supremo y al infimo de S, respectivamente. El objetivo principal de esta seccién
es encontrar una representacion de los reticulados completos como algebras de conjuntos”, de
manera similar a lo hecho para las dlgebras de Boole y los reticulados distributivos finitos. Dado
que no son necesariamente distributivos, no podremos representar ambas operaciones ), @
como U, N simultaneamente.

Note que todo reticulado completo L posee necesarimamente un menor elemento 0 = @) L,
y un mayor elemento, 1 = () L. Por otro lado todo reticulado finito es completo.

LEMA 0.3. Sea P un poset. Son equivalentes:

i. P es un reticulado completo.

ii. Existe (NS para todo subconjunto S de P.

iii. P tiene mayor elemento 1y existe (NS para todo subconjunto no vacio S de P.

Prueba: La equivalencia entre ii y iii sale observando que ()0 es siempre el mayor ele-
mento del poset.
La implicacién i = ii es trivial.
Supongamos ii. Sea S C P. Sea
S1 = {x € P: xes cota superior de S}.

Definamos a = () S, vamos a demostrar que a es el supremo de S. Si § = 0 entonces S| = P,
y por lo tanto M) S; = 0= (0. Supongamos ahora que S # 0, y sea z € S. Entonces para todo
x € S; se tiene z < x, lo que indica que z < (N S| = a. Luego hemos demostrado que a es cota
superior de S. Por definicion de S; se tiene que a es la menor de las cotas superiores.

LEMA 0.4. Sea L un reticulado completo. Entonces para todo S,T C L se tiene:

V(SuT) = (v$) © (\/T)
ASUT) =(AS) ® (AT).
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La prueba del lema se deja como ejercicio.
Para la representacion de los reticulados completos como “algebras de conjuntos” necesita-
mos el siguiente concepto.

DEFINICION 0.1. Sea X cualquier conjunto. Una funcién C : P(X) — P(X) se dice un
operador clausura sobre X si para todo A,B C X se cumple:

1.ACC(A),

2.ACB=C(A) CC(B),

3.C(C(A)) =C(A).

Sea C un operador clausura sobre X. Diremos que un subconjunto A de X es cerrado si
C(A) = A. Note que el conjunto total X es cerrado, por la propiedad 1. Una propiedad im-
portante de los operadores clausura es que la interseccion de cerrados es cerrada. No ocurre
necesariamente lo mismo con la unién.

LEMA 0.5. La interseccion de una familia arbitraria de cerrados es también un cerrado.
En simbolos, si {A}ics es una familia de subconjuntos cerrados de X,y

B = Nic1Ai,
entonces C (B) = B.

Prueba. Por la condicién 1, basta ver que C (B) C B. Para cada i € [ se tiene que B C A}, y
por la condicién 2 tenemos

C(B) C C(4;) = A;.

Luego
C(B) CNiciA; =B. 1

Notemos que un caso particular contemplado en el Lema es es caso I = 0. En tal caso B =X
que por la condicion 1 es claramente un cerrado.

Asociado a un operador clausura tenemos siempre un reticulado completo. En efecto, sea C
un operador clausura sobre X y sea I'c el conjunto de los subconjuntos cerrados de X. Consid-
eremos la estructura de poset de I'c dada por la relacién C.

Vamos a dar ahora algunos ejemplos.

(1) Sea P un poset, y sea C el operador sobre P definido

C(X)={z€P:z>x, paraalginx € X}.
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Es facil verificar que C es un operador clausura. Los cerrados del operador clausura son los sub-
conjuntos crecientes de P. Este operador clausura satisface claramente que la unién de cerrados
es cerrado.

(2) Sea L un reticulado y sea C el operador clausura en L definido de la siguiente manera:
para cada subconjunto X del reticulado, C(X) es el subreticulado mas chico que contiene a
X. Entonces C es un operador clausura, y los cerrados del operador C sun exactamente los
subreticulados de L. Claramente este operador no satisface que la union de cerrados es cerrado

COROLARIO 0.6. (Del Lema 0.3) I'c es un reticulado completo.

Prueba: Dado que la interseccion de una familia arbitraria de miembros de I'c estd en I'¢,
tenemos que el infimo de § existe para todo S C I'c. Por el Lema 0.3 tenemos que I'c es un
reticulado completo, y la operacién @) coincide con el operador M. [

Si nos fijamos en la prueba del Lemma 0.3 podremos determinar inmediatamente como esta
definida la operacién () en I'c. En efecto, sea S = {A; };c; una familia de cerrados. Entonces
VS =nSsy,
donde
Si={Be€Tl¢:A; CBparatodoicl}.
Claramente A; C NSy, lo que implica
UierAi € NS

Como NS es cerrado tenemos

C(UierA;) € NSy
Por otro lado, C (U;cjA;) es cerrado y es cota superior de S, lo que indica que

NS C C(UicsAi),

pues NS es el supremo de S. Concluimos que para todo familia de cerrados {A;};c; se tiene:

©{Ai}ier = C(VietAs).
Hemos probado entonces el siguiente corolario:

COROLARIO 0.7. Sea X un conjunto y sea C un operador clausura sobre X. Definamos
para S CI'c:
VS =C(US).

Entonces (I'c,N, V) es un reticulado completo.
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1. Ejercicios
(1) Sea P un poset, y sea C el operador sobre P definido
C(X)={z€P:z>x,paraalginx € X}.
Pruebe que C es un operador clausura y que los cerrados de C son exactamente los

subconjuntos crecientes.

(2) Sea L un reticulado y sea C el operador clausura en L definido de la siguiente manera:
para cada subconjunto X del reticulado, C(X) es el subreticulado més chico que con-
tiene a X. Pruebe que C es un operador clausura, y los cerrados del operador C sun
exactamente los subreticulados de L.



