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Semantica

Las asignaciones son funciones en V — {0, 1}.

Dada una asignacién f, definimos la semantica [—] ¢: Prop — {0,1}.

Una proposicién P es tautologia si para toda asignacién f, [P] 5 = 1.
e f es asignacion de I' C Prop, si paratoda Q € T, [Q] ; = 1.

Decimos que P es consecuencia légica de I', I' = P, si para toda f
asignacion de I', se da que [P] s = 1.



Deduccidon natural

e Necesidad de formalizar los esquemas de razonamiento vilido.

e Primero se dan reglas de inferencia para construir derivaciones a
partir de hipdtesis.

e Luego se define por por induccién del conjunto D de derivaciones.

e Decimos que @ se deduce de I', I' - @, si existe una derivacién D tal
que hip(D) CT'y concl(D) = Q.

¢ Realmente las reglas nos permiten concluir proposiciones
verdaderas a partir de hipétesis verdaderas?



Derivabilidad y contra-ejemplos

e ;Cémo podemos probar o refutar las afirmaciones?

{po,p1} V/ p2 v L

{p07p1}}_p2 HL

e Podemos revisar todas las derivaciones para corroborar que el segundo
rengoén es imposible?

e Podemos probar o refutar las afirmaciones:

{po;p1} = p2 L
{po,p1} 2 =L



Derivabilidad y contra-ejemplos

e ;Cémo podemos probar o refutar las anteriores afirmaciones?

e Las segundas afirmaciones (aquellas que hablan de modelos) las
podemos comprobar rapidamente construyendo las tablas de verdad.

e En cambio, para verificar la validez de una las primeras afirmaciones
debemos o bien construir una derivacién,

e 0 bien mostrar que no existe ninguna derivacién con la conclusién
esperada y las hipdtesis permitidas.

e Pero no podemos examinar todas las derivaciones, puesto que son
infinitas.

e Por ejemplo, como podemos estar seguros que no podemos concluir
L utilizando una regla de eliminacién o RAA?



Correccidn

e Si pensamos que la validez de las férmulas estd dada por su
semdntica, entonces podemos utilizar la nocién de |= para expresar la
correccién.

e Una derivacién D € D con hip(D) C T'y concl(D) = @ es correcta
si para toda asignacién f de I' se da [Q] = 1.

e Nuestro trabajo serd mostrar que toda derivacién es correcta.



Derivabilidad y contra-ejemplos

e Volviendo a las pregunta del principio, suponiendo correccién, cémo
podemos usar

{po,p1} I~ p2 y =L

para concluir
{po,p1} ¥ p2 y 7L

¢ Si suponemos que existe una derivacién para {po,p1} I p2, entonces
para toda asignacién f de {po,p1}, tendriamos [po] r = 1.

e Sin embargo la siguiente asignacién es un contraejemplo:

fpo=1
fpi=1
fpri=0 para j > 1

e Por lo tanto, estamos en una contradiccién y la derivacién que
supusimos no puede existir.



Teorema de correccidon: toda derivacidon es correcta

e Para probar este teorema usaremos induccién en sub-derivaciones,
para ello establecemos el siguiente predicado A sobre derivaciones.

Sea p ©, entonces A(D) vale si y solo si

“para todo I tal que hip(D) CT',seda ' = Q".

PAQ
P
Tomemos I tal que P A Q € I', comprobemos I' |= P.

Para ello tomemos una asignacién arbitraria f de I" y verifiquemos
[Ply=1

Como fesdeI'y PAQ €T, entonces [P A Q] ¢y =1, por lo tanto
[Ply=1.

Por ejemplo, si D es la derivacion AE , entonces A(D) vale.



Teorema de correccidn

Teorema
SiT'F Q, entonces T' = Q.

(Prop) Sea D la derivacién P ysea {P} C T esinmediato I' = P.

(AE) Sea D la derivacién D’ P/\Q
P

Puesto que D’ es la subderivacién de D, entonces podemos
asumir la hipétesis inductiva para D’:

para todo IV D hip(D’), seda TV = P A Q.

ANE

Para mostrar A(D), tomamos I D hip(D) y probamos
I' & P. Sea f una asignacién arbitraria de I", veamos
[Ply=1.

Como hip(D) = hip(D'), para I' tenemos I' = P A Q, es
decir [P A Q] y = 1. De lo cual concluimos [P] y = 1.



Teorema de correccion, cont.

(AI) Sea D la derivacién D1 p Dy Q , veamos A(D).

g M

Como antes, aumimos la h.i. tanto para D;
para todo I'y D hip(Dy), 'y = P
como para Dy
para todo I'y D hip(D2), I's = Q
Sea I' D hip(D) y sea f una asignacién de I'. Como
hip(D;) C hip(D) C T, tenemos, aplicando la h.i. en Dy,

[P] =1y, andlogamente usando la h.i. en Dy sabemos
[Q] s = 1. Por lo tanto, tenemos [P A Q] s = 1.

10
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Teorema de correccion, cont.
[P]

(— I) Sea D la derivacién Do
@

P—Q
En este caso asumimos que la h.i. vale para D’:
para todo IV D hip(Dq), I'" = Q.

Tomemos I" D hip(D) y f una asignacién de I", probemos
[P — Q] s =1, es decir max(1 — [P] ;,[Q] y) = 1.

Como hip(D) = hip(D') \ {P}, que f sea de I" no nos dice
nada sobre el valor de [P] . Si [P] f = 0, entonces

méx(l — [[P]] fr [[Q]] f) = méx(l - 0, HQ]] f) =1.

El otro caso es si [P] = 1; pero ahora f es una asignacion
de I' U {P}; usando la hipétesis inductiva en D', con

I =T U {P}, deducimos [Q] s = 1. De lo cual concluimos
max(l — [P] 5, [Q] y) = max(1 — [P] s, 1) = 1.

— I
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Teorema de correccion, cont.

(— E) Sea D la derivacién Dy P D, p _> 0

— F .

En este caso asumimos la h.i. sobre D; y sobre Ds.

Sea I' D hip(D), entonces I' O D;. Sea f una asignacién de
I'; por h.i., entonces [P] f =1y también [P — Q] = 1.

Es decir 1 = méax(1 — [P] ¢, [Q] f) = méx(0, [Q] f); por lo
tanto, [Q] y = 1.
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Teorema de correccion, cont.

[=P]

(RAA) Sea D la derivacién D
5 RAA
Ahora podemos asumir la h.i. para D’:

para todo IV D hip(D'), TV = L |

Sea I' D hip(D')\ {—P} y sea f una asignacién de T.
Veamos [P] s = 1.

Supongamos que para toda f de I', tenemos [P] y = 0. Es
decir, [-P] f = 1; por lo tanto f es de I' U {—P}.

Eso nos permite utilizar la h.i. sobre D’ y concluir [L] f =1,
lo cual es una contradiccidon. Por lo tanto se debe dar
[Ply=1
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Teorema de correccion, cont.

(LE) Sea D la derivacién D’ J_
zE 1F
En este caso asumimos la h.i. sobre D’
Sea I" D hip(D), entonces I" D hip(D’). Sea f una

asignacioén de I'; por h.i., entonces [ L] = 1.

Lo dltimo es absurdo y facilmente podemos concluir
[Ply=1
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Repaso

e Ahora podemos probar t/ 1 : Supongamos que - |, entonces para
toda asignacién f tenemos [L] ; = 1 por correccién. Pero eso es
absurdo; por lo tanto no existe derivaciéon con conclusién L y todas
sus hipdtesis canceladas.

o E| teorema de correccién nos asegura que todo lo derivable es una
tautologia.

e Pero... sucederd lo reciproco? Es decir, podremos derivar todas las
tautologias?

e En términos mas generales: si I' = P, entonces I' = P?

e Es decir, se podran hacer todas las derivaciones de premisas vilidas a
conclusiones validas.
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