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Prefacio

Existen diversas maneras de introducir los conceptos y técnicas elementales
de programacién. Dos maneras bastante exploradas y que han dado lugar a ma-
teriales didacticos muy buenos son la de construccién sistemética de programas
imperativos [Dij76, Gri81, DF88, Kal90, Bac03] y la de programacién funcional
[Tho96, Fok96, Hoo89, Bir98]. En este libro nos basaremos en ambas, tratando de
mostrar que si bien los paradigmas de programacién y los modelos computaciona-
les son diferentes, a la hora de desarrollar programas las técnicas usadas se parecen
mdés y se complementan. Mds atn, es posible usar el paradigma funcional (el cual
es mds abstracto) en el desarrollo de programas imperativos. No se explotan en
este libro todas las posibilidades de ambos paradigmas (por ejemplo, se usan muy
poco las funciones de alto orden en programacién funcional y no se usan los proce-
dimientos y las funciones imperativas) sino que se trata de usar un nicleo minimo
que sea suficiente para resolver una familia interesante de problemas, pudiendo
enfocarnos asi en los métodos de resolucién de problemas.

La primera version de este libro se bas6 en notas escritas por Silvina Smith a
partir de clases de Algoritmos y Estructuras de Datos dictadas por Javier Blanco
en la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica de la Universidad Nacional de
Cérdoba en 1998. Estas notas fueron publicadas en 1999 en la Serie C, Trabajos
de Informadtica, editada por dicha Facultad [BS99]. Desde entonces se utilizan en
el dictado de asignaturas de la carrera de Licenciatura en Ciencias de la Compu-
tacién. El material fue posteriormente revisado y ampliado, introduciéndose nuevos
capitulos, ya con la participaciéon de Damidn Barsotti.

Versiones preliminares de esta edicién comenzaron a utilizarse en 2001 en la
Universidad Nacional de Rio IV y en 2003 en la Universidad Nacional de Rosario
como material bibliografico para el dictado de asignaturas afines al contenido de
la misma.

Es nuestro deseo que la primera edicién de este libro sirva de guia para quienes
deseen sumarse a nuestra propuesta de introducir la programacion.

vii
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Capitulo 1

Preliminares

We must not, however, overlook the fact that human calculation
is also an operation of nature, but just as trees do not represent or
symbolize rocks our thoughts — even if intended to do so — do not
necesarily represent trees and rocks (...) Any correspondence between
them is abstract.

Alan Watts: Tao, the watercourse way

La programacién es una actividad que ofrece desafios intelectuales interesantes,
en la cual se combinan arménicamente la creatividad y el razonamiento riguroso.
Lamentablemente no siempre es ensenada de esta manera. Muchos cursos de intro-
duccién a la programacion se basan en el “método” de ensayo y error. Las construc-
ciones de los lenguajes de programacién son presentadas sélo operacionalmente, se
estudia un conjunto de ejemplos y se espera resolver problemas nuevos por analo-
gia, ain cuando estos problemas sean radicalmente diferentes de los presentados.
Se asume a priori que los programas desarrollados con este método tendran errores
y se dedica una buena parte del tiempo de programacién a encontrarlos y corregir-
los. Es asi que esta ingrata tarea se denomina eufemisticamente debugging, es decir
eliminacion de los “bichos” del progama, como si estos bichos hubieran entrado al
programa involuntariamente infectando al programa sano. En este libro hablare-
mos simplemente de errores introducidos en el proceso de programacién. En los
libros de ingenieria del software se suele dedicar un considerable tiempo a explicar
la actividad de correccién de errores, y se le asigna un peso muy relevante en el
proceso de desarrollo de programas. Sin embargo, pese a todos los esfuerzos que
se hagan, nunca se puede tener una razonable seguridad de que todos los errores
hayan sido encontrados o de que alguna de las “reparaciones” de errores viejos no
haya introducido otros nuevos (el llamado efecto ‘Hydra’ en [BEKV94]).
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Este estado de cosas puede entenderse si se analiza la historia de la disciplina.
En el inicio de la computacion, la funcién de un programa era dar las instrucciones
para que una maquina ejecutara una cierta tarea. Hoy resulta méas provechoso pen-
sar, inversamente, que es la funcién de las maquinas ejecutar nuestros programas,
poniendo el énfasis en los programas como construcciones fundamentales. De la
misma manera, los lenguajes de programacién fueron cambiando su formulacién y
forma de diseno. Inicialmente, el disenio de los lenguajes de programacion y de su
semantica era una tarea esencialmente descriptiva, la cual intentaba modelar las
operaciones que ocurrian en una maquina durante la ejecucién de un programa.
Esto es lo que daba lugar a definiciones operacionales de los lenguajes y a la im-
posibilidad de razonar con ellos, excepto a través de la ejecucién ‘a mano’ de los
programas, lo cual es una herramienta de probada ineficiencia.

Existe, afortunadamente, otra forma de aproximarse a la programacién. Los
programas pueden ser desarrollados de manera metddica a partir de especifica-
ciones, de tal manera que la correcciéon del programa obtenido respecto de la
especificacién original pueda asegurarse por la forma en que el programa fue cons-
truido. Ademsds de la utilidad practica de dicha forma de programar, el ejercicio
intelectual que ésta presenta es altamente instructivo acerca de las sutilezas de la
resolucién de problemas mediante algoritmos. Por ultimo, vista de esta forma, la
programacion es una tarea divertida, creativa e interesante.

No estamos afirmando que el proceso de debugging pueda evitarse completa-
mente, pero si se dispone de una notaciéon adecuada para expresar los problemas a
resolver y de herramientas simples y poderosas para asegurar la adecuacién de un
programa a su especificacién, los errores seran en general maés faciles de corregir,
dado que es mucho menos probable que dichos errores provengan de una mala
comprensién del problema a resolver.

En este punto la légica matematica es una herramienta indispensable como
ayuda para la especificacién y desarrollo de programas. La idea subyacente es
deducir los programas a partir de una especificacién formal del problema, enten-
diéndose ésto como un predicado sobre algin universo de valores. De esta manera,
al terminar de escribir el programa, no se tendrd solamente ‘un programa’, sino
también la demostracion de que el mismo es correcto respecto de la especificacion
dada, es decir, resuelve el problema planteado.

Los programas son férmulas 16gicas tan complejas y voluminosas que fue dificil
reconocerlos como tales. Los estudios de l6gica matematica se centraron en analizar
su poder expresivo y su adecuacién al razonamiento humano, entre sus objetivos
no estaba el de usarla como una herramienta efectiva para hacer demostraciones
con féormulas muy grandes. La deduccién natural, por ejemplo, es un sistema de
pruebas muy adecuado para comprender ciertos aspectos del razonamiento mate-
matico pero dado su estilo de escribir las demostraciones como arboles se torna
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muy engorroso trabajar ya con férmulas de tamano mediano. En lo que sigue pre-
sentaremos un estilo de légica orientado a trabajar de manera mas adecuada con
férmulas de mayor tamafio.

1.1 Resolucion de ecuaciones

Como ya mencionamos en la introduccién anterior, la légica matematica es
una herramienta indispensable para el desarrollo de programas. Para comenzar
ejemplificando el tipo de presentacion de la légica que vamos a usar en este libro,
comenzaremos aplicandola a una clase de problemas mas simple y conocida como
es el de la resolucién de ecuaciones aritméticas.

En los libros de texto de matematica utilizados en las escuelas secundarias, la
resolucién de ecuaciones es presentada en general como un proceso mecanico el
cual consiste en “despejar la incégnita”’. Sumado a esto, la 16gica suele ser ensena-
da como un objeto de estudio separado y no como una herramienta para resolver
estos problemas matematicos. Es asi que, el proceso mecénico de despejar la in-
cégnita es poco comprendido por los alumnos debido en gran medida a la falta
de un formalismo notacional claro y uniforme. En particular, los casos especiales
en los cuales una ecuaciéon admite infinitas o ninguna solucién son tratados como
anomalias. Ademds, cuando se introducen ecuaciones con soluciones multiples el
mecanismo notacional debe adaptarse o directamente dejarse de lado.

A continuacién presentaremos una serie de ejemplos de resolucién de ecuaciones
utilizando la logica como herramienta, no solo para resolverlas si no también para
comprender y justificar los resultados obtenidos.

Ejemplo 1.1
Supongamos que se nos propone resolver la siguiente ecuacién lineal:

3xx+1=7

Pensemos primero en el significado de esta ecuacién. Esté constituida por dos
expresiones aritméticas unidas por un simbolo de igualdad. La presencia de la
igualdad induce a pensar que toda la ecuacién tiene cierto valor de verdad, es
decir que serd verdadera o falsa. Pero, la ecuacion tal cual esté escrita, no tiene un
valor de verdad fijo. La presencia de la variable = indica que el valor de verdad de
la ecuacién dependerd del valor que tome esta variable. Para algunos valores serd
verdadera y para otros serd falsa. Por ejemplo, si x toma el valor 1 la ecuacién es
falsa, pero si x es igual a 2 la misma es verdadera. La resolucién de la ecuacién
consiste en identificar el conjunto de valores de x para los cuales la ecuacion es
verdadera. La manera usual de hacer esto es obtener otra ecuacion equivalente a la
primera pero suficientemente simple como para que el conjunto de soluciones sea
visible de manera inmediata. Introduciremos a través de este ejemplo el formato
de demostraciéon que luego usaremos en todo el libro.
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3xx+1=7

= { restamos 1 a cada término }
3xz =06

= { dividimos por 3 cada término }

=2

En la demostraciéon, las leyes de la aritmética aseguran la correciéon de cada
paso, esto es que cada una de las sucesivas ecuaciones tiene el mismo conjunto de
soluciones o, dicho de otra manera, son verdaderas para los mismos valores de x.

Como resultado de la demostracién podemos afirmar que el valor de verdad
(verdadero o falso) de la primera ecuacién, para un z fijo, es el mismo que el de la
dltima, para el mismo valor de . O lo que es lo mismo, el conjunto de valores de
x para los cuales la ecuacién 3 x x + 1 = 7 es verdadera, es exactamente el mismo
para los que la ecuaciéon z = 2 es verdadera. De esto ultimo se desprende que
el tnico valor para la variable x que hace verdadera la ecuacion 3xx +1 =7 es
2. Llamaremos al conjunto de valores que hace verdadera una ecuacién como el
conjunto de soluciones de esa ecuacién.

Observacion: El tamano de los pasos de una derivacién dependera del objetivo
de la demostracion que se esté realizando. En este caso, se estd presentando de
manera detallada la resolucién de una ecuacion lineal, por lo cual los pasos son
particularmente detallados. Si se esta trabajando por ejemplo en la derivacién de
programas, donde el enfésis estd en otro lado, la demostracion precedente puede
abreviarse como

3xx+1=7
= { aritmética }
=2
donde se asume que el lector de la demostracién puede comprender el paso sin

ningin problema. De todas maneras frente a la duda conviene ser lo méas explicito
posible.

Ejemplo 1.2

Consideremos la resolucién de la siguiente ecuacion:
3xz+1=3x(x+1)—2

{ disributiva }

3xx+1=3*xx+3—-2

= { aritmética }

3xx+1=3*xx+1
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= { reflexividad de la igualdad }

True

Usamos la palabra True para denotar la proposiciéon que siempre es verdadera,
independientemente de los valores de las variables que se estén usando. Esto signi-
fica que para cualquier valor de la variable x la ecuacién es verdadera o, dicho de
otro modo, que el conjunto de soluciones de la tltima ecuacién es el de todos los
enteros (o naturales, o reales, segiin como se haya planteado el problema). Por lo
tanto, como resultado de la demostracién, el conjunto de soluciones de la ecuacion
3xx+1=3x(x+1)—2es el de todos los niimeros enteros.

Ejemplo 1.3

Consideremos ahora la resolucién de la siguiente ecuacién:
3xx4+1=3*(zx+1)

{ disributiva }

3xx+1=3xx+3

= { restamos 3 * z en cada miembro }
1=3

= { igualdad de enteros }

False

Simétricamente al ejemplo anterior, la proposicion False es la que es falsa para
cualquier valor de z. Se dice en este caso que la ecuacién no tiene soluciéon o equi-
valentemente que su conjunto de soluciones es vacio. Por lo tanto, como resultado
de la demostracion, el conjunto de soluciones de la ecuacion 3« x +1 =3 * (z + 1)
es vacio, o directamente, no tiene solucion.

Ejemplo 1.4

Resolveremos ahora la siguiente ecuacién cuadratica
rx(x—2)=3%(x—2)

= { restamos 3 * (z — 2) a ambos términos }
zx(x—2)—3x(x—2)=0

= { distributiva }

(z=3)x(x—2)=0

{ producto igual a 0: axb=0=a=0Vb=0}

r—3=0Ve—-2=0

= { sumamos 3 al primer término y 2 al segundo }
r=3Ve=2
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Se ha llegado entonces a una férmula logica que comprende dos ecuaciones.
El conectivo V denota la diyuncién inclusiva de dos férmulas logicas. El uso de
conectivos 16gicos permite mantener el formato unificado de demostracién atin en
los casos en los cuales hay méas de una solucién. Esto hace més facil entender
la conexién que hay entre las dos ecuaciones obtenidas (x = 3 y z = 2). La
ultima férmula tiene claramente como conjunto de soluciones a los valores 3 y 2,
y por la demostracién, es el mismo conjunto de soluciones que para la ecuacion

rx(x—2)=3x*(z—2).

Observacion: Un producto de dos reales es cero si alguno de los factores lo es. La
presentacién de esta regla usando una equivalencia no es la usual en los libros de
matematica pese a que, como se ve en el ejemplo, ayuda a simplificar los calculos.

Ejemplo 1.5

Como ultimo ejemplo consideremos la siguiente ecuacién cubica:
(x—1)*(22+1)=0

= { producto igual a 0: axb=0=a=0Vb=0}
zr—1=0va?4+1=0

{ sumamos 1 al primer término y restamos 1 al segundo }
r=1va?=-1

{ el cuadrado nunca es negativo }
x =1V False

{ False es neutro para el V }

r=1

El ultimo paso implica un conocimiento de las propiedades de los conectivos
l6gicos. En capitulos posteriores se veran estas propiedades detalladamente.

1.2 Resolucion de desigualdades

A continucién veremos el uso de la misma notacién para resolver desigualdades.
Nos vamos a concentrar en obtener la validez de desigualdades que contengan raices
cuadradas. Como veremos, utilizando el férmalismo 16gico, esta tarea se resuelve
de manera muy simple, mostrando la potencia que tiene esta herramienta.

Ejemplo 1.6

Supongamos que queremos determinar si el nimero v/24 /7 es menor que v/34++/5
sin usar una calculadora. Notemos, que ambas expresiones no dependen de ninguna
variable, con lo cual la desigualdad V24+V7<V3+V5 posee un valor de verdad
fijo (verdadero o falso). La idea es aprovechar las propiedades de las desigualdades
y transformar la expresién a resolver en una més simple cuyo valor de verdad sea
inmediato.
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V2+VT<V3+15

{ a <b=a? < b? para a,b positivos }
(V2+V7)? < (V3 +5)?

= { cuadrado de un binomio }
2425vV25VT+7<34+2xV3xV5+5
{ aritmética }
9+2%v2xV7T<8+2%x3x5

{ restamos 8 a ambos miembros }
14+2%vV2%V7<2%/3%5

{ elevamos al cuadrado }

14252527 +4%2%x7<4%3%5

{ aritmética }

57 + 2% 2% /27 < 60

{ restamos 57 a ambos miembros }
2% 2%/2V7 <3
{ elevamos al cuadrado }

1627 <3%3

{ aritmética }

224 <9

{ aritmética }

False

A partir de la demostracién vemos que la férmula V2 + V7 <3+ /5 tiene
el mismo valor de verdad que la férmula False, por lo tanto no es el caso que
V2+ VT <V3+ V5.

Podriamos haber intentado probar que ambos términos de la desigualdad an-
terior son iguales o que el primero es mayor que el segundo (estos son los tnicos
casos posibles restantes). Dado que todas las propiedades usadas preservan tanto
la relaciéon de menor, la de igualdad como la de mayor, la demostracién puede fa-
cilmente adaptarse para mostrar que V247> V3+V5es equivalente a 224 > 9
lo cual es obviamente cierto. De la misma forma, para el caso de la igualdad lle-
garemos a un resultado negativo ya que no se cumple 224 = 9. Con ello logramos
obtener cual es la relacion que hay entre los dos términos.



8 PRELIMINARES

1.3 ;Qué se puede aprender de una torta?

Presentaremos ahora un ejemplo para aclarar los conceptos. El mismo esta
tomado de E.W.Dijkstra [Dij89] donde la solucién se atribuye a A.Blokhuis. La
idea de presentar los inconvenientes del razonamiento por ensayo y error usando
este ejemplo estd inspirada en una discusién similar en [Coh90].

Problema: En una torta circular se marcan N puntos sobre el contorno y luego
se trazan todas las cuerdas posibles entre ellos. Se supone que nunca se cortan
mas de dos cuerdas en un mismo punto interno. ;Cuédntas porciones de torta se
obtienen?

Antes de seguir leyendo, resuelva el problema de la torta.

Analizaremos los casos N=1, N=2, N=3, etc., tratando de inferir una formula-
cién vélida para N arbitrario:
Si N=1, obtenemos 1 pedazo. Si N=2, obtenemos 2 pedazos.

Ntumero de puntos 1 2
Ntumero de porciones 1 2

Avancemos un poco mas. Si N=3, obtenemos 4 pedazos. Para tratar de tener
mas informacién tomamos N=4 y obtenemos 8 pedazos.

Ntmero de puntos 1
1

2 3 4
Nimero de porciones 2 4 8

Pareceria que estd apareciendo un patrén, dado que las cantidades de porciones
son las sucesivas potencias de 2. Proponemos entonces como posible solucién que
la cantidad de pedazos es 2V ~1. Probemos con N=5. Efectivamente, se obtienen
16 pedazos (jparece que 2V ~! es correcto!).

Ntumero de puntos 1 2 3 4 5
Numero de porciones 1 2 4 8 16

Para estar més seguros probemos con el caso N=6, para el cual deberiamos
hallar N=32.

5 6

Numero de puntos 3 4
4 8 16 31

1 2
Ntmero de porciones 1 2
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Si N=6, obtenemos 31 pedazos (j2V~! no sirve!).

Podemos probar con N = 7, a ver si reaparece algin patrén util.

Numero de puntos

1 2 3 4 5 6 7
Numero de porciones 1 2 4 8

16 31 57

Probablemente ya estamos bastante cansados de contar.

Claramente, el procedimiento seguido no es el mas indicado, pues no conduce
a la solucién del problema. Peor ain, puede conducir a un resultado erréneo (por
ejemplo, si hubiésemos analizado s6lo hasta N=5).

Podria resumirse el método usado como: adivine y asuma que adiviné bien
hasta que se demuestre lo contrario.

Lamentablemente el método de ensayo y error, el cual fracasé para este ejemplo,
es usado frecuentemente en programacién. El problema principal de este método es
que a través de adivinaciones erréneas se aprende muy poco acerca de la naturaleza
del problema. En nuestro ejemplo, lo tinico que aprendimos es que el problema es
mas dificil de lo que podria esperarse, pero no descubrimos ninguna propiedad in-
teresante que nos indique algtin camino para encontrar una solucién. Por otro lado,
en general no es simple saber si se ha adivinado correctamente. En nuestro caso,
la “solucion” fallé6 para N=6, pero podria haber fallado para N=30. Otro proble-
ma metodolégico es la tendencia, demasiado frecuente en programacion, a corregir
adivinaciones erréneas a través de adaptaciones superficiales que hagan que la
solucién (el programa) “funcione”, ensayando algunos casos para “comprobarlo”.
Este método de ensayo y error no es adecuado para la construccién de programas
correctos, ademds, como ya lo enunciara Dijkstra en [Dij76] convirtiéndose luego
en un slogan:

Los ensayos (tests) pueden revelar la presencia de errores, pero nunca
demostrar su ausencia.

Pensemos en una solucién adecuada para el problema anterior. ;En cudnto se
incrementa la cantidad de porciones al agregar una cuerda? Como cada cuerda
divide cada porcién que atraviesa en dos partes, una cuerda agrega una porcién
por cada porcién que atraviesa. A este razonamiento lo escribiremos de la siguiente
manera;

numero de porciones agregadas al agregar una cuerda
= { cuerdas dividen porciones en dos }
nuimero de porciones cortadas por la cuerda
Al igual que cuando trabajamos con aritmética y desigualdades, entre llaves se

coloca la explicacién del vinculo entre las dos afirmaciones (en este caso el vinculo
es el signo = ). Completemos el razonamiento:
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numero de porciones agregadas al agregar una cuerda
= { cuerdas dividen porciones en dos }
namero de porciones cortadas por la cuerda
= { una porcién se divide por un segmento de cuerda }
nimero de segmentos de la cuerda agregada
= { los segmentos son determinados por puntos de interseccién internos }
1 + ntmero de puntos de interseccién internos sobre la cuerda

Una vez que tenemos este resultado podemos calcular en cudnto se incrementa
el nimero de porciones si se agregan ¢ cuerdas.

nuimero de porciones agregadas al agregar c¢ cuerdas

= { resultado anterior y el hecho que cada punto de interseccién interno es
compartido por exactamente dos cuerdas }

¢ + total de puntos de interseccién internos en las ¢ cuerdas.

Dado que si comenzamos con 0 puntos tenemos una porcién (toda la torta) y
agregar ¢ cuerdas nos incrementa el nimero en ¢ + (total de puntos de interseccién
internos), si definimos

f = numero de porciones
¢ = nuamero de cuerdas
p = numero de puntos de interseccién internos

hemos deducido que
f=1+c+p

En este punto hemos podido expresar el problema original en téminos de la
cantidad de cuerdas y de puntos de interseccién internos. Falta expresar ahora
estas cantidades en términos de la cantidad de puntos sobre la circunferencia. Esto
puede lograrse con relativa facilidad usando principios geométricos y combinatorios
elementales. Para terminar, entonces, tenemos que expresar f en términos de N.

f

= { f=ntmero de porciones, c=ndmero de cuerdas agregadas, p=ntmero
de puntos de interseccién internos }

1+c+p

= { una cuerda cada dos puntos }

1+ () +
o ) +P
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= { un punto de interseccién interna cada 4 puntos en la circunferencia }

v (3)+ ()
{ dlgebra }

N4 —6N?® +23N2 — 18N
24

1+

Observemos que ademds de haber obtenido un resultado, también tenemos una
demostraciéon de que el mismo es correcto.

Notese que si alguien nos hubiera propuesto el resultado final como solucién
al problema no habriamos estado del todo convencidos de que es el resultado
correcto. La conviccién de la correccion del resultado estd dada por el desarrollo
que acompana al mismo. Algo andlogo ocurre con los programas.

{Cudles fueron las razones que hicieron al desarrollo convincente? Por un la-
do, los pasos del desarrollo fueron explicitos, no fue necesario descomponerlos en
componentes mas elementales. Estos tuvieron ademas un tamaiio adecuado. Otro
factor importante fue la precisién; cada paso puede verse como una manipulacién
de férmulas, en este caso aritméticas.

1.4 Expresiones aritméticas

A continuacion profundizaremos algunos conceptos utilizados en las secciones
anteriores aunque no fueron nombrados de forma explicita. Comenzaremos con
los de estado, evaluacién y sustitucion. Los mismos tienen sentido para diferentes
conjuntos de expresiones, por ejemplo expresiones aritméticas, booleanas, de con-
juntos, etc. En particular, en las secciones anteriores se manipularon expresiones
aritméticas. Una sintaxis posible para éstas puede ser la presentada en la siguiente
definicién:

» Una constante es una expresién aritmética (e.g. 42)

= Una variable es una expresién aritmética (e.g. x)

= Si E es una expresién aritmética, entonces (F) también lo es.
= Si F es una expresién aritmética, entonces —FE también lo es.

= Si E'y F son expresiones aritméticas, también lo serdn (E + F), (E — F),

= Sélo son expresiones las construidas usando las reglas precedentes.
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La reglas enunciadas permiten la construcciéon de expresiones aritméticas. Por
ejemplo la expresion ((3 + x) * 2) pudo haber sido construida usando la siguiente
secuencia de pasos: se construyen las expresiones 3 por la primera regla y x por
la segunda. Se aplica luego la regla del + para construir (3 4+ ). Por tltimo se
construye la expresién 2 y se juntan ambas con la regla que permite introducir el
operador de producto, obteniendo finalmente la expresién ((3 + z) * 2).

De aqui en adelante utilizaremos letras mayusculas para denotar expresiones y
letras minusculas para las variables.

Precedencia. Para abreviar las expresiones usando menos paréntesis se suelen
usar reglas de precedencia. Estas reglas establecen cémo leer una expresién en los
casos en los que pueda resultar ambigua. Por ejemplo, en la aritmética se entiende
que la expresién 7 x5+ 7 debe leerse como (7% 5) 4+ 7 y no como 7 % (54 7). En
este caso se dice que el operador * tiene precedencia sobre el + , es decir que
liga de manera mas fuerte las expresiones que une. La precedencia que asumiremos
para los operadores aritméticos es la usual. La expresién construida anteriormente
puede abreviarse como (3 + x) * 2.

Definicion 1.1 (Asignacion de valores o estado)

Una asignacion de valores a las variables de una expresién es una funcién del
conjunto de variables en el conjunto de nimeros pertinente. Otra expresion usada
frecuentemente para este concepto es estado, sobre todo en informaética.

Un estado en particular serd escrito como un conjunto de pares. El primer
elemento de cada par serd el nombre de la variable y el segundo su valor. En
el conjunto habrda un solo par para cada variable que aparezca en la expresién.
Por ejemplo, un estado posible de la expresién x x5 + y es {(x,3), (y,8)}. En el
ejemplo 1.1 el tinico estado que hace verdadera la ecuacién es {(z,2)}.

Definicién 1.2 (Evaluacién)

Dada una asignacion de valores a las variables de una expresién, puede realizarse
la evaluacion de ésta, es decir, calcular el valor asociado a dicha expresion a través
de la asignacion de valores a las variables. Por ejemplo, la expresién x x5 + y
evaluada en el estado {(x,8),(y,2)} da como resultado el nimero 42, el cual se
obtiene de multiplicar por cinco el valor de x y luego sumarle el valor de y.

1.5 Sustitucion

Sean E y F dos expresiones y sea x una variable. Usaremos la notacién

E(x:=F)

para denotar la expresién que es igual a E donde todas las ocurrencias de x han
sido reemplazadas por (F'). Cuando los paréntesis agregados a F' sean innecesarios
nos tomaremos la libertad de borrarlos sin avisar. Por ejemplo,
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(+y)ly:=2x2)=(x+(2%2))=x+2x2

Es posible sustituir simultdneamente una lista de variables por una lista de
expresiones de igual longitud. Esto no siempre es equivalente a realizar ambas
sustituciones en secuencia. Por ejemplo:

(x+2)(z,z:=2+1,4)=2+1+4
mientras que
(z+2)(z:=24+1)(z:=4)=(z4+14+2)(z:=4) =4+ 1+4

Tomaremos como convencién que la sustitucion tiene precedencia sobre cual-
quier otra operacion, por ejemplo

x4+ z(z,z=z+1,4)=x+ (2(z,z:=2+1,4)) =x+4

Notese que sustituir una variable que no aparece en la expresién es posible y
no tiene ningun efecto.

Frecuentemente se usard el simbolo x para denotar una secuencia no vacia
de variables distintas. Si entonces F' denota una secuencia de expresiones de la
misma longitud que z, la expresién E(z := F') denotard la expresién E donde
se han sustituido simultdneamente las ocurrencias de cada elemento de x por su
correpondiente expresion en F'.

Sustitucion y evaluacién. Es importante no confundir una sustitucién, la cual
consiste en el reemplazo de variables por expresiones (obteniendo asi nuevas ex-
presiones) con una evaluacién, la cual consiste en dar un valor a una expresién a
partir de un estado dado (es decir, de asumir un valor dado para cada una de las
variables de la expresién).

1.6 Igualdad y regla de Leibniz

Definiremos ahora el operador de igualdad, el cual nos permitira construir
expresiones booleanas a partir de dos expresiones de cualquier otro tipo. Este ope-
rador ya fue utilizado en los ejemplos de la seccién 1.1 para definir ecuaciones a
partir de dos expresiones aritméticas. Como vimos en estos ejemplos, las expresio-
nes booleanas son aquellas cuya evaluacion en un estado dado devolvera sélo los
valores de verdad True (verdadero) o False (falso).

La expresion F = F evaluada en un estado sera igual al valor True si la
evaluacién de ambas expresiones F y F' en ese estado producen el mismo valor.
Si los valores son distintos su valor final serd False. La expresion F = F se
considerard verdadera (o equivalente a la expresién True) si su evaluacién en
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todo estado posible produce el valor True. Si su evaluacién en todo estado posible
produce el valor False la expresion serd falsa (o equivalente a la expresién False).
Notar, como en el primer ejemplo de la seccién 1.1, la existencia de expresiones
que no son verdaderas ni falsas. En estos casos la expresién en cuestion se evaluara
a distintos valores segun el estado considerado, por lo que no se podra asignar un
valor de verdad a la misma.

Observacion: De lo dicho anteriormente, debe quedar claro la diferencia entre
una expresion y un valor. Una expresiéon es una entidad de carédcter sintactico.
Su definicién puede expresarse de manera puramente formal dando la manera de
construirla y su precedencia, como se hizo con las expresiones aritméticas en la
seccion 1.4. Pero el concepto de valor asociado a una expresién solo tiene sentido
si partimos de un estado dado. Esta diferencia conceptual entre una expresion y
su valor ya fue establecida en la seccion 1.1, al referirnos al conjunto de soluciones
de una ecuacién aritmética. Este conjunto contiene justamente los estados para
los cuales la ecuacién se evalia al valor True. Sin este conjunto la ecuacion por si
sola no tiene nesesariamente un valor.

Observacion: También debe quedar claro que existen expresiones que tienen el
mismo valor independiente del estado. Este es el caso de las desigualdes tratadas
en la seccién 1.2, o las expresiones “T'rue”, “False”, “1 = 2" o “z — x”.

Observacion: Se habra podido observar también que hemos usado indistintamente
la notacién True y False para indicar los valores y las expresiones que denotan
los mismos. También sucederd lo mismo para expresiones aritméticas que tienen
asociado directamente un valor, como por ejemplo “17, 27, “3” (esta asociacién
serd discutida en el capitulo 8). El lector podrd discernir cuando se esté hablando
de uno u otro concepto segun el contexto en el que se esté hablando.

Una forma alternativa de demostrar que dos expresiones son iguales sin tener
que recurrir a su evaluacién en cualquier estado posible es aplicar leyes conocidas
para ese tipo de expresiones (como vimos con las leyes de la aritmética en las
secciones 1.1 y 1.2) y las leyes de la igualdad. Esta manera es més ttil cuando
se quiere razonar con expresiones. Si las leyes caracterizan la igualdad (es decir
que dos expresiones son iguales si y sélo si pueden demostrarse iguales usando las
leyes), puede pensarse a éstas como la definicién de la igualdad.

La igualdad es una relacién de equivalencia, o sea que satisface las leyes de
reflexividad, simetria y transitividad. La reflexividad nos da un axioma del cual
partir (o al cual llegar) en una demostracién de igualdad, la simetria permite
razonar “hacia adelante” o “hacia atras” indistintamente, mientras que la transiti-
vidad permite descomponer una demostraciéon en una secuencia de igualdades mas
simples.



1.6 IGUALDAD Y REGLA DE LEIBNIZ 15

Otra propiedad caracteristica de la igualdad es la de reemplazo de iguales por
iguales. Una posible formulacién de dicha regla es la siguiente:

X=Y

Leibniz:
P e =X)=E(x = Y)

donde X, Y y F son cualquier expresion.

La forma de leer la regla anterior es la siguiente: si la expresion por encima de
la barra se evalia al valor True para todo estado posible, entonces la expresion
de abajo también lo hace. O dicho de otra manera, si la expresion de arriba es
verdadera (equivalente a la expresion T'rue) entonces la expresion de abajo también
lo es.

En la siguiente tabla se resumen las leyes que satisface la igualdad.

reflexividad: X =X
simetria: (X=Y)=(Y =X)
transitividad: X=Y,Y=2
X=Z
o X=Y
Leibniz: Ex:=X)=E(x:=Y)

Fue Leibniz quien introdujo la propiedad de que es posible sustituir en una
expresion (légica en su definicién) elementos por otros que satisfacen el predicado
de igualdad con ellos sin que ésto altere el significado de la expresion. En realidad,
Leibniz fue més alla y asumié también la conversa, es decir que si dos elementos
pueden sustituirse en cualquier expresion sin cambiar el significado, entonces estos
elementos son iguales.

Ejemplo 1.7 (Maximo entre dos niimeros)
Veamos ahora un ejemplo donde aplicaremos una serie de reglas nuevas. Los axio-
mas presentados aqui no son necesariamente los mas simples ni completos. Luego
de trabajar con el calculo proposicional y con la nocién de equivalencia logica
presentaremos una versién mads simple y completa del méximo y minimo (ver sec-
cién 4.6).

Consideremos el operador binario max, el cual aplicado a dos nimeros de-
vuelve el mayor. El operador max tendrd mas precedencia que el -+, o sea que
P+ @ max R =P+ (Q max R). Satisfard ademds los siguientes axiomas:

Axioma 1.3 (Conmutatividad)

P max Q = @ max P
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Axioma 1.4 (Asociatividad)

P max (Q max R) = (P max () max R

Axioma 1.5 (ldempotencia)

P max P=P

Axioma 1.6 (Distributividad de + con respecto a max)

P+ (Q max R) = (P+ Q) max (P + R)

Axioma 1.7 (Conexién entre max y >)

Pmax Q > P

La forma axiomatica de trabajar es asumir que los axiomas son ciertos y de-
mostrar las propiedades requeridas a partir de ellos y de las reglas de inferencia,
las cuales nos permiten inferir proposiciones validas a partir de otras. Para el caso
del maximo, asumiremos las reglas de inferencia de la igualdad, las de orden del >,
y la siguiente regla de sustitucion, la cual dice que si tenemos una proposicion que
sabemos verdadera (e.g. un axioma o un teorema previamente demostrado), po-
demos sustituir sus variables por cualquier expresién y seguiremos teniendo una
expresién verdadera.

Sustitucion: m

Dado que el operador max es asociativo y conmutativo, evitaremos el uso de
paréntesis cuando sea posible, por ejemplo en la préxima propiedad a demostrar.
Usando estas reglas se demostraré la siguiente propiedad:

Teorema 1.8
Wmax X +Y max Z = (W +Y) max (W + Z) max (X +Y) max (X + Z)

DEMOSTRACION

La demostracién se realiza paso a paso aplicando Leibniz combinado a veces con la
regla de sustitucion. Un paso de demostracién de una igualdad tendrd en general
la forma

E(z:=X)
={X=Y}
E(z:=Y)
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Trataremos de transformar la expresion més compleja en la més simple.

Puede justificarse el formato de demostracién mostrando que en realidad es
simplemente una forma estilizada de aplicar las reglas de inferencia definidas antes.
Por ejemplo, la primera igualdad del teorema a demostrar puede justificarse como
sigue:

P+(Q max R)=(P+Q) max (P+R)

(W4Y max Z)=(W+Y) max (W+2)
(W+Y max Z) max (X+Y) max (X+2Z)=(W+Y) max (W+Z) max (X+Y) max (X+2)
(W+Y) max (W+Z) max (X+Y) max (X+2Z)=(W+Y max Z) max (X+Y) max (X+2)

Donde el primer paso es una aplicacién de la regla de sustitucion, el segundo
de Leibniz y el ultimo de simetria de la igualdad.

(W+Y) max (W + Z) max (X +Y) max (X + 2)

= { Distributividad del + respecto del max, con P:=W, Q =Y,
R:=27}
(W +Y max Z) max (X +Y) max (X + 2)
= { Distributividad del + respecto del max, con P:= X, Q:=Y,
R=27}
(W +Y max Z) max (X +Y max Z)
= { Conmutatividad del max, con P:=W,Q :=Y max Z }
(Y max Z + W) max (X +Y max Z)
= { Conmutatividad del max, con P:= X,Q :=Y max 7 }
(Y max Z + W) max (Y max Z + X)

= { Distributividad del + respecto del max, con P:=Y max Z, Q := W,
R:=X}
Y max Z + W max X
= { Conmutatividad del + }

W max X +Y max Z
El formato de la demostracion anterior es el siguiente:

Ey
= { Ley aplicada o justificacién de Ey = E; }
Ky
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= { Ley aplicada o justificacién de E,_; = E,, }
E,

luego, usando transitividad, se concluye que Ey = F,,.

Debido a que (casi) todos los pasos de la demostracién son explicitos, esta es
quizas mas larga de lo esperado. Dado que en informatica es necesario usar la logica
para calcular programas, es importante que las demostraciones no sean demasiado
voluminosas y menos aun tediosas. Afortunadamente, esto puede conseguirse sin
sacrificar formalidad, adoptando algunas convenciones y demostrando algunos me-
tateoremas, es decir, teoremas acerca del sistema formal de la légica. Este ultimo
punto serd tratado en el capitulo 3.

Hemos ya adoptado la convencién de no escribir los paréntesis cuando un ope-
rador es asociativo con el consiguiente ahorro de pasos de demostraciéon. De la
misma manera, cuando un operador sea conmutativo, intercambiaremos libremen-
te los términos sin hacer referencia explicita a la regla. Ademads, cuando no se
preste a confusion juntaremos pasos similares en uno y no escribiremos la susti-
tucién aplicada cuando ésta pueda deducirse del contexto. Asi, por ejemplo, la
demostracion anterior quedaria como sigue:

(W+Y) max (W + Z) max (X +Y) max (X + 2)
= { Distributividad del + respecto del max }
(W+4+Y max Z) max (X +Y max Z)
= { Distributividad del + respecto del max }
Y max Z 4+ W max X

1.7 Funciones

Una funcion es una regla para computar un valor a partir de otro u otros. Por
ejemplo, la funciéon que dado un numero lo eleva al cubo se escribe usualmente en
matematica como

flz) =2a®

Para economizar paréntesis (y por otras razones que quedardn claras mds ade-
lante) usaremos un punto para denotar la aplicacién de una funcién a un argumen-
to; asi la aplicacién de la funcién f al argumento x se escribira f.z. Por otro lado,
para evitar confundir el predicado de la igualdad (=) con la definicién de funciones,
usaremos un simbolo ligeramente diferente: = . Con estos cambios notacionales la
funcién que eleva al cubo se escribird como

foa =23

Si ahora quiere evaluarse esta funcién en un valor dado, por ejemplo en (el
valor) 2 obtenemos
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72
= { aplicacién de f }
23
= { aritmética }
8

Puede notarse que el primer paso justificado como “aplicacién de f” es sim-
plemente una sustitucién de la variable x por la constante 2 en la expersién que
define a f. Esto puede hacerse para cualquier expresién, no necesariamente para
constantes. Por ejemplo

f(z+1)

= { aplicacién de f }
(z+1)°

= { aritmética }

B 4+3%224+3x2+1

La aplicacién de funciones a argumentos puede definirse entonces usando sus-
titucién. Si se tiene una funcién f definida como

fx=FE

para alguna expresién F, entonces la aplicacién de f a una expresién cualquiera
X estard dada por
fX=E(x:=X)

La idea de sustitucién de iguales por iguales (regla de Leibniz) y la de funcién
estdn fntimamente ligadas, por lo cual puede postularse la siguiente regla (derivada
de la regla usual de Leibniz y la definicién de aplicacién de funciones), la cual
llamaremos, para evitar la proliferacion de nombres, regla de Leibniz:

X=Y
FX=/fY

Las funciones seran uno de los conceptos esenciales de este libro. Volveremos
sobre ellas en el capitulo 7.
1.8 Breve descripcion de lo que sigue

El estilo de demostracién presentado en las secciones precedentes tiene la ven-
taja de ser bastante autocontenido y de ser explicito cuando se usan resultados
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de otras dreas. Esto hace a las demostraciones muy faciles de leer. Puede pare-
cer exagerado poner tanto énfasis en cuestiones de estilo, pero dada la cantidad
de manipulaciones formales que es necesario realizar cuando se programa, estas
cuestiones pueden significar el éxito o no de un cierto método de construccion de
programas.

Las manipulaciones formales de simbolos son inevitables en la programacién,
dado que un programa es un objeto formal construido usando reglas muy preci-
sas. Cuando se usa el método de ensayo y error no se evitan las manipulaciones
formales, simplemente se realizan usando como tUnica guia cierta intuiciéon opera-
cional. Esto no sélo vuelve més dificil la construccién de dichos programas, sino
que atenta contra la comprensién y comunicacién de los mismos, ain en el caso
en que estos sean correctos. La misma nocién de correccién es dificil de expresar
si no se tiene alguna manera formal de expresar las especificaciones.

En lo que sigue del libro se presentard un formalismo que permite escribir es-
pecificaciones y programas y demostrar que un programa es correcto respecto de
una especificacion dada. Este formalismo estard basado en un estilo ecuacional
de presentar la légica matemdtica usual. Se dispondra de un repertorio de reglas
explicitas para manipular expresiones, las cuales pueden representar tanto especi-
ficaciones como programas. El hecho de limitarse a un conjunto predeterminado de
reglas para razonar con los programas no serd necesariamente una limitacion para
construirlos. Lo que se consigue con esto es acotar las opciones en las derivaciones,
lo cual permite que sea la misma forma de las especificaciones la que nos guie en
la construccién de los programas. Por otro lado, al explicitar el lenguaje que se
usard para construir y por lo tanto para expresar los programas y las demostra-
ciones, se reduce el “ancho de banda” de la comunicacién, haciendo que sea mas
facil comprender lo realizado por otro programador y convencerse de la correccién
de un programa dado.

Concluimos esta secciéon con una cita pertinente.

It is an error to believe that rigor in the proof is an enemy of
simplicity. On the contrary, we find confirmed in numerous examples
that the rigorous method is at the same time the simpler and the more
easily comprehended. The very effort of rigor forces us to discover sim-
pler methods of proof. It also frequently leads the way to methods which
are more capable of development than the old methods of less rigor.

David Hilbert

1.9 Ejercicios

Ejercicio 1.1
Resolver las siguientes ecuaciones:

m 2xx+3=25
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m 2xx+3=2x%x

Ejercicio 1.2

Simplificar la expresion (n + 1)2 — n? de manera que no aparezcan potencias.
Ejercicio 1.3

Demostrar que \/§ + V11 >V5+V7

Ejercicio 1.4

Determinar el orden entre v/3 4+ v/13 y V5 4+ V11

Ejercicio 1.5

Describiremos ahora un algoritmo para determinar si una suma de raices cuadradas
Vva+ Vb es menor que otra Ve+ V/d, donde a, b, ¢, d son todos nimeros naturales.
El algoritmo no funciona para cualesquiera a, b, ¢, d. Encontrar un contraejemplo
y corregir el algoritmos para que funcione siempre:

Paso 1. Elevar al cuadrado ambos miembros y simplificar la desigualdad para
que quede de la forma p + /g <7 + /5.

Paso 2. Restar p a ambos miembros y simplificar el miembro derecho de ma-
nera que la desigualdad quede de la forma /g <t + /s.

Paso 3 Elevar ambos miembros al cuadrado. Simplificar el miembro derecho
para que quede de la forma q < u + /v.

Paso 4. Restar v a ambos miembros y simplificar dejando la desigualdad de
la forma w < V1.

Paso 5. Elevar de nuevo al cuadrado y simplificar. Quedan dos nimeros en-
teros. Si el primero es menor que el segundo, entonces la desigualdad es
verdadera.

Ejercicio 1.6

Resolver a través de un calculo andlogo al usado para el problema de la torta
el siguiente problema (mucho més simple) extraido de [Coh90]. El objetivo del
ejercicio es construir una demostraciéon al estilo de la usada para la torta, con
pasos cortos y justificados.

Un tren que avanza a 70 Km/h se cruza con otro tren que avanza en
sentido contrario a 50 Km/h. Un pasajero que viaja en el segundo tren
ve pasar al primero durante un lapso de 6 segundos. ;Cudntos metros
mide el primer tren?

Ejercicio 1.7
Dar el conjunto de estados para los cuales la expresion

-1
R estd bien definida.
72 —
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Ejercicio 1.8
Realizar las siguientes sustituciones eliminando los paréntesis innecesarios.

1. (x +2)(z :=6)

2. (z42)(x:=2+6)

3. (zxz)(x:=2+1)

4. (z+2)(y := 2)

5. (x*(z+1)(z:=24+1)

Ejercicio 1.9
Realizar las siguientes sustituciones simultaneas eliminando los paréntesis innece-
sarios.

1. (z+y)(z,y:=6,3*2)
2. (2 +2)(z,y =y + 5,2 +06)
3. (I*( Z))(Ivy:2+laz)
4. (x4 y)(y,z:=6,3%2)
5. (xx(z+ 1) (z,y,2 := 2,y, )

Ejercicio 1.10
Realizar las siguientes sustituciones eliminando los paréntesis innecesarios.

L (z+2)(z:=6)(y :==z)

)@=y +6)(y:=z—06)
z+y)(z:=y)(y:=3%z)
z+y)(y=3x2)(z:=y)

2. (z+2
3. (

4. (

5. (zx(z+ 1)(x,y,2:=z,9y,2) (2 :=y)

6. dxzxx+dxyxz+y*y)(z,y:=y,z)(y:=3)

Ejercicio 1.11
Demostrar las siguientes desigualdades.

1. Xmax —X + Y max =Y > (X +Y) max —(X +7Y)
2. (X+2)max(Y+2)+ (X —Z)max (Y -2Z) > X +Y

Ejercicio 1.12
Definir el valor absoluto en términos del méximo y demostrar la desigualdad trian-

gular:
X[+ Y] = |X+Y]



Capitulo 2
Légica proposicional

“Who did you pass on the road?” the King went on, holding out his
hand to the Messenger for some hay.

“Nobody,” said the Messenger.

“Quite right,” said the King: “this young lady saw him too. So of
course Nobody walks slower than you.”

“I do my best,” the Messenger said in a sullen tone. “I'm sure nobody
walks much faster than I do!”.

“He can’t do that,” said the King, “or else he’d have been here first.
However, now you’ve got your breath, you may tell us what happened
in the town.”

Lewis Carroll: Through the Looking-Glass

2.1 Introduccidon

Se suele definir a la logica como el estudio de los métodos y principios usados
para distinguir los razonamientos correctos de los incorrectos. En este sentido, la
léogica estudia basicamente la forma de estos razonamientos, y determina si un
razonamiento es valido o invélido pero no si la conclusién de este es verdadera o
no. Lo unico que la légica puede afirmar de un razonamiento correcto es que si se
partié de premisas verdaderas la conclusién serd verdadera, pero en el caso que
alguna de las premisas sea falsa nada se sabra del valor de verdad de la conclusién.

Uno de los conceptos bésicos de logica es el de proposicion. Suele definirse una
proposicién como una sentencia declarativa de la cual puede decirse que es verda-
dera o falsa. Asi se las distingue de otros tipos de oraciones como las interrogativas,

23
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exclamativas o imperativas, dado que de una pregunta, una exlamacién o una or-
den no puede decirse que sea verdadera o falsa: su funcién en el lenguaje no es
postular o establecer hechos.

En los textos de légica suele distinguirse entre una oracién o sentencia y su
significado, reservandose la palabra proposicion para este ultimo. Por ejemplo

Est4 lloviendo afuera.
Afuera estd lloviendo.

seran consideradas como dos oraciones diferentes pero no se las distinguird como
proposiciones, dado que su significado es obviamente el mismo.

Otro ejemplo usual de diferentes oraciones que dan lugar a la misma proposicién
es el de las oraciones en diferentes idiomas, por ejemplo

Llueve.
11 pleut.
It rains.
Het regent.

seran consideradas iguales como proposiciones.

Por supuesto que la relacién entre oraciones y proposiciones es un fenémeno
complejo el cual involucra, entre otras cosas, temas tan controversiales como la
nocién de seméntica del lenguaje natural. No avanzaremos mas en este punto,
quedandonos con una nocién pretedrica de significado.

Las proposiciones seran usadas esencialmente en razonamientos. Entendemos
por razonamiento a un conjunto de proposiciones de las cuales se afirma que una
de ellas se deriva de las otras. En este sentido, un razonamiento no es cualquier
conjunto de proposiciones sino que tiene una estructura. La conclusion de un ra-
zonamiento es una proposicién que se deriva de las otras, llamadas premisas. Se
supone que las premisas sirven como justificacién o evidencia de la conclusién. Si
el razonamiento es vélido, no puede aceptarse la verdad de las premisas sin aceptar
también la validez de la conclusién.

Ejemplos de razonamientos validos

Como es usual escribimos las premisas una debajo de la otra, luego trazamos
una raya, la cual podria leerse como “por lo tanto” o “luego” y debajo de ella
escribimos la conclusién.

Ejemplo 2.1
El primero es uno de los méas usados a lo largo de la historia de la logica.

Todos los hombres son mortales.
Soécrates es hombre.
Sécrates es mortal
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Ejemplo 2.2

El siguiente razonamiento tiene premisas falsas, pero la forma es correcta: si fueran
ciertas las premisas deberia serlo también la conclusién. Esta forma de razonamien-
to recibe el nombre de silogismo en la logica clasica.

Las arafias son mamiferos.
Los mamiferos tienen seis patas.
Las aranas tienen seis patas.

Ejemplo 2.3

En los capitulos siguientes veremos como puede mostrarse la validez de un razona-
miento. Este tltimo ejemplo de razonamiento correcto es més simple en este sentido
que los anteriores, dado que las herramientas tedricas necesarias para demostrarlo
son més elementales.

Si tuviera pelo seria feliz.
No soy feliz.
No tengo pelo.

Ejemplos de razonamientos invalidos

Ejemplo 2.4
Si tuviera pelo seria feliz.
No tengo pelo.
No soy feliz.

Obviamente un pelado feliz puede creer en la primera premisa, por lo cual
serfan vélidas ambas y no la conclusién. Otra forma de ver que no es vélido es
construir otro razonamiento de la misma forma, por ejemplo

Si me tomara una damajuana de vino me emborracharia.
No me tomé una damajuana de vino.
No estoy borracho.

Bueno, podria haberme tomado un barril de cerveza.

Ejemplo 2.5
Otro ejemplo més sutil es el siguiente:

Todos los hombres son bipedos.
Todos los hombres son mortales.
Algunos bipedos son mortales.

A primera vista parece correcto, pero no lo es dado que la conclusién tiene lo
que se llama contenido existencial, es decir que afirma que efectivamente existe
algin bipedo y que es mortal, mientras que las premisas dicen que en caso de
haber algin hombre este serfa mortal. Un razonamiento de la misma forma que
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obviamente permite obtener una conclusién falsa de premisas verdaderas es el
siguiente:

Todos los unicornios son equinos.
Todos los unicornios son azules.
Algunos equinos son azules.

Las premisas son ciertas dado que no hay ningtin unicornio que no sea azul
0 que no sea un equino, mientras que la conclusién es falsa, al menos dentro de
nuestros conocimientos zoolégicos.

Desde hace ya 2.500 anos la filosofia estd buscando y proponiendo respuestas
a las siguientes preguntas:

= ;Como puede determinarse si un razonamiento es valido?

= ; Como puede determinarse si una conclusién es consecuencia de un conjunto
e premisas? e ser asi, {cémo puede demostrarse que lo es’
d 7,y d )4 de d t lo es?

= ; Qué caracteristicas de las estrucuturas del mundo, del lenguaje y de las re-
laciones entre palabras, cosas y pensamientos hacen posible el razonamiento
deductivo?

Para responder al menos parcialmente a estas preguntas, es necesario postular
una teoria del razonamiento deductivo.

2.2 Expresiones Booleanas

Los razonamientos presentados mas arriba fueron hechos en castellano (o en
inglés, en el caso del rey de Alice). Cuando se usa un lenguaje natural, se suele
caer en ambigiiedades y confusiones que no tienen que ver con problemas légicos.
En el razonamiento presentado al inicio del capitulo es la confusién (la cual ya
aparece en La Odisea de Homero) entre la palabra “nadie” y una persona que el
rey asume se llama “Nadie”. Para evitar este tipo de confusiones y concentrarnos
en los problemas centrales de la légica, se creard un lenguaje artificial libre de
este tipo de ambigiiedades, al cual puedan después traducirse los razonamientos
anteriores.

Las expresiones booleanas constituirdn (una parte de) ese lenguaje. Al igual que
en el capitulo anterior para el caso de las expresiones aritméticas, construiremos
estas expresiones usando constantes, en este caso las constantes True y False,
variables proposicionales representadas en general por letras, el operador unario —
y los operadores binarios =, #, V, A\,= y <. En los estados o asignaciones podrin
asignarse a las variables proposicionales solo los valores True o False, los cuales no
deben ser confundidos con las respectivas constantes, las cuales son solo expresiones
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sintacticas. Estas expresiones denotan respectivamente los valores de verdad True
y False, por lo cual se usa la misma palabra para ambos. Los tinicos valores a los
cuales las expresiones booleanas pueden evaluar en un estado dado seran también
True y False.

No presentamos aqui una definicién inductiva completa de las férmulas boo-
leanas, dado que esta definicién no presenta ninguna dificultad siendo andloga a la
de expresiones aritméticas dada en el capitulo precedente. Queda dicha definicion
como ejercicio elemental para el lector.

2.3 Tablas de verdad

Dado que el dominio de cada operador es finito (True o False), puede definirse
como se evalia cada uno de ellos enumerando los valores que toman para cada
posible combinacién de los valores de sus argumentos. Para los operadores binarios
las posibles combinaciones de los valores de los argumentos son cuatro, mientras
que para el operador unario son dos. Una forma esquemadtica de describir estos
valores son las llamadas tablas de verdad. En estas tablas se colocan en la primera
columna las posibles combinaciones de valores de los argumentos y debajo de cada
expresion el valor que corresponde al estado descripto por una fila dada. El caso
de la negacién es el méas simple dado que solo son necesarias dos filas:

A continuacién describimos en una tabla de verdad la seméntica de todos los
operadores binarios.

4 q pVqg p<Eq p=>q p=q pAqg DpFE(Q
True True | True True True True True False
True False| True True False False False True
False True | True False True False False True
False False | False True True True False False

Ejemplo 2.6
Las tablas de verdad seran ttiles entre otras cosas para evaluar expresiones boo-
leanas en un estado dado. Por ejemplo, la evaluacién de la expresién

pPA—qg= P

en el estado {(p, True}, (¢, True)} puede calcularse de la siguiente manera: si g es
verdadera, en la tabla del - puede verse que —q es falsa. Luego, en la tabla del A
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se ve que cuando alguno de los argumentos es falso (en este caso —¢q), entonces la
conjuncion es falsa. Por tdltimo, en la tabla de = se ve que si el primer argumento
(el antecedente) es falso, la implicacién es verdadera, no importa cual sea el valor
de verdad del segundo argumento (llamado el consecuente).

Describiremos ahora sucintamente los operadores considerados. Méas adelante
los usaremos para interpretar oraciones del lenguaje natural y consideraremos los
aspectos mas sutiles o controversiales de cémo usar la légica matematica para
razonar acerca de argumentos presentados en el lenguaje corriente.

Equivalencia. El operador = simbolizard la igualdad de valores de verdad.
Puede por lo tanto usarse también el operador usual de la igualdad para
este caso. Sin embargo, ambos operadores tendran propiedades distintas,
dado que, como es usual, la igualdad multiple se interpreta como “con-
juntiva”; es decir que si se escribe a = b = ¢ se interpreta como a = by
b = ¢, mientras que la equivalencia es asociativa, es decir que a = b =c¢
se usard para referirse equivalentemente a (¢ =b) =coaa = (b = ¢).
Otra diferencia esencial es la precedencia asociada a ambos operadores.
La del = es maés alta que la de cualquier operador 16gico, mientras que la
de la equivalencia es la mas baja. Esto es comodo para evitar paréntesis.
Por ejemplo, la transitividad de la igualdad (con un True redundante, es
cierto) podria escribirse como

a=bAb=c=a=c=True
lo cual es mucho mas simple que la expresién con todos los paréntesis

(((a=b)A(b=2¢c)) = (a=c)) =True

Negacion. El operador — representa la negacién usual.

Discrepancia. El operador # es la negacién de la equivalencia. Tendra para
expresiones booleanas el mismo significado que el operador #, pero tam-
bién tendra las mismas diferencias que la igualdad con la equivalencia. En
algunos libros de légica se lo suele llamar disyuncion exclusiva u operador
zor, dado que es verdadero cuando exactamente uno de sus argumentos
lo es.

Disyuncién. El operador V representard el ‘o’ usual del lenguaje. Se lo suele
llamar disyuncion inclusiva, dado que es verdadera cuando algun argu-
mento lo es.

Conjuncién. El operador A representa el ‘y’ del lenguaje, dado que es cierto
solo cuando ambos argumentos lo son.
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Implicacién. El operador = es uno de los més controversiales respecto de su
relacién con el lenguaje. La expresién p = q sera verdadera en todos los
casos excepto cuando p sea verdadera y q falsa. Este operador captura
la idea de consecuencia légica. De la tabla de verdad se desprende uno
de los hechos que resulta menos intuitivo, que es que de falso se puede
deducir cualquier cosa.

Consecuencia. El operador < es el converso de =, en el sentido de que son
equivalentes p = ¢ con g < p. Se introduce en nuestras expresiones
debido a su utilidad en el proceso de construccién de demostraciones.

Definicion 2.1 (Precedencia)
Para cada operador nuevo se definird también la precedencia la cual nos permite
eliminar paréntesis. Por ejemplo, si el operador & tiene precedencia sobre el ope-
rador ®, entonces puede escribirse X @Y ® Z para indicar (X ®Y)® Z; en cambio
en la expresién X @ (Y ® Z) no pueden eliminarse los paréntesis sin cambiar su
sentido.

Los operadores légicos tendran la siguiente precedencia:

1. = (la precedencia mds alta).
2. ANy V.

3. =y <.

4. =y #£.

Por ejemplo, la férmula

(pvg)=r)=(=7r)N(g=T1))

puede simplificarse como

pVag=r=(p=r)A(g=r)

Uso de las tablas de verdad. Las tablas de verdad pueden usarse para calcular
los posibles valores de verdad de expresiones mas complejas. Un estado estara
descripto por una fila y el valor asociado a una expresién en ese estado serd el
valor en esa fila y en la columna de la férmula. Por ejemplo:
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p q r -q PAN7q pPAg=T
True True True | False False True
True True False| False False True
True False True | True True True
True False False| True True False
False True True | False False True
False True False| False False True
False False True | True False True
False False False| True False True

2.4 Tautologias y contradicciones

Definiciéon 2.2 (Tautologia)

Una tautologia es una expresion booleana cuya evaluacién en cualquier estado es
siempre verdadera (cualesquiera sean los valores de verdad que se asignen a las
variables proposicionales que aparecen en ella). Una tautologia se reconoce porque
en su columna en la tabla de verdad todos los valores son True. Ejemplos de
tautologias son p = po pAp=p.

Definicién 2.3 (Contradiccién)

Una contradiccion es una expresién booleana cuya evaluacion en cualquier estado
es siempre falsa. La negacién de una tautologia es una contradiccién y viceversa.
Ejemplos de contradicciones son p A =p o p Z p.

Ejercicio 2.1

No siempre es obvio si una expresién booleana es una tautologia o una contradic-
cién. Por ejemplo, se deja como ejercicio comprobar que la siguiente férmula es
efectivamente una tautologia

(p=q¢) =p=0p

2.5 Lenguaje y ldgica

La légica matematica surgié como una manera de analizar los razonamientos
escritos en lenguaje natural. Los operadores presentados en la seccién anterior
fueron pensados como contrapartidas formales de operadores del lenguaje. Si se
tiene cierto cuidado puede traducirse una proposicién escrita en lenguaje natural
a lenguaje simbdlico. Esta traduccién nos permitira dos cosas: por un lado resolver
ambigiiedades del lenguaje natural; por otro, manipular y analizar las expresiones
asi obtenidas usando las herramientas de la légica. Algunas de esas herramientas
seran introducidas en las secciones que siguen.
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La idea bésica de traduccion consiste en identificar las proposiciones elemen-
tales de un enunciado dado y componerlas usando los operadores booleanos aso-
ciados a los conectivos del lenguaje que aparecen en el enunciado. Los conectivos
del lenguaje seran traducidos a su interpretacién “obvia”, aunque veremos algunas
sutilezas de dicha traduccién.

Por ejemplo, la oracion

Hamlet defendié el honor de su padre pero no la felicidad de su madre
o la suya propia.
puede analizarse como compuesta de basicamente tres proposiciones elementales:
p: Hamlet defendié el honor de su padre.
q: Hamlet defendi6 la felicidad de su madre.
r: Hamlet defendié su propia felicidad.

Usando estas variables proposicionales puede traducirse la proposicién como

pA=(gVr)
Nétese que la palabra pero se traduce como una conjuncién (dado que afirma
ambas componentes). Por otro lado la disyuncién usada es inclusiva, dado que
podria haber defendido la felicidad de su madre, la propia o ambas.

2.6 Negacion, conjuncién y disyuncion en el lenguaje

La operacién de negaciéon aparece usualmente en el lenguaje insertando un
“no” en la posicién correcta del enunciado que se quiere negar; alternativamente,
puede anteponerse la frase “es falso que” o la frase “no se da el caso que” o hacer
construcciones sintacticas algo méas complejas. Por ejemplo el enunciado

Todos los unicornios son azules.
puede negarse de las siguientes maneras:

No todos los unicornios son azules.

No se da el caso de que todos los unicornios sean azules.
Es falso que todos los unicornios sean azules.

Algunos unicornios no son azules.

Si simbolizamos con p a la primera proposicién, usaremos —p para cualquiera
de las variantes de negacién propuestas.

La conjuncién se representa paradigmaticamente por la palabra y uniendo dos
proposiciones. Otras formas gramaticales de la conjuncion se interpretardn del
mismo modo, por ejemplo las palabras pero o aunque. Asi, si tomamos como pro-
posiciones simples las siguientes
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p: Llueve.
q: Hace frio.

interpretaremos a las siguientes oraciones como representadas por la proposicién
p A q.

Llueve y no hace frio.
Llueve pero no hace frio.
Aunque llueve no hace frio.

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que la palabra y no siempre representa
una conjuncién. Si bien lo hace en la frase

Joyce y Picasso fueron grandes innovadores en el lenguaje del arte.
no es este el caso en

Joyce y Picasso fueron contemporaneos.
donde simplemente se usa para expresar una relacién entre ambos.

La palabra usual para representar la disyuncion es o, aunque existen variantes
del estilo o bien ... o bien, etc. El caso de la disyuncién es un poco mas probleméa-
tico que los anteriores, dado que existen en el lenguaje dos tipos de disyuncion, la
llamada inclusiva y la exclusiva. Ambos tipos difieren en el caso en que las propo-
siciones intervinientes sean ambas verdaderas. La disyuncién inclusiva considera a
este caso como verdadero, como por ejemplo en:

Para ser emperador hay que tener el apoyo de la nobleza o del pueblo.

obviamente, teniendo el apoyo de ambos se estd también en condiciones de ser
emperador. Esta proposicion se simboliza como

pVyq
donde las proposiciones elementales son:
p: Para ser emperador hace falta el apoyo de la nobleza.
q: Para ser emperador hace falta el apoyo del pueblo.
Un ejemplo de disyuncién exclusiva es:
El consejero del emperador pertenece a la nobleza o al pueblo.

donde se interpreta que no puede pertenecer a ambos a la vez. Esta proposicién se
simboliza como

PEQ

donde las proposiciones elementales son
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p: El consejero del emperador pertenece a la nobleza.
q: El consejero del emperador pertenece al pueblo.

En latin existen dos palabras diferentes para la disyuncion inclusiva y exclusiva.
La palabra “vel” se usa para la disyuncion inclusiva mientras que para la exclusiva
se usa la palabra “aut”. El simbolo usado en légica para la disyuncién proviene
precisamente de la inicial de la palabra latina.

2.7 Implicacién y equivalencia

La implicacién logica suele representarse en el lenguaje natural con la construc-
cion si ... entonces ... Es uno de los conectivos sobre los que menos acuerdo hay
y al que més alternativas se han propuesto. Casi todo el mundo estd de acuerdo
en que cuando el antecedente p es verdadero y el consecuente ¢ es falso, entonces
p = q es falsa. Por ejemplo, el caso de la afirmacion

Si se reforman las leyes laborales entonces bajara el desempleo.

Sin embargo existen ciertas dudas acerca del valor de verdad (o del significado
légico) de frases como

Si dos mas dos es igual a cinco, entonces yo soy el Papa.

Para la l6gica clasica que estamos presentando aqui, la frase anterior es verdadera
(mirando la tabla de verdad del =, vemos que si ambos argumentos son falsos
entonces la implicacién es verdadera).

Normalmente se usa una implicacién con un consecuente obviamente falso como
una manera eliptica de negar el antecedente. Por ejemplo decir

Si la economia mejord con esos ajustes, yo soy Gardel.

es una manera estilizada de decir que la economia no mejoré con esos ajustes.
Otra forma de representar la implicacién (y la consecuencia) en el lenguaje es a
través de las palabras suficiente y necesario. Por ejemplo la siguiente proposicion:

Es suficiente que use un preservativo para no contagiarme el sida
puede simbolizarse con p = —¢q donde las proposiciones simples son:
p: Uso un preservativo.
q: Me contagio el sida.
Otro ejemplo donde entra la idea de necesidad 1égica es

Para obtener una beca es necesario tener un buen promedio en la ca-
rrera.
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puede simbolizarse como p < ¢ o equivalentemente como ¢ = p donde
p: Tener buen promedio.
q: Obtener una beca.

Notese que puede darse el caso usual de que un estudiante tenga buen promedio
pero no consiga ninguna beca.

Algunas veces la construccién lingiiistica si ... entonces ... o0 si ..., ... no
se traduce como una implicacién sino como una equivalencia. En matematica es
comun presentar definiciones como

Una funcidén es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.

lo cual podria en primera instancia traducirse como pAg = r, donde p dice que una
funcién es inyectiva, ¢ que es suryectiva y r que es biyectiva. Si bien esa afirmacién
es indudablemente cierta, la definicién matematica esté diciendo en realidad que
p A ¢ = r. Obviamente si tengo una funcién biyectiva puedo asumir que es tanto
inyectiva como suryectiva, lo cual no podria inferirse de la primer formulacién como
implicacién. Una alternativa en el lenguaje es usar la construccién si y solo si para
representar la equivalencia. De todas maneras no existe ninguna construccién del
lenguaje que represente fielmente la equivalencia légica. Es esta quiza la principal
razon por la cual la equivalencia suele tener un lugar secundario en los cursos de
l6gica. En este libro no seguiremos esa tradiciéon, dado que para el uso de la logica
en el desarrollo de programas la equivalencia tiene un rol fundamental. Como
ultimo ejemplo de la inadecuacién del lenguaje para parafrasear la equivalencia,
tomamos esta frase (verdadera) de [DS90] acerca de las capacidades visuales de
Juan:

Juan ve bien si y solo si Juan es tuerto si y solo si Juan es ciego.

Dado que, como veremos mas adelante, la equivalencia es asociativa, puede repre-
sentarse esta proposicién como p = ¢ = r ya que da lo mismo dénde se pongan los
paréntesis. Dado que exactamente una de las tres proposiciones es cierta (p,q,r
representan las proposiciones simples obvias), dejamos como ejercicio construir la
tabla de verdad y comprobar que la proposicién es verdadera (que en las filas
donde exactamente una variable proposicional toma el valor True, el valor de la
expresién booleana completa es también True).

2.8 Analisis de razonamientos

En la seccion 2.1 se presentaron ejemplos de razonamientos en lenguaje natural.
Ya estamos en condiciones de analizar la validez de algunas formas de razonamien-
to.
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Hemos dicho que un razonamiento es valido si cada vez que todas las premisas
sean verdaderas la conclusién también tiene que serlo. Una forma de analizar un
razonamiento, entonces, es traducirlo a expresiones booleanas y analizar el caso
en el cual todas las premisas son verdaderas. Si se tiene el siguiente razonamiento
(ya traducido a expresiones booleanas):

Do

Pn
q

el mismo se considera valido si siempre que pg, . . ., p, sean todas verdaderas enton-
ces también lo es ¢q. Dada las tablas de verdad de la conjuncién y de la implicacién,
esto ocurre si y solo si la siguiente férmula es una tautologia:

PoN...\Npn=¢q

Por caso, el razonamiento del pelado que no es feliz (ejemplo 2.4) puede tra-
ducirse como

p: Tengo pelo.
q: Soy feliz.
p=4q
7
-p

Se puede ahora comprobar la validez del razonamiento contruyendo la tabla de
verdad asociada.

p ¢ |p=q —q¢ =gr-~q -» (P=9A-qg=>-p
True True | True False False False True
True False | False True False False True
False True | True False False True True
False False | True True True True True

Esta forma de razonamiento tiene hasta un nombre latino en la literatura clasica
sobre logica: modus tollens.

De manera similar, puede verse que el segundo razonamiento capilar no es
valido traduciéndolo a su forma simbdlica
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p=9q
-
q

Y comprobando con la tabla de verdad asociada que no es una tautologia.

p ¢ |p=q —p @=9dA» —q¢ (P=9Ap=—qg
True True | True False False False True
True False | False False False True True
False True | True True True False False
False False | True True True True True

Mas atun, mirando la tabla de verdad es posible saber cuando las premisas son
verdaderas y la conclusién es falsa. En este caso, cuando p es falsa y ¢ es verdadera,
o volviendo a nuestro ejemplo, cuando tenemos un pelado feliz.

Si bien este método para analizar razonamientos es efectivo para razonamientos
con pocas variables proposicionales, a medida que la cantidad de variables crece,
el tamano de las tablas de verdad crece de manera exponencial (hay 2" filas en
una tabla de verdad con n variables proposicionales). Esta limitacién préctica al
uso de tablas de verdad no ocurre solo para analizar razonamientos, pero en este
caso es mas obvio el problema dado que en los razonamientos suelen ser necesarias
una gran cantidad de variables proposicionales.

En los capitulos siguientes veremos métodos alternativos para resolver la validez
de razonamientos y de expresiones booleanas en general, los cuales son a veces
mucho mas cortos que las tablas de verdad.

2.9 Resoluciéon de acertijos légicos

Haremos ahora una visita a la isla de los caballeros y los picaros. Esta isla
estd habitada solamente por estos dos tipos de gente. Los caballeros tienen la
particularidad de que solo dicen la verdad y los picaros mienten siempre.

Ejemplo 2.7
Tenemos dos personas, A y B habitantes de la isla. A hace la siguiente afirmacién:
‘Al menos uno de nosotros es un picaro’. ;jQué son A y B?

La solucién de este problema es bastante simple. Supongamos que A es un
picaro. Luego la afirmacién hecha es falsa, y por lo tanto ninguno de ellos podria
ser un picaro. Pero esto contradice la suposicién acerca de A, por lo tanto A es un
caballero. Ahora, dado que es un caballero, su afirmacién es cierta. Pero entonces
entre él y B hay al menos un picaro. Ya habiamos visto que A solo podia ser un
caballero. Por lo tanto B es un picaro.
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Ejemplo 2.8
Otra vez nos cruzamos con dos personas A y B (no necesariamente los mismos del
ejercicio anterior). A dice ‘Soy un picaro pero B no lo es’. jQué son A y B?

A no puede ser un caballero, dado que estarfa diciendo que es un picaro (y
algo mds), frase que no puede provenir de la boca de un caballero. Luego A es un
picaro, por lo cual su frase es falsa. Luego, dado que el es efectivamente un picaro,
es necesariamente falsa la otra mitad de la conjuncién, o sea que B no lo es. Por
lo tanto, B también es un picaro.

2.10 Ejercicios

Ejercicio 2.2
Evaluar las siguientes expresiones en el estado {(p, True), (¢, False), (r, False)}.

1. (pVg) Ar
2. (pAg)Vr
-pVI(gAT)
p=(q=r)
=g =r
=g =

p=(g=r)

® N o oA W

.pNANqg=>T

Ejercicio 2.3
Escribir las tablas de verdad para las siguientes expresiones, determinando los
casos en los cuales sean tautologias o contradicciones.

L (pVa)V—q

2. (pAhq) =g
-pFEIN(PV
-r=(q=p)

5 (p#p) #p

6. (p=q) =>p

- W

7. 2qAN-p=(g=p) =q
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p=pV-p) =p

Ejercicio 2.4
En la isla de los picaros y los caballeros, A dice ‘O bien yo soy un picaro o bien B
es un caballero’ ;Qué son A y B?

Ejercicio 2.5
Traducir los siguientes razonamientos presentados en lenguaje natural al calculo
proposicional y analizar su validez.

1.

Si el presidente entiende las protestas de la gente entonces si quiere ser re-
elegido cambiard su politica. El presidente quiere ser reelegido. Luego, si el
presidente entiende las protestas de la gente, entonces cambiara su politica.

. Si el presidente entiende las protestas de la gente entonces si quiere ser re-

elegido cambiara su politica. El presidente cambiara su politica. Luego, si el
presidente entiende las protestas de la gente, entonces quiere ser reelegido.

Si el gobernador quiere mejorar su imagen, o bien mejora su politica social
o bien gasta mas en publicidad. El gobernador no mejora su politica social.
Luego, si el gobernador quiere mejorar su imagen, entonces gastara mas en

publicidad.

Si el gobernador quiere mejorar su imagen, o bien mejora su politica social
o bien gasta més en publicidad. El gobernador mejoré su politica social.
Luego, si el gobernador quiere mejorar su imagen, entonces no gastara mas
en publicidad.

Si la ciudadania romana hubiera sido una garantia de los derechos civiles,
los romanos habrian gozado de libertad religiosa. Si los romanos hubieran
gozado de libertad religiosa, entonces no se habria perseguido a los primeros
cristianos. Pero los primeros cristianos fueron perseguidos. Por consiguiente,
la ciudadania romana no puede haber sido una garantia de los derechos
civiles.

Si la descripcion biblica de la cosmogonia es estrictamente correcta, el Sol no
fue creado hasta el cuarto dia. Y si el Sol no fue creado hasta el cuarto dia,
no puede haber sido la causa de la sucesion del dia y la noche durante los tres
primeros dias. Pero o bien la Biblia usa la palabra dia en un sentido diferente
al aceptado corrientemente en la actualidad, o bien el Sol debe haber sido
la causa de la sucesion del dia y la noche durante los tres primeros dias.
De esto se desprende que, o bien la descripcién biblica de la cosmogonia no
es estrictamente correcta, o bien la palabra dia es usada en la Biblia en un
sentido diferente al aceptado corrientemente en la actualidad.
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7. Se esta a favor de la pena de muerte por miedo al delito o por deseo de
venganza. Aquellos que saben que la pena de muerte no disminuye el delito no
estan a favor de la pena de muerte por miedo al delito. Por lo tanto aquellos
que estdn a favor de la pena de muerte no saben que esta no disminuye el
delito o tienen deseo de venganza.
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Capitulo 3

Calculo proposicional

One philosopher was shocked when Bertrand Russell told him that
a false proposition implies any proposition. He said ‘you mean that
from the statement that two plus two equals five it follows that you
are the Pope?’ Russell replied ‘yes.” The philosopher asked, ‘Can you
prove this?’ Russell replied ‘Certainly,” and contrieved the following
proof on the spot:

1. Suppose 2+ 2 = 5.

2. Substracting two from both sides of the equation, we get 2 = 3.
3. Transposing, we get 3 = 2.

4. Substracting one from both sides, we get 2 =1

Now, the Pope and I are two. Since two equals one, then the Pope
and I are one. Hence I am the Pope.

Raymond Smullyan: What Is the Name of This Book?

En este capitulo se presenta una alternativa a las evaluaciones (tablas de ver-
dad) para razonar con expresiones booleanas. En los capitulos precedentes se de-
terminaba si una férmula era una tautologia construyendo su tabla de verdad;
ahora en cambio se usardan métodos algebraicos para demostrar que una expresioén
dada es un teorema. Esta manera de trabajar presenta una buena alternativa a las
tablas de verdad, dado que estas pueden ser extremadamente largas si el nimero
de variables es grande, en cambio una demostracién puede ser mucho més corta.
La tabla de verdad se construye de manera mecdnica, a diferencia de la demos-
tracién para la cual es necesario desarrollar cierta habilidad en la manipulaciéon

41
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sintdctica de férmulas (y atn asf no puede garantizarse que se encontrard una de-
mostracién). Por otro lado, la manipulacién sintéctica de férmulas suele tener més
aplicaciones y es una de las habilidades requeridas més importantes a la hora de
construir programas de computadora.

Con este fin introduciremos un sistema para construir demostraciones que in-
volucren expresiones de la légica proposicional. El estilo utilizado se conoce como
cdlculo proposicional. Este cdlculo estd orientado a la programacién, por lo cual
provee herramientas para el manejo efectivo de férmulas légicas de tamano consi-
derable.

La necesidad de este cédlculo se fue haciendo cada vez mas notoria a medida
que se desarrollaba el calculo de programas. Pueden encontrarse ya sus primeros
elementos en el trabajo de E.W. Dijkstra y W.H.J. Feijen [DF88]. Una exposicién
completa figura en [DS90] y en [GS93]. Puede consultarse también [Coh90], donde
la exposicién es més elemental.

3.1 Sistemas formales

El célculo proposicional se presentard como un sistema formal. El objetivo de
un sistema formal es explicitar un lenguaje en el cual se realizaran demostraciones
v las reglas para realizarlas. Esto permite tener una nocién muy precisa de lo que
es una demostracion, asi también como la posibilidad de hablar con precision de la
sintaxis y la seméntica. En este libro no estudiaremos estos temas en profundidad.

Un sistema formal consta de cuatro elementos:

= Un conjunto de simbolos llamado alfabeto, a partir del cual las expresiones
son construidas.

= Un conjunto de expresiones bien formadas, es decir aquellas palabras cons-
truidas usando los simbolos del alfabeto que serdn consideradas correctas.
Una expresién bien formada no necesariamente es verdadera.

= Un conjunto de axiomas, los cuales son las féormulas bésicas a partir de las
cuales todos los teoremas se derivan.

= Un conjunto de reglas de inferencia, las cuales indican cémo derivar férmulas
a partir de otras ya derivadas.

Como todo sistema formal, nuestro calculo consistird de un conjunto de ex-
presiones construidas a partir de elementos de un alfabeto dado siguiendo reglas
explicitas de buena formacién. Si bien en este capitulo se vuelve a definir el len-
guaje de las expresiones booleanas, este coincidira con el definido en los capitulos
precedentes, solo que aqui es presentado de manera mas formal. Por otro lado,
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el calculo estara constituido por un conjunto de axiomas, los cuales iran introdu-
ciéndose paulatinamente, y un conjunto de reglas de inferencia. A diferencia de
otros sistemas formales para la logica proposicional, nuestro calculo da un lugar
fundamental al conectivo de equivalencia logica, por lo cual las reglas de inferencia
usadas seran esencialmente las de Leibniz, transitividad y sustitucién.

El sistema formal bajo consideracién consta de los siguientes elementos:

Alfabeto. Las expresiones booleanas — las cuales constituiran la sintaxis de
nuestro cédlculo — se construirdn usando el siguiente alfabeto:

constantes: Las constantes True y False que se usaran para denotar
los valores verdadero y falso respectivamente.

variables: Un conjunto infinito. Se usaran tipicamente las letras p, q,r
como variables proposicionales.

operadores unarios: negacién —.

equivalencia =
disyuncién V
conjuncién A
discrepancia #
implicacion =
consecuencia <= .

operadores binarios:

signos de puntuacién: Paréntesis '(’ y ’) .

Foérmulas. Las expresiones bien formadas o férmulas del cdlculo proposicional
seran las que se puedan construir de acuerdo a las siguientes prescripcio-
nes:

1. Las variables proposicionales y las constantes son férmulas.
2. Si FE es una férmula, entonces (—F) también lo es.

3. Si Ey F son férmulas y @ es un operador binario (=, V, etc.),
entonces (E @ F) también es una férmula.

4. Solo son férmulas las construidas con las tres reglas precedentes.
Reglas de inferencia. Las reglas de inferencia usadas seran algunas de las

ya presentadas para la igualdad. En este caso, la equivalencia légica entre
expresiones booleanas satisfard las propiedades de la igualdad:
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Transitividad: r EPQ’EQRE R
— P=Q
Leibniz: Elr = P) = E(r = Q)
Sustitucién: P
' P(q:=R)

donde P, @, Ry E son férmulas booleanas arbitrarias. De aqui en adelan-
te usaremos letras mayusculas para denotar expresiones , diferenciandolas
asi de las variables.

Axiomas. Los axiomas del cdlculo se introduciran gradualmente. El calculo
proposicional tal como se presenta aqui no aspira a la minimalidad en el
numero de reglas de inferencia y axiomas, dado que uno de los principales
objetivos de dicho célculo es su uso para realizar demostraciones reales y
no ser meramente un objeto de estudio en si mismo, como generalmente
ocurre. Si se usan un minimo de axiomas y de reglas de inferencia, las
demostraciones de teoremas elementales resultan en general demasiado
largas.

En el capitulo siguiente se veran algunas aplicaciones basicas del célculo pro-
posicional. Su principal aplicacién es la derivacién y verificaciéon de programas, lo
cual se desarrollara en los capitulos subsiguientes.

Un formato cémodo para demostraciones (usando las reglas de inferencia ya
presentadas) es el que usamos en el capitulo 1 para demostrar igualdades. Primero
definimos un teorema como generado por las siguientes reglas:

1. un axioma es un teorema,

2. la conclusién de una regla de inferencia cuyas premisas son teoremas (ya
demostrados) es un teorema,

3. una expresién booleana que se demuestra equivalente (ver mds adelante) a
un teorema es también un teorema.

Nuestro formato de demostracion consistird en general de una serie de pasos de
equivalencia desde la expresién a demostrar hasta llegar a un axioma. Cada paso
de demostracion estard justificado por una aplicacién de la regla de Leibniz, y el
teorema final se seguird por aplicacién de la regla de transitividad al igual que lo
hicimos en el capitulo 1.

Una generalizacion usada usualmente en légica e indispensable para cualquier
calculo que pretenda ser 1til, es que los pasos de demostracién puedan ser, ademas
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de las reglas elegidas para el calculo, teoremas previamente demostrados. Mas ade-
lante se introduciran otras generalizaciones. La justificacién de esta generalizacion
(y de otras luego) es que de manera elemental se puede reconstruir una demostra-
cion “pura” a partir de la generalizada. En este caso, la demostracion del nuevo
teorema se obtiene simplemente “pegando” la demostracion hasta el teorema viejo
con la demostracién (ya realizada) de este dltimo.

Veremos a continuacién una serie de leyes o axiomas y de teoremas que se
demuestran a partir de estos. A veces se omiten las demostraciones, sobreenten-
diéndose que estas quedan como ejercicios para el lector. Se recomienda hacer estos
ejercicios para desarrollar la habilidad de manipular formalmente el calculo propo-
sicional, habilidad que serd indispensable para realizar exitosamente derivaciones
de programas.

3.2 La equivalencia

La equivalencia, que denotaremos con el simbolo = , se define como el operador
binario que satisface los siguientes axiomas:

Axioma 3.1 (Asociatividad)

(p=g)=r)=p=(¢=r))

Axioma 3.2 (Conmutatividad)
Pp=q=q9=p

Axioma 3.3 (Neutro)
p=True=p

La asociatividad permite la omisién de paréntesis. Por ejemplo: el tercer axio-
ma deberfa haberse escrito como (p = True) = p. La asociatividad permite in-
terpretarla en cada caso particular de la forma mas conveniente. Como ademaés es
conmutativa, consideraremos también irrelevante el orden de los términos en una
equivalencia. Por ejemplo, podemos usar el dltimo axioma para reemplazar p = p
por T'rue.

La reflexividad de la equivalencia puede demostrarse como sigue:

Teorema 3.4 (Reflexividad)
pP=p
DEMOSTRACION
pP=p
= { 3.3 aplicado a la primera p }
(p=True)=p
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Ponemos los paréntesis en la tltima expresiéon para remarcar cual fue la sustitu-
cién realizada. Al ser la ultima expresién un axioma, el teorema queda demostrado.

El siguiente teorema es de esperar (podria haberse agregado como un axioma).
Teorema 3.5

True

Cuando se quiere demostrar que dadas dos expresiones légicas E' y F' vale que
FE = F, en lugar de hacer una demostracion que comience con la equivalencia y
termine en True (o en algin otro teorema o axioma), podemos también comenzar
con E y llegar a través de equivalencias a F'. Una justificacién de esta generalizacién
es la siguiente. Dada una demostracién de la forma

Ey
= { justificacién de Ey = E; }
E,

En—l
= { justificacién de E,,_1 = E,, }
E,

la misma puede transformarse mecdnicamente en una demostraciéon pura de la
forma

True

= { reflexividad de la equivalencia }

Ey=Ey

= { justificacién de Ey = E; }
Ey = FE4
Ey=FE,_1

= { justificacién de E,,_; = E,, }
Ey=FE,

Estos resultados acerca del calculo se llamaran metateoremas, para distinguirlos
de los teoremas que son férmulas del calculo. El objetivo de los metateoremas
es proveer herramientas para poder usar el cdlculo de manera efectiva para la
construccién de demostraciones en la “vida real”.

La (meta)demostracién del siguiente metateorema se deja como ejercicio (né-
tese que hay que decir cémo se construye una demostracién a partir de otra u
otras).
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Metateorema 3.6
Dos teoremas cualesquiera son equivalentes.

3.3 La negacion

La negacién, que denotaremos con el simbolo —, es el operador unario que
cumple los siguientes axiomas:
Axioma 3.7 (Negacién y equivalencia)

=g =-pn=¢q

Ademis, definimos la constante False con el siguiente axioma

Axioma 3.8
False = = True

La negacién tiene mayor precedencia que cualquier otro operador del célculo.
A partir de los axiomas se pueden demostrar los siguientes teoremas (se deja como
ejercicios para el lector):

Teorema 3.9 (Doble negacién)
——p=p

Teorema 3.10 (Contrapositiva)
p = False = —p

3.4 La discrepancia

La discrepancia es el operador que satisface el siguiente axioma:

Axioma 3.11 (Definiciéon de #)
p#Eq=-(p=q)

La precedencia de la discrepancia es la misma que la de la equivalencia. A
partir de este axioma se pueden demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 3.12 (Asociatividad)

(p£QEr)=@#(@#T))

Teorema 3.13 (Conmutatividad)

(rZq)=(q#p)

Teorema 3.14 (Asociatividad mutua)

p=#Zr)=p=q #r
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Notar que el teorema de asociatividad mutua permite eliminar paréntesis en
expresiones que contienen equivalencias y discrepancias en el mismo nivel.

Teorema 3.15
p# False=p

DEMOSTRACION

Para demostrar propiedades de un operador nuevo definido en términos de otros
(como en este caso la discrepancia en términos de la negacién y la equivalencia)
un método frecuentemente exitoso es reemplazar al operador por su definicién
y manipular los operadores “viejos”, volviendo a obtener el operador nuevo si es
necesario (no es el caso en esta demostracion).

p # False

{ 3.11 con ¢ := false }
—(p = False)

{38}

—(p = ~True)

(37}

—=(p = True)

= { doble negacién, True neutro para = }

p

Teorema 3.16 (Contrapositiva)
p=q=""p=q

Teorema 3.17 (Intercambiabilidad)
P=qFET=pFEI=T

3.5 La disyuncioén

La disyuncién, que denotaremos con el simbolo V, es un operador binario de
mayor precedencia que la equivalencia, es decir que pV g = r debe entenderse como
(pV q) = r. Este operador estd definido por los siguientes axiomas:

Axioma 3.18 (Asociatividad)
(pvgVr=pVv(gVr)

Axioma 3.19 (Conmutatividad)
pVqg=qVp
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Axioma 3.20 (Idempotencia)
PVPp=D

Axioma 3.21 (Distributividad con la equivalencia)
pV(g=r)=(pVe =(pVr)

Axioma 3.22 (Tercero excluido)
pVp

Demostraremos algunas propiedades de la disyuncion.

Teorema 3.23

pV(gVvr)=(VaVpVvr)

En general, conviene comenzar a demostrar una equivalencia a partir de la
expresion mas compleja, dado que las posibilidades de simplificar una expresion
suelen estar mas acotadas que las de “complejizarla”; lo cual hace que la demos-
tracién sea més facil de encontrar.

DEMOSTRACION

PV VipVvr)

{ asociatividad de Vv }
pVqgVp\Vr

= { conmutatividad de Vv }

pVpVagVr
{ idempotencia de V }

pVgVr
= { asociatividad de Vv }
pVi(gVr)

Teorema 3.24 (Elemento absorbente)
pV True =True

DEMOSTRACION
pV True

{ p = True = p, interpretada como (p = p) = True }
pVi(g=q)

= { distributividad de V con respecto a = }
(pVag)=(Va)

{p=p}

True

Teorema 3.25 (Elemento neutro)
pV False =p
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3.6 La conjuncidén

La conjuncién, que denotaremos con el simbolo A, es un operador binario con
la misma precedencia que la disyuncion, lo cual hace necesario el uso de paréntesis
en las expresiones que involucran a ambos operadores. Por ejemplo: no es lo mismo
(pVg)Ar que pV (gAr). Esto nos dice que no podemos escribir pV g Ar, pues esta
expresion no esta asociada de manera natural a ninguna de las dos anteriores. Se
introducira un unico axioma para definir conjuncién.

Axioma 3.26 (Regla dorada)
PANG=p=q=pVgq

La regla dorada aprovecha fuertemente la asociatividad de la equivalencia. En
principio, la interpretariamos como

pPAG=(p=q=pVa),
pero nada nos impide hacer otras interpretaciones, por ejemplo
(pAg=p)=(a=pVq),o bien
(pANgq=p=4q)=pVq, o bien, usando la conmutatividad de la equivalencia,
(p=q)=(pANqg=pVq), etcétera.
La regla dorada sera de gran utilidad para demostrar propiedades de la con-
juncién y la disyuncién, dado que provee una relacién entre ambas.
Teorema 3.27 (Asociatividad)
pA(gAT)=(PAg) AT

DEMOSTRACION
pA(gAT)
= { regla dorada, interpretada como pAg=(p=qg=pVyq) }
p=(gAr)=pV(gAT)
{ regla dorada, dos veces® }

p=qgq=r=qVr=pV(g=r=qVr)
= { axioma 3.21 }
p=q=r=qVr=pVg=pVr=pvVqVr
{ axiomas 3.2, 3.1 }
(p=q=pVg =r={pVr=qVr=pVqVr)
= { axioma 3.21 }
(p=q=pVa)=r=pP=q=pVqVr

1De ahora en més no explicitaremos la interpretacién, a menos que lo juzguemos necesario.
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{ regla dorada }

PAhg)=r=@AgVr
= { regla dorada }

(pAg) AT

Teorema 3.28 (Conmutatividad)
PANG=4qAp

Teorema 3.29 (ldempotencia)
PAP=DP

Teorema 3.30 (Neutro)
pATrue=p

DEMOSTRACION
pATrue

{ regla dorada }
p=True=pV True
= { teorema 3.24 }
p=True =True

= { p = p; True es neutro de = }

p

La disyuncién es distributiva con respecto a la equivalencia por definicién. La
conjuncién no lo es. Veamos:

(pAg)=({@AT)

{ regla dorada en cada miembro }

p=q=pVg=p=r=pVr
= { conmutatividad de = }

p=q=r=pVqg=pVr=p

= { distributividad de V con respecto a = }
p=gq=r=pV(g=r)=p

= { asociatividad de = }
(p=(g=r)=pVig=r))=p

= { regla dorada }
(PA(g=r))=p
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y esto no es equivalente a p A (¢ = r); ejemplo: p := False.
Teorema 3.31
PVG=pVq=p
Teorema 3.32 (De Morgan)
(i) ~(pva)=-pA—q
(ii) ~(pAgq)=-pV q
DEMOSTRACION (i)
=p A\ —q
= { regla dorada }
{ teorema 3.31 }

“p=pV g
{ negacién de = }

—(p=pV—q)
{ teorema 3.31 }
=(pVa)

La demostracién de (ii) es andloga y se deja como ejercicio para el lector.

Teorema 3.33 (Distributividad de A con respecto a #)
PAGET)=pAGEDPAT

3.7 La implicacion

La implicacién, que denotaremos con el simbolo =, es el operador binario que
precede a la equivalencia, pero es precedido por la disyuncién (y por lo tanto
también por la conjuncién).

Para definirlo alcanza con el siguiente axioma:

Axioma 3.34

P=q¢=pVqg=q

Teorema 3.35
p=0p

DEMOSTRACION
p=0p
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= { axioma 3.34 }

PVpPp=p

y este resultado es el axioma 3.20.

Teorema 3.36
p=qg="pVg

DEMOSTRACION
p=4q
= { definicién de = }
pPVg=yq
{pV False=p}

pV q= FalseVq
= {321}
(p = False) V q

{p=False=-p}
pVyq

Teorema 3.37
—(p=q9 =pAN—q

Teorema 3.38
p=True

Teorema 3.39
PAg=D

Teorema 3.40
p=pVgq

Teorema 3.41 (Transitividad)
p=anrlg=r)= (=71

Un axioma que sera 1til es la siguiente versién axiomaética de la regla de Leibniz:

Axioma 3.42 (Leibniz)
e=f=FE(z:=e)=E(z:=)
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La forma de este axioma es diferente a la de los anteriores, ya que no es es-
trictamente hablando una expresién booleana sino un esquema, dado que para
cada E diferente serd un axioma diferente. Alternativamente, podria demostrarse
el axioma de Leibniz como un metateorema de nuestro cédlculo de predicados. La
demostracién puede hacerse por induccién en la estructura de E.

Si bien este axioma estd inspirado en la regla de Leibniz su significado es
diferente, dado que la regla de Leibniz dice que si dos expresiones son iguales en
cualquier estado entonces sustituir esas expresiones en una expresion dada también
producird expresiones iguales en cualquier estado. El axioma de Leibniz dice, en
cambio, que si dos expresiones son iguales en un estado dado, entonces sustituirlas
en una expresién dada producird expresiones iguales en ese estado.

Una diferencia importante con la regla de Leibniz es que la reciproca del axio-
ma no es cierta (mientras que la reciproca de la regla para nuestro lenguaje de
expresiones booleanas y aritméticas es vélida). El siguiente contraejemplo muestra
que para el axioma no es este el caso.

Ejemplo 3.1
Tomemos como E a la expresién True Vz. Luego se da que
E(z :=True) = E(z := False)
dado que ambos son verdaderos, pero obviamente True # False.

En el caso de la regla de inferencia de Leibniz, se puede pensar que la reci-
proca es véalida dado que se supone una cuantificacion sobre todas las expresiones
posibles.

3.8 La consecuencia

La consecuencia es el operador dual de la implicacién. La denotaremos con el
simbolo <. Es un operador binario que tiene la misma precedencia que la impli-
cacion y que satisface:

Axioma 3.43
PE=q=pVq=p
Puede ahora demostrarse facilmente que
Teorema 3.44
P<=qg=q=0p
A partir de este teorema pueden “dualizarse” las propiedades de la implicacién.
En las secciones siguientes permitiremos usar la implicacién o la consecuencia

como nexo en las demostraciones (pero no ambas en la misma demostracién). Esto
se justifica con la transitividad de estos operadores.
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Cada vez que hemos introducido un operador, hemos mencionado su nivel de
precedencia. La existencia de estas convenciones permite eliminar el uso de parén-
tesis, facilitando de esta manera la escritura y lectura de expresiones booleanas.
Pero no debemos olvidar que cuando se involucran operadores con la misma pre-
cedencia los paréntesis si son necesarios. La tabla que sigue resume los niveles de
precedencia que hemos establecido, de mayor a menor:

= negacién
V A disyuncién y conjuncion
= < implicacién y consecuencia
= # equivalencia y discrepancia

3.9 Generalizacion del formato de demostracion

Se desea tener en el cédlculo de predicados una herramienta poderosa para
resolver problemas concretos. Los principales problemas a resolver provienen del
calculo formal de programas. Tanto para estos problemas como para los tratados
en el proximo capitulo, es comodo disponer de un formato de demostraciéon mas
laxo.

Para fijar ideas, comenzaremos con una derivacién matematica que involucra
desigualdades ademads de igualdades [BvWO0S].

Ejemplo 3.2
Sean m y n dos enteros positivos tales que m > n entonces m? —n? > 3.

Para demostrar este resultado, dado que m y n son enteros positivos se satisface
que m+n > 3 (esto se deduce de que n > 1y m > 2). Por otro lado, es obvio que
m —n > 1. Calculemos ahora

m2 — n2
= { diferencia de cuadrados }

(m+n)*(m—n)

Y

{ propiedades de m y n }
3x1
= { aritmética }

3

En el ejemplo, se aplica en uno de los pasos una desigualdad. Dado que la igual-
dad la implica y que es transitiva el resultado final se deduce de esta demostracion.
Hay que tener en cuenta, sin embrago, que el reemplazo de iguales por iguales, la
regla de Leibniz, no es siempre valida para las desigualdades. En este caso si, dado
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que para enteros positivos la multiplicacién es monétona (no es el caso para ente-
ros negativos). Esto implica que cuando se extiende el formato con desigualdades
hay que ser mucho més cuidadoso al realizar un paso de demostracién.

La principal generalizacién que realizaremos es permitir que en las demostra-
ciones dos pasos se conecten no solo con una equivalencia sino también con una
implicacién. Por otro lado, se usardn premisas para modularizar las demostracio-
nes. Obviamente, para poder realizar esta generalizacion es necesario demostrar
un metateorema que muestre cémo transformar una demostracion generalizada en
una pura. No se probard este metateorema dado que su demostracion, si bien no
es dificil, es bastante larga y engorrosa. Se ilustrara con un ejemplo cémo puede
realizarse dicha transformacién.

Ejemplo 3.3
[GS93] Se quiere demostrar la siguiente proposicién: dado que p = ¢y ¢ = r
obtener como conlusién p = r.

La demostracion generalizada tendré la siguiente forma:

p
= { razén por la cual p=g¢q }
q
= { razén por la cual ¢ = r }
r
La demostracién pura asociada serd la siguiente (nétese que las razones de los
pasos de demostracién de las premisas son las mismas que en la generalizada):
True
= { transitividad }
=g rlg=r)=(p=r)

= { razén por la cual p=g¢q }

TrueN(g=r1)= (p=7)
= { razén por la cual ¢ = 7 }
True NTrue = (p =)

= { idempotencia, True es neutro a izquierda de = }

(p=r)

Hay que tener cuidado con las demostraciones usando implicaciones ya que
estas no son preservadas en conextos arbitrarios, como si es el caso para la equiva-
lencia (regla de Leibniz). Por ejemplo, de p = ¢ no se deduce ni (p = r) = (¢ =)
ni tampoco —p = —q.
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3.10 Ejercicios

Ejercicio 3.1
(Largo) Construir las tablas de verdad para todos los axiomas introducidos en este
capitulo.

Ejercicio 3.2
(Muy largo) Demostrar todos los teoremas enunciados en este capitulo.

Ejercicio 3.3
Demostrar que False es neutro para la disyuncién:

pV False =p

Ejercicio 3.4
Demostrar que False es absorbente para la conjuncién:

p A False = False

Ejercicio 3.5
Demostrar las leyes de absorcién:

=pA(pVq) =p
=pV(pAg) =p

Ejercicio 3.6
Demostrar las leyes de absorcion:

= pA(pVqg)=pAgq
= pV(pAg)=pVgq

Ejercicio 3.7
Demostrar:
pPA(@=p)=pAgq

Ejercicio 3.8
Demostrar:

1. La conjuncién distribuye con respecto a la conjuncién:
pA(gAT)= (AN (PAT) .
2. La conjuncién distribuye con respecto a la disyuncién:

pA(gVr)={@AqQV(pAT) .
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3. La disyuncién es distributiva con respecto a la conjuncién:
pVi(gAr)=(pVa)A(pVr) .

4. En general, la conjuncién no es distributiva con respecto a la equivalencia,
pero cuando la cantidad de signos = es par, si lo es:

SAN(p=q=r)=sAp=sANqg=sAr .

Ejercicio 3.9
Demostrar:

1. pAg=p.

2.p=>(q=r)=pAqg=r.

w

. La implicacién distribuye con respecto a la equivalencia.
p=(@=r)=p=q=p=r.

. Doble implicacién. (p = q) A(g=p)=p=q
. Contrareciproca. p = ¢ = =q = —p
P=q=pAqg=p

(phg=r1)=(p=>qVr)

Modus ponens. pA (p = q) = ¢

e ® N o o e

Transitividad. (p = ¢)A(¢g=7)= (p=T1)
10. Monotonia. (p = q) = (pAr =g AT)
11. Monotonia. (p = q) = (pVr=qVr)

Ejercicio 3.10
Demostrar:

" pA(p=gq Ngq

)=p

»pA(g=p)=p

pV(p=q)=True
)

pV(@=p) =q=p
» True=p=p

s p= False=-p

False = p = True



Capitulo 4

Aplicaciones del calculo
proposicional

Mi unicornio azul por fin te encontré. ..

Leo Masliah. La recuperacion del unicornio

La l6gica es una herramienta fundamental para resolver problemas. En ciencias
de la computacion nos permite construir especificaciones y programas. Si bien la
informatica ha dado un gran impulso para el desarrollo de la l6gica, sobre todo en
su uso como herramienta concreta, la logica se sigue usando para decidir acerca
de la validez de los razonamientos y para proveer soluciones a problemas diversos,
como por ejemplo la construccién de circuitos digitales combinatorios.

En este capitulo se presentaran algunas aplicaciones elementales del célculo
proposicional: andlisis de argumentos l6gicos y resoluciéon de problemas de ingenio.
Por dltimo veremos un ejemplo de uso del estilo de cédlculo proposicional para
problemas matematicos. Las definiciones de piso y techo y varias de sus propiedades
estdn inspiradas en el libro de Roland Backhouse [Bac03]. La presentacién del
maximo y minimo usando propiedades universales segin nuestro conocimiento
aparecié por primera vez en el articulo de Wim Feijen [Fei90].

4.1 Andlisis de argumentaciones
En el capitulo 2 se usaron las tablas de verdad para comprobar la validez de
ciertas formas de razonamiento. Si bien ese método es efectivo, cuando crece el

nimero de variables proposicionales su costo se vuelve prohibitivo, dado que el

59
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tamano de las tablas de verdad crece exponencialemente. Para el caso de razo-
namientos con dos premisas como los presentados en ese capitulo el método es
adecuado, dado que el nimero de variables proposicionales es muy pequeno. Sin
embargo, cuando se quieren analizar razonamientos de la “vida real” es conveniente
recurrir a métodos sintdcticos, es decir a la manipulacién de férmulas sin interpre-
tacién semantica. En el primer ejemplo consideraremos un razonamiento con seis
variables proposicionales, lo cual hubiera dado lugar a una tabla de verdad con 64
filas.

Ejemplo 4.1

Considérese la siguiente argumentacién (adaptada del libro [Cop73]):

Si Dios fuera incapaz de evitar el mal no seria omnipotente; si no
quisiera hacerlo seria malévolo. El mal solo puede existir si Dios no pue-
de o no quiere impedirlo. El mal existe. Si Dios existe, es omnipotente
y no es malévolo. Luego, Dios no existe.

Para representarlo en el cédlculo proposicional elegimos letras proposicionales
para cada una de las proposiciones elementales en el razonamiento, luego encon-
tramos las formulas que representan las proposiciones mas complejas y mostramos
que efectivamente la formula asociada a la conclusion se deduce formalmente de

las férmulas asociadas a las premisas.
Se ve que si uno se expresa con precisién, la argumentacién precedente no es
en si misma un “razonamiento” sino un teorema a ser demostrado.

Elegimos las siguientes letras proposicionales:
q: Dios quiere evitar el mal.

¢: Dios es capaz de evitar el mal.

o: Dios es omnipotente.

m: Dios es malévolo.

e: El mal existe.

d: Dios existe.

Las premisas se expresan de la siguiente manera:
1. =¢= —o

2. \g=>m

3. e=—qVc

4. e
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5. d=o0oA—-m
Y la conclusién obviamente es:
—d
Una demostracién de la correccién de este razonamiento es la siguiente:

-d
< { premisa 5, contrareciproca (ejercicio 3.9) }
=(=m A o)
{ de Morgan }

mV -0

< { premisa 1, 2, monotonia dos veces }
—q V —c
< { premisa 3 }

(&

{ premisa 4 }

True

Hemos demostrado entonces que asumiendo que todas las premisas son validas,
True = —d, lo cual es lo mismo que afirmar —d dado que True es neutro a
izquierda de una implicacién (como ya se demostré en el capitulo anterior).

Ejemplo 4.2

Considérese el siguiente argumento cuya forma se denomina dilema en la légica
cldsica [Cop73]. Si bien en este caso la tabla de verdad podria haber sido construida
(tiene solo 16 filas), la demostracién sintéctica es més corta y elegante.

Si el general era leal, habria obedecido las 6rdenes, y si era inteli-
gente las habria comprendido. O el general desobedecié las 6rdenes o
no las comprendié. Luego, el general era desleal o no era inteligente.

Elegimos las siguientes letras proposicionales:
l: El general es leal.
o: El general obedece las érdenes.
i: El general es inteligente.

c: El general comprende las érdenes.
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Las premisas se expresan de la siguiente manera:
l.l=o0
2. 1=>c
3. oV —c¢
Y la conclusién es:
=V i
Una demostracion posible es:

=LV —i

< { premisa 2, contrareciproca, monotonia }
-V —c

< { premisa 1, contrareciproca, monotonia }

-0V ¢

{ premisa 3 }

True

Hemos usado la consecuencia en el contexto de una disyuncién en este ejemplo,
lo cual es vélido dado que la disyuncién es monétona (demostrado en el capitulo
previo).

4.2 Resolucién de acertijos logicos

En esta seccién usaremos el calculo de predicados para la resolucién de acertijos
l6gicos. La mayor economia de este calculo nos permite encontrar soluciones mas
elegantes a problemas como los planteados en 2.9. Veremos primero soluciones
sintédcticas a dichos problemas los cuales fueron resueltos usando (implicitamente)
tablas de verdad.

Ejemplo 4.3
Tenemos dos personas, A y B, habitantes de la isla de caballeros y picaros. A hace
la siguiente afirmacion: ‘Al menos uno de nosotros es un picaro’. ;Qué son A y B?

Si tomamos las proposiciones elementales

a: A es un caballero

b: B es un caballero
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podemos simbolizar la afirmacién que hace A como —a V —b. Si sumamos a esto
que esa afirmacion es verdadera si y solo si A es un caballero, nos queda como dato
del problema que

a = (—aV —b)

Aplicando las técnicas desarrolladas en los capitulos anteriores podemos obte-
ner
a = (—-aV —b)
{ de Morgan }
a=-(aAb)
{ def. de = }
—(a = (a AD))
{ def. de = }
—(a=b)

{ negacién de una implicacién }

a A —b

Se concluye entonces que A es un caballero y B un picaro

Ejemplo 4.4

Otra vez nos cruzamos con dos personas de la isla de caballeros y picaros, A y B
(no necesariamente los mismos del ejercicio anterior). A dice ‘Soy un picaro pero
B no lo es’. {Qué son A y B?

Si tomamos las proposiciones elementales
a: A es un caballero
b: B es un caballero

podemos simbolizar la afirmacién que hace A como —a A b. Si sumamos a esto que
esa afirmacion es verdadera si y solo si A es un caballero, nos queda como dato
del problema que

a=-aNb

Manipulando esta expresion obtenemos
a=-aAb
= { regla dorada }

a=—-a=b=-aVbd

= { negacién y equivalencia }
False=b=-aVb
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= { False y equivalencia }
=(b=-aVb)

= {def=1}
—(-a = b)

= { negacién de la implicacién }

—a A —b

Se concluye entonces que ambos son picaros.

4.3 La funcidn piso

El estilo de calculo proposicional con el cual estamos trabajando es particu-
larmente cémodo para trabajar con problemas matematicos. En las proximas sec-
ciones trabajaremos con propiedades de algunas funciones matematicas las cuales
aparecen en varios problemas de programacién.

Definicién 4.1
Dado un ntimero real z se define la funcién piso (o parte entera) aplicada a 2 como
el entero que satisface, para todo entero n, la siguiente propiedad:

| |: R+ Int
n<lz]=n<zx

Habria que mostrar que esta propiedad es suficiente para definir una funcion, es
decir que | z] estd definida de manera unica para cada x. Esto quedard demostrado
por la propiedad 4.1.

Propiedad 4.2
Instanciando n en la definicién de piso con el entero |z], obtenemos la siguiente
propiedad:

2] <

Propiedad 4.3
Instanciando ahora z en la definicién de piso con n (que es también un real),
obtenemos la siguiente propiedad:

n < |n]

Propiedad 4.4
De las dos propiedades anteriores se sigue que para todo entero n

[n] =n
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Propiedad 4.5
Podemos usar también la propiedad contrapositiva de la equivalencia (teore-
ma 3.16) y el hecho que —=p < ¢ = ¢ < p para obtener la siguiente propiedad
para todo n entero:

lz] <n=z<n
Esta propiedad puede pensarse como una definicién alternativa de la funcién piso.

Propiedad 4.6
Instanciando n con el entero |« |+1 en la propiedad anterior, obtenemos la siguiente
propiedad:

x < |z]+1

Propiedad 4.7
De las propiedades anteriores puede deducirse que para todo x real

lz] <z <|z]+1

y por lo tanto puede verse que la funcién piso es efectivamente una funcién
cuya definicién alternativa podria ser

| |: R+~ Int
n=|z]=n<z<n+1

La existencia y unicidad de un tal n es una propiedad conocida de los enteros.
Lema 4.8
La funcién piso es mondtona, esto es, para todo par de reales x,y

r<y=lz] <|y]

Para demostrar el lema partimos del consecuente y mostramos que es conse-
cuencia del antecedente

) < y)
= { definicién de piso }
lz] <y
< { transitividad }
lz] <z Az <y
= { propiedad 4.2 }
r<y
La aplicacién de la transitividad parece sacada de una galera, pero si se tiene

en vista la meta de la demostracién (el antecedente = < y), su introduccién se
vuelve natural.
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4.4 Igualdad indirecta

Una de las maneras usuales de demostrar una igualdad entre dos ntimeros m y
n cuando se conocen solo desigualdades entre ellos es demostrar que tanto m < n
como n < m. Este método sin embargo en el caso de la funcién piso a veces no
funciona bien, dado que en su definicién esta aparece solo del lado derecho de la
desigualdad. Otro método que introduciremos aqui como un teorema es el método
de la igualdad indirecta

Teorema 4.9

Dos ntimeros p y ¢ son iguales si y solo si para cualquier otro nimero n del
mismo tipo que p y g vale que

n<p=n<gq

Observacion: Si bien este teorema es también una equivalencia légica, uno de los
miembros de dicha equivalencia no puede expresarse con los medios estudiados
hasta ahora como una férmula logica. Hace falta usar cuantificacion para poder
expresar el teorema como una equivalencia simple, lo cual se hara en el capitulo 6.

DEMOSTRACION
Si p = ¢ entonces la equivalencia vale por regla de Leibniz.

Supongamos ahora que la equivalencia es véalida para todo n. En particular es
valida cuando n = p. De aqui se deduce que p < p = p < ¢, 0, usando la reflexividad
del <, que p < ¢. Simétricamente se demuestra que g < p, instanciando a n en
este caso con q.

Observacion: La condicion del teorema de que n es del mismo tipo que p y g es
indispensable para poder realizar las instanciaciones en la demostracién. Si este
requisito no fuera necesario podria deducirse a partir de la definicién de piso que
|z] = x por igualdad indirecta, lo cual claramente no es cierto.

Ejemplo 4.5
Como aplicacion de la regla de igualdad indirecta resolveremos una propiedad
sencilla de la funcién piso. Demostraremos que para todo entero n vale que

[z +n]=|z]+n
Tomamos un entero k arbitrario

kE<|z+mn]
= { definicién de piso }
k<z+n
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{ aritmética }

k—n<zx

= { definicién de piso }
k—n<|x]

= { aritmética }

E<|z]+n

4.5 La funcion techo

De manera dual puede definirse la funcién techo, la cual dado un nimero real
devuelve el menor entero mayor o igual que aquel.

Definicién 4.10
Dado un nimero real = se define la funcién techo aplicada a = como el entero que
satisface, para todo entero m, la siguiente propiedad:

[1:Rw Int

[z]<n=z<n

La funcién techo tiene propiedades duales a la funcién piso (ver ejercicio 4.3)

Ejemplo 4.6 (Redondeo [Bac03])

En algunos lenguajes de programacién solo se dispone de la funcién piso y en
algunos casos hace falta usar también la funcién techo (por ejemplo para redondear
al entero mas cercano). Resolveremos el problema para ndmeros racionales. Es
decir, dados dos enteros a y b se propone encontrar enteros p y q tales que

:J-f

Antes de seguir leyendo, recomendamos a los lectores intentar resolver el pro-
blema.

Para encontrar de manera sistematica los enteros p y ¢, procederemos usando la
igualdad indirecta. Tomemos un k entero arbitrario y partiendo de la desigualdad

<2

intentaremos llegar a través de equivalencias logicas a una desigualdad similar pero
donde la expresion de la derecha sea una aplicacién de la funcién piso en lugar de
techo. Por la regla de igualdad indirecta, podremos entonces encontrar p y q con
la propiedad deseada.
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k< [§]
{ desigualdad de enteros }
1< g]
{ definicién de techo, contrapositiva }
k—1<3
{ aritmética, asumiendo 0 < b }
bx(k—1)<a
{ desigualdad de enteros }
bx(k—1)+1<a
{ aritmética, asumiendo 0 < b }
a+b—

{ definicién de piso }

at+b—
k< o=

De esta manera conseguimos una definicién de la funcién techo en términos de
la funcién piso para nuimeros racionales. Si bien es requerido que el denominador
sea positivo, esto no es un problema dado que todo racional puede escribirse de
esa manera sin mayores inconvenientes.

4.6 Maximo y minimo

En esta seccién presentamos una definicién para el maximo (y dualmente para
el minimo) en un estilo similar al usado para las funciones piso y techo. El tipo
de propiedad usado para definir estos operadores es conocido como propiedad
universal, e involucra la existencia y unicidad de cierto operador. En la seccién 1.7
introdujimos axiomas para el méaximo y demostramos propiedades ttiles en un
estilo ecuacional mds cémodo que los andlisis por casos. Aqui demostraremos (o
propondremos como ejercicios) que todos esos axiomas son consecuencias de la
definicién universal del méximo.

Definicién 4.11

Dados dos ntimeros a y b se define el operador de mdzimo de ambos como el
numero que satisface, para todo nimero n del mismo tipo que a y b, la siguiente
propiedad:

max : Num X Num — Num

amax b<n=a<nAb<n
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Los axiomas presentados en 1.7 pueden todos derivarse usando esta regla (ejer-
cicio 4.8).

Demostraremos una propiedad esperable del maximo la cual no puede derivarse
facilmente a partir de los axiomas:

Propiedad 4.12

rmax y =xVxrmaxy=1y

rmax y =rzVrmax y =1y

= { antisimetria de < }

(rmax y <z Az <zmax y)V (rmax y <yAy <z max y)

{ axioma 1.7 }

(r max y <z ATrue)V (x max y <y ATrue)

= { cdlculo proposicional, def. de mdximo }

(<zry<z)V(z<yAy<y)

= { reflexividad de <, cdlculo proposicional }

z<yVy<zx

= { tricotomia }

True

4.7 Ejercicios

Ejercicio 4.1
Analizar los razonamientos del ejercicio 2.5 usando las herramientas introducidas
en esta seccién.

Ejercicio 4.2
Utilizando el calculo proposicional, resolver los siguientes acertijos, donde A y B
son habitantes de la isla de los caballeros y los picaros.

1. Nos encontramos con dos personas, A y B. A dice ‘Al menos uno de nosotros
es un picaro ;Qué son A y B?

2. A dice ‘Yo soy un picaro o B es un caballero’ ;Qué son A y B?
3. A dice ‘Yo soy un picaro pero B no’ ;Qué son A y B?

4. Dos personas se dicen del mismo tipo si son ambas caballeros o ambas picaros.
Tenemos tres personas, A, By C. A y B dicen lo siguiente

A: B es un picaro.
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B: A y C son del mismo tipo.
Qué es C7
5. A dice ‘Si soy un caballero entonces B también lo es’ {Qué son A y B?

6. Le preguntan a A si es un caballero. A responde ‘Si soy un caballero entonces
me comeré el sombrero. Demostrar que A tiene que comerse el sombrero.

7. A realiza (por separado) las siguientes dos afirmaciones.

a) Amo a Marfa.

b) Si amo a Marfa, entonces amo a Yolanda.
1 Qué es A?

Ejercicio 4.3
Enunciar y demostrar las propiedades que satisface la funcién techo analogas a las
presentadas para la funcién piso en la seccién 4.3.

Ejercicio 4.4
Demostrar.

L z/m] = [[z]/m]

w

I
L
L ]
[lz]] = l=]

Ejercicio 4.5
. Qué estd mal en la siguiente demostracion (n, k enteros, 0 < n y x real)?

I
4. |z

kE<|n=xz|

{ definicién de piso }
k<nxx
= { aritmética }

E <4
n S

{ definicién de piso }
% < o]

{ aritmética }
k<nsx|z|
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Por lo tanto, por igualdad indirecta vale que |n * x| = n x [z].
Encontrar un contraejemplo a esta tltima ecuacion.

Ejercicio 4.6
. Qué estd mal en la siguiente demostracién (m,n, k enteros, n # 0)?

[ <
= { definicién de techo }
w <)
= { aritmética }
T <k+1
= { definicién de piso, contrapositiva }
| <k+1
= { aritmética }
2 <k

Por lo tanto, por igualdad indirecta vale que |7 | = [2*].

Ejercicio 4.7
Definir una regla de desigualdad indirecta andloga a la de igualdad indirecta. De-
mostrarla. Usarla para demostrar que para cualquier par de reales a y b, vale que

la] +[b] < [a+b]

Ejercicio 4.8
Demostrar los axiomas del maximo presentados en 1.7 a partir de la definicién 4.6.

Ejercicio 4.9
Demostrar que
|z min y] = [z min [y]
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Capitulo 5

Calculo de predicados

(a) Socrates is a man. (b) All men are mortal. (c) All men are
Socrates. That means all men are homosexuals.
Woody Allen: Love and Death

Si bien el cdlculo proposicional nos permitié analizar cierto tipo de razonamien-
tos y resolver acertijos 16gicos, su poder expresivo no es suficiente para comprobar
la validez de algunos razonamientos muy simples. Un caso paradigmatico es el de
los silogismos, tratados en la seccién 2.1. Uno ejemplo tipico de silogismo es el
siguiente.

Las vacas son mamiferos.
Hay animales que no son mamiferos.
Hay animales que no son vacas.

Si quisiéramos analizar este razonamiento usando el cédlculo proposicional nos
quedaria claramente una forma invalida; cada premisa y la conclusién serian pro-
posiciones elementales distintas,

vm: Las vacas son mamiferos.
am: Hay animales que no son mamiferos.
av: Hay animales que no son vacas.

y el razonamiento seria vm A am = av, el cual no es valido dado que puede tener
premisas verdaderas y conclusion falsa.

Para poder demostrar la validez de este tipo de razonamientos serd necesa-
rio disponer de herramientas que permitan analizar la estructura interna de las
proposiciones elementales.

73
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5.1 Predicados

El calculo proposicional desarrollado en el capitulo 3 nos permitié razonar sobre
una clase restringida de expresiones booleanas denominadas formulas proposicio-
nales. Estas fueron construidas a partir de constantes (True y False), variables y
operadores booleanos ( =, =, V , etc.). Por lo tanto, la expresividad de la 16gica
estuvo restringida a sentencias que podian ser modeladas con estas férmulas. Ya vi-
mos algunos ejemplos de expresiones booleanas més generales en el capitulo 1. Alli,
se utilizaron expresiones booleanas conjuntamente con expresiones aritméticas.

En este capitulo desarrollaremos el cdlculo de predicados. Este nos permitira
razonar sobre una clase mdas extensa y expresiva de expresiones booleanas. De
manera general, una férmula del calculo de predicados es una férmula proposicional
en donde algunas variables booleanas pueden ser reemplazadas por:

= Predicados, los cuales son funciones booleanas (el concepto de funcién fue
introducido en 1.7) cuyos argumentos pueden ser expresiones no booleanas.
Ejemplos de predicados son ‘igual. (x—y).4’ v ‘mayor.2+x.y’. Los nombres
de funcién (por ejemplo ‘igual’, ‘mayor’) son llamados simbolos de predica-
dos. A menudo también se usa en los predicados la notacién infija como
‘a<b o‘amaxb.

Los argumentos de los predicados pueden ser expresiones de distintos tipos.
En el capitulo 1 vimos esto para el caso particular de las expresiones aritméti-
cas. De esta forma los argumentos pueden tener variables no necesariamente
booleanas. Estos argumentos se denominan términos.

= Cluantificacion universal y ezistencial, como se verd més adelante en este
capitulo.

Dado un conjunto de simbolos de predicado, el cdlculo puro de predicados ten-
dra como axiomas y reglas de inferencia las del cdlculo proposicional (ya vistos en
el capitulo 3) y las de las cuantificaciones. En este célculo, los simbolos de predica-
do no estardn interpretados (excepto para la igualdad = ). Esto quiere decir que
se hard abstraccion de su significado, y la légica no brindara reglas especificas para
manipularlos. Por ejemplo, para razonar sobre la sentencia dada en la introduc-
cién, deberemos tener los simbolos de predicado ’es_vaca’ y ’es_mamifero’. Una
férmula posible serd entonces ’es_vaca. m = es_mamifero.m’, pero no se daran
las reglas para deducir que esta férmula es verdadera. A pesar de esta restriccion,
el célculo nos permitira razonar sobre sentencias, sin tener en cuenta el significado
de los simbolos de predicados.

Por otro lado, cuando se quiera trabajar en una teoria determinada (por ejem-
plo la aritmética) se introduciran axiomas que expresen las propiedades que deben
satisfacer las operaciones y predicados que aparecen en el lenguaje.



5.2 EL CUANTIFICADOR UNIVERSAL 75

5.2 El cuantificador universal

Enumeramos a continuacién los axiomas que definen la cuantificacién universal.
Esta surge cuando se formaliza la nocién de “para todo z”; por ejemplo, cuando
uno dice en matemaética

2 % n es par, con n entero.

lo que en realidad esta diciendo es
Para todos los n enteros, 2 * n es par.

Esta misma afirmacién se escribe usando nuestra notacion de la siguiente manera:
(Vn :n€Z: par)(2xn) (5.1)

donde “n € Z” es True si y solo si n es entero, y “par.n” es True si y solo si n es
un entero par.

Lo que se ha indicado aqui es el significado (“semdntica”) que modela el com-
portamiento formal (“sintdctico”) de la cuantificacién universal. Una vez que se
presentan los axiomas, uno puede trabajar sin preocuparse por el significado de
cada expresién utilizada, siempre que se manipule usando las reglas exactamente
como han sido especificadas.

El formato general de una cuantificacién universal es el siguiente:

(Vvariable de cuantificacién : rango : término )

donde “rango” y “término” son predicados, los cuales toman como argumento a
n es decir, que pueden devolver solo los valores True o False (ejemplo: “n < 27
es una tal expresion; para cada n es verdadera o falsa, en cambio “n?” no lo es).
Si en el rango figura el predicado constante True, lo omitiremos, lo cual queda
expresado en el siguiente axioma:

Axioma 5.1 (Rango T'rue)
(Vo :: fax)y=(Vz :True: fx)

Definicion 5.2 (Variable libre)
Se define inductivamente cudndo una variable est4 libre en una expresién (el cuan-
tificador existencial se define més adelante).

= Una variable ¢ estd libre en la expresién <.
= Si la variable ¢ estd libre en E entonces lo estd también en (E).

= Si la variable i estd libre en F y f es una operacién valida en el tipo de F,
entonces ¢ también estd libre en f.(..., E,...).



76 CALCULO DE PREDICADOS

= Si la variable 7 estd libre en E y no aparece en la secuencia de variables x, en-
tonces lo estd tambiénen (Vo : F': E),en(Vx : E: F),en(Jzx : F: E)
yen (Jxz : E: F).

Notacién: dada una expresién F, el conjunto de las variables libres de E se deno-
tard con FV.E .

Uno de los axiomas mds importantes es el que da significado al rango, el cual
llamaremos intercambio entre rango y término:

Axioma 5.3 (Intercambio entre rango y término)
(Vo :rax: fa)y=(Vz :: rex= fa)

Usando el ejemplo de més arriba, este axioma nos dice que es lo mismo escribir
“Para todos los n enteros, 2xn es par” que “Para todos los n, si n es entero entonces
2% n es par”.

Dado que el cuantificador universal es una generalizacién de la conjuncién,
algunas propiedades de esta pasan al primero, por ejemplo, la conmutatividad, la
asociatividad y la distributividad de V con respecto a A':

Axioma 5.4 (Regla del término)
(Vo :: fayAN (Vo :: gax)=(Va :: faAhga)
Axioma 5.5 (Distributividad de V con V)

V{(Va :: fx)=(Va :: XV fu), siempre que x no ocurra en X.

Si bien estos dos axiomas han sido enunciados para el caso que el rango sea
exactamente True, podemos demostrar que el segundo vale en general para cual-
quier rango, es decir:

Teorema 5.6
XVv{Vz:rx: fea)=(Va :rax: XV fa), donde x no ocurre en FV.X
DEMOSTRACION
XV(Vzx :rax: fo)
= { Intercambio entre rango y término }
XV{(Vz :: rx= fa)
= { Caracterizacién de = : p = g = —pV ¢ aplicado al término }
XV{(Vx :: -raV fo)
= { Distributividad de V con V (z no ocurre en X) }
(Vo :: XV-raV fo)
= { Conmutatividad de Vv, Caracterizacién de = }
(Vo it ra= XV fa)
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= { Intercambio entre rango y término }
(Vo :rax: XV fa)
El teorema que sigue formaliza la idea de que cuantificar universalmente sobre

una union de elementos es equivalente a cuantificar sobre cada uno de los conjuntos
(no importa si no son disjuntos).

Teorema 5.7 (Particion de rango)
(Ve trx: fa)AN(Vz :sx: fa)=(Vz :raxVsa: fa)

DEMOSTRACION

(Vo :rax: fa)yAN (Ve :sax: fa)

= { Intercambio entre rango y término, caracterizacién de =, dos veces }
(Vo =2 —raV faz)A(Va 1 —saV fa)

= { Distributividad de V¥ con A }
(Vo i (-raV fa)A(-saV fa))

= { Distributividad de V con A}
(Vo i (mraxA-sx)V fa)

= { de Morgan }
(Vo :: =(rxVsz)V fao)

= { Caracterizacién de = e intercambio entre rango y término }

(Vo :raxVsax: fa)

Aplicando este teorema a la cuantificacién universal (5.1), podemos tomar r.n
igual a “n es un entero positivo o cero”; s.n igual a “ n es un entero negativo” y
obtenemos la equivalencia entre

Para todos los n enteros, 2 *n es par.

Para todos los n enteros positivos o cero 2 x n es par y para todos los
n enteros negativos 2 * n es par.

Esto funciona ya que decir r.n V s.n (“n es un entero positivo o cero o n es un
entero negativo”) es una forma de decir “n es un entero”.

El axioma de Rango unitario dice que si hay un tnico x posible, digamos X,
decir que algo vale para todos los = equivale a decir que vale para ese tinico valor:

INotar que indicamos quién distribuye con quién.
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Axioma 5.8 (Rango unitario)
(Ve :x=X: fa)=fX
Por ejemplo, “para todo n tal que n es 3, 2 x n es par” es equivalente a “2 x 3 es

b))

par”.

Cuando uno dice que f.x vale para todos los x, deberia valer en particular para
cualquier x arbitrario que uno tome, verbigracia, x = Y. Esta idea se resume en
el siguiente teorema, que denominamos Regla de Instanciacion.

Teorema 5.9 (Instanciacion)
(Vo :: fax)=fY

DEMOSTRACION
Usando la definicién dual de =, el teorema dice (Y :: fa)AfY =(Vz :: fu).
Probemos esto ultimo:

(Vo :: fa)
= { Rango True }
(Vo :True: fua)
= { Absorbente del V }
(Vo :True Vz=Y: fx)
= { Particién de rango }
(Vo :True: fa)AN(Vx :z=Y: fux)
= { Rango True y Rango unitario (notar que valen las hipédtesis) }

(Vo =2 fa)yANfY

En algunas ocasiones interviene mas de una cuantificacién. Nuestro primer
ejemplo no sirve, pero podemos reemplazarlo por otro igualmente simple: decir
que “para todos los m se da que para todo n, 2 * (m —n) es par” es lo mismo que
decir “para todos los n se da que para todo m, 2 * (m — n) es par”. El siguiente
axioma formaliza y generaliza este ejemplo.

Axioma 5.10 (Intercambio de cuantificadores)
(Vo :: (Vy :: fay))=(Vy :: (Vx :: faoy))

En virtud de que en castellano cualquiera de las proposiciones anteriores se
resumen diciendo “para todo m y n, 2x(m—n) es par”, de ahora en més escribiremos
los cuantificadores “anidados” del siguiente modo:

Axioma 5.11 (Anidado)
(Va,y ¢ foy)=(VYz :: (Vy :: faoy))

El teorema que sigue recibe el nombre de Cambio de variable:



5.2 EL CUANTIFICADOR UNIVERSAL 79

Teorema 5.12 (Cambio de variable)
(Vo :rx: fa)y=(Vy :ry: fy), si y no ocurre en f.x o en r.x y & no
ocurre en f.y o en r.y.
DEMOSTRACION
(Vy :ry: fy)
= { Rango unitario, aplicado al término tomando Y :=y }
(Vy :ry: (Vo :x=y: fa))
= { Intercambio entre rango y término en Vy, caracterizacién de = }
(Vy :: -ryv (Ve :x=y: fa))
= { Distributividad de V con V, x no ocurre en —r.y }
(Vy :: (Vo rx=y: ~ryV fa))
= { Intercambio entre rango y término en Vz, caracterizacién de = }
(Vy :: (Vx 2 ~ze=yV-ryV fzx))

= { Intercambio de cuantificadores }

(Vo :: (Vy :: ~z=yV-ryV fax))
= { Caracterizacién de =, intercambio entre rango y término en Vz }

(Vo :: (Vy rx=y: -ryV fa))

= { Rango unitario (del Vy, obvio —con el otro no se puede-) }

(Va 2 —raV fa)
= { Caracterizacién de =, intercambio entre rango y término en Vz }
(Vo :rax: fa)

Aplicado a nuestro primer ejemplo, el teorema afirma que es exactamente lo
mismo decir “Para todos los n enteros, 2 x n es par” que decir “Para todos los
r enteros, 2 x x es par”’, y asimismo reemplazando x por cualquier otra variable.
Por esa razoén, a las variables de cuantificacién se las denomina “variables bobas”,

porque lo dnico que hacen es indicar qué se cuantifica, pero (por ejemplo) no
pueden ser reemplazadas por un valor. No tiene sentido decir

(V10 : enteros.10 : par.10)

que se obtiene reemplazando n por 10 en (5.1) (“Para todo 10” ya suena bastante
ridiculo). Otro ejemplo de variable boba es el dado por las variables de derivacién:
para decir “integral de f”, uno escribe

/f(x)dx /f(y)dy

y es lo mismo, pero no tiene sentido decir

/ £(5)ds5.
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5.3 EIl cuantificador existencial

La cuantificacion existencial estd caracterizada por un solo axioma. A partir
de este (el cual lo relaciona con el cuantificador universal) pueden deducirse como
teoremas todas sus propiedades.

El cuantificador existencial afirma que hay algin individuo en un rango dado
el cual satisface una propiedad determinada. Esto contrasta con el cuantificador
universal en dos aspectos: por un lado, alcanza con que un individuo satisfaga la
propiedad para que sea valido; por otro, se afirma la existencia de al menos un
individuo, algo que la cuantificacién universal no hace. Esto se refleja en el teorema
que muestra que una cuantificacién existencial sobre un conjunto vacio es falsa.

El formato general de una cuantificacién existencial es andlogo al de la cuanti-
ficacién universal:

(Fvariable de cuantificacién : rango : término )

donde “rango” y “término” son predicados los cuales toman como argumento a n.
El axioma para el cuantficador existencial el cual lo relaciona con el cuantifi-
cador universal, es el siguiente:

Axioma 5.13 (Cuantificacién existencial)
(Fz :rx: fax)=-(Vz :rax: ~fa)

Los siguientes teoremas son andlogos a los axiomas o teoremas del cuantificador
universal. Las demostraciones se dejan para el lector.

Uno de los teoremas mas importantes es el que da significado al rango. La
diferencia con el cuantificador universal es consistente con la interpretacion del
cuantificador.

Teorema 5.14 (Intercambio entre rango y término)
(Fz rrx: fa)=(3z :: raAfo)

Dado que el cuantificador existencial es una generalizacién de la disyuncion,
algunas propiedades de esta pasan al primero, por ejemplo, la conmutatividad, la
asociatividad y la distributividad de A con respecto a V:

Teorema 5.15 (Regla del término)
(Fx :: fayv(Iz :: gx)=(3x :: faVga)

Teorema 5.16 (Distributividad de A con 3)
XA{(Jz :: fa)=(3z :: XA fa), silempre que z no ocurra en FV.X.

El teorema que sigue es la versién de la particién de rango para el caso exis-
tencial.

Teorema 5.17 (Particiéon de rango)
(Jz :rax: fa)yV(3z :sax: fa)y=(Jx :raxVsz: fa)
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5.4 Propiedades de las cuantificaciones universal y
existencial

En esta seccién enunciaremos algunas otras propiedades y metateoremas que
seran utiles a la hora de derivar programas. Las demostraciones se omitirdn casi
siempre, quedando como ejercicio para el lector.

Teorema 5.18
Siempre que @ € FV.P y que el rango no sea vacio (es decir que (i :: R))
vale la siguiente ley distributiva
(Vi :R: PANQ)Y=PA(Vi :R: Q)

Notese que es necesario pedir que el rango no sea vacio, a diferencia de la
distributividad de la disyuncién, dado que el neutro de la conjuncién (True) es
absorbente para la disyuncion.

Teorema 5.19
(Vi:R: P=Q)=(Vi:R: P)=(Vi :R: Q)

Teorema 5.20 (Fortalecimiento por término)

(Vi:R: PANQ)=(Vi:R: P)

Teorema 5.21 (Fortalecimiento por rango)

(Vi:RVQ: P)=(Vi:R: P)

Teorema 5.22 (Monotonia)

(Vi:R: P=Q)=({(VYi:R: P)=(Vi:R: Q))
Metateorema 5.23

P es un teorema si y solo si (Vi :: P) es un teorema

DEMOSTRACION
La demostracion puede hacerse por doble implicacién. Una de ellas es inmediata
por la propiedad de instanciacién. Para ver la otra mostraremos cémo transformar
una demostracién de P en una de (Vi :: P) .
Supongamos que tenemos una demostracion de P de la siguiente forma:
P
= {Razén 1}
Py

P,
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= {Razénn+1}

True

Podemos construir entonces de manera mecénica la siguiente demostracion de
(Vi :: P):

(Vi :: P)

= {Razén 1}
(Vi :: Py)
(Vi :: Pp)

= {Razénn+1}
(Vi :: True)

= { Término constante }

True

Teorema 5.24
Siempre que @ € FV.P y que el rango no sea vacio (es decir que (34 :: R))
vale la siguiente ley distributiva

(Fi:R: PVQ)=PV(3i :R: Q)
Teorema 5.25 (Debilitamiento por término)
(3i:R: P)=(3i:R: PVQ)
Teorema 5.26 (Debilitamiento por rango)
(3i :R: PY=(3i :RVQ: P)
Teorema 5.27 (Monotonia)
(3i :R: P=Q)=((3i :R: PY=(Ji :R: Q))

Teorema 5.28 (Intercambio de cuantificadores)
SiiZ FV.Ry j € FV.QQ, entonces

(Fj:R: (Vi :Q: P))=(Vi:Q: (i :R: P))

El siguiente metateorema nos permite usar un nombre de constante nuevo (el
testigo) para referirse a un elemento cuya existencia es postulada por el cuantifi-
cador.
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Metateorema 5.29 (Testigo)
Sik ¢ (FV.PUFV.QQ) entonces (Ji :: P)=Qsiysolosi P(i:=k)=Q

es un teorema.

DEMOSTRACION
(Fi:: P)=Q

= { implicacién }
-(Ji:: P)VQ
{ de Morgan }
(Vi :: "P)VQ
= { cambio de variables, k ¢ FV.P }

(Vk :: =P(i:=k))VQ
= { distributividad, k ¢ FV.Q }
(Vk :: =Pi:=k)VQ)
{ implicacién }
(Vk :: Pi:=k)=Q)

Aplicando el metateorema 5.23 de la cuantificacién universal, vemos que la
ultima linea es un teorema si y solo si P(i := k) = Q lo es.

5.5 Aplicaciones del calculo de predicados

Una de las aplicaciones tradicionales del calculo de predicados es el analisis de
razonamientos en lenguaje natural. Esto extiende el analisis realizado en el capitu-
lo 4 a casos para los cuales el razonamiento proposicional es insuficiente. No solo
usaremos letras proposicionales para representar proposiciones atémicas, sino que
analizaremos la estructura de estas proposiciones usando predicados y cuantifica-
dores los cuales permiten expresar relaciones que exceden al cdlculo proposicional.

Tomemos primero un ejemplo que puebla casi todos los libros de légica clésica.

Todos los hombres son mortales.
Soécrates es hombre
Sécrates es mortal

Para modelar este razonamiento es necesario introducir predicados que descri-
ben las categorfas necesarias asf también como una constante (para representar al
individuo Socrates).

H.x : x es hombre.
M.z : x es mortal.

s : Sécrates.



84 CALCULO DE PREDICADOS

El razonamiento puede codifcarse entonces como sigue:
(Vo :: Hx = M.x)

H.s
M.s

Ahora podemos traducir este razonamiento a la implicacién correspondiente
(recordemos que tenemos que ver que no se da el caso de que las premisas puedan
ser verdaderas y la conclusién falsa). Luego demostramos que esa implicacién es
un teorema (del cdlculo de predicados).

(Vo :: Hx=Max)ANH.s= M.s

= { instanciacién }

(Ve :: He=Max)N(H.s= M.s)NH.s = M.s

= { modus ponens }

(Vo :: He=Max)NHsANM.s= M.s
= { debilitamiento }

True

Un tipo de razonamientos que tuvo gran popularidad y fue considerado el
paradigma de los razonamientos validos es el de los silogismos. Estos son ejemplos
de razonamientos correctos a los cuales Aristételes pesaba que se podian reducir
todos. Si bien se sabe que no es asi, estos constituyen un ejemplo interesante para
trabajar nuestros métodos. Mostraremos que esencialmente todas las formas de
silogismos correctos (dieciséis) se reducen a variantes menores de dos formas, las
cuales demostraremos correctas.

La primera forma a considerar es la que tiene dos premisas universales y con-
clusién también universal. El siguiente razonamiento la ejemplifica:

Las arafias son mamiferos.
Los mamiferos tienen seis patas.
Las aranas tienen seis patas.

donde

a.r: T es arana.
m.z:  es mamifero.

s.xr: x tiene seis patas.

La forma de este silogismo puede esquematizarse como sigue:

(Vo :: ax=m.x)
(Vo :: ma=sa)
(Vo :: ax = s.x)
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Demostraremos ahora la implicacién asociada a este razonamiento. Para ello
partiremos de la conjuncién de las premisas y llegaremos a la conclusién.

(Vo :: ax=>max)AN(Vz :: mz=s.x)
= { regla del término }
(Vz :: (a.x = m.x) A (max = s.x))
= { transitividad (usando la monotonia del A y del V }

(Vo :: ax = s.x)

Consideremos el ejemplo que abre este capitulo:

Las vacas son mamiferos.
Hay animales que no son mamiferos.
Hay animales que no son vacas.

el cual puede esquematizarse como sigue:

(Vo :: vz = m.a)
(Fx :: ax A—-m.a)
(Fx :: axN-w.a)

La demostracén de correccién la dejamos como ejercicio para el lector (suge-
rimos distribuir la conjuncién con el existencial y luego aplicar la instanciacion
adecuada y la contrareciproca).

5.6 Algunas conclusiones

En el capitulo 2 planteamos algunas preguntas que una teoria del razonamiento
deductivo deberia intentar responder. Estamos ya en condiciones de responderlas,
al menos parcialmente.

= ;Como puede determinarse si un razonamiento es valido?

Podemos escribir todos los pasos de un razonamiento en notacién formal y
determinar si cada uno es un paso valido de acuerdo con las reglas definidas
de manera explicita para el calculo de predicados.

= ;Como puede determinarse si una conclusion es consecuencia de un conjunto
de premisas, y de ser asi como puede demostrarse que lo es?

Para el caso de la légica proposicional, esta pregunta puede resolverse con
relativa facilidad. Se construye la tabla de verdad para la férmula asociada
al razonamiento pertinente y puede afirmarse que es una tautologia si y solo
si la conclusién es consecuencia de las premisas.
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Para el caso de la 1égica de predicados, en cambio, no existe ningtin método
mecanico para decidir si una conclusién puede deducirse de un conjunto de
premisas. La teoria de la computaciéon o computabilidad demuestra que un
tal algoritmo no puede existir.

s Qué caracteristicas de las estructuras del mundo, del lenguaje y de las re-
laciones entre palabras, cosas y pensamientos hacen posible el razonamiento
deductivo?

Esta pregunta no estd ain resuelta de manera satisfactoria y existen nu-
merosas teorias que proponen posibles respuestas. Los ejemplos que hemos
considerado en este libro sugieren que la relaciéon entre lenguaje y mundo
no es arbitraria en su totalidad y que cierta estructura del lenguaje refleja
cierta estructura del mundo. Puede pensarse que las constantes de nuestra 16-
gica denotan objetos y los predicados relaciones o propiedades. Sin embargo,
como se establece esta relacion de denotacién es aun un misterio.

5.7 Dios y la ldgica

En la historia de la filosofia se registra una cantidad considerable de intentos

de demostraciones de la existencia de Dios. Si bien hoy son consideradas por los
l6gicos como meras falacias, algunas de ellas ain son ensenadas en las escuelas
religiosas. Una de estas “demostraciones” tiene atn cierto interés desde el punto
de vista de la l6gica, pese a haber sido quizd el argumento més veces refutado en
la historia. Es el llamado Argumento Ontoldgico de San Anselmo de Canterbury
(1033-1109). La primera refutacién fue realizada por un monje llamado Gaunilo
quien fue contemporaneo con San Anselmo.

La demostracién es presentada de varias formas. En los siguientes dos parrafos,

hay dos demostraciones diferentes.

Y entonces, O Senor, dado que has dado entendimiento a la fe, dame
el entendimento - siempre que t sepas que es bueno para mi - de que
tl existes, tal como nosotros creemos, y que tu eres lo que nosotros
creemos que eres. Creemos que eres un ser del cual nada mayor puede
ser pensado. O podria ser que no haya tal ser, dado que “el insensato ha
dicho en su corazén ‘No hay Dios’ ” (Psalmo 14.1; 53:1). Pero cuando
el mismo insensato oye lo que digo - “Un ser del cual nada mayor
puede ser pensado” él entiende lo que escucha, y lo que entiende esté
en su entendimiento aun si no entiende que esto exista. Porque una
cosa es que un objeto esté en el entendimiento y otra cosa entender
que este exista. Cuando un pintor considera de antemano lo que va a
pintar ya lo tiene en su entendimiento, pero él no supone que lo que
aun no ha pintado ya existe. Pero una vez que lo ha pintado ambas
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cosas ocurren: estd en su entendimiento y también entiende que lo que
ha producido existe. Atin el insensato, entonces, debe estar convencido
de que un ser del cual nada mayor puede ser pensado existe al menos
en su entendimiento, dado que cuando oye esto lo entiende y aquello
que se entiende estd en el entendimiento. Sin embargo es claro que
aquello de lo cual nada mayor puede ser pensado no puede existir solo
en el entendimiento. Porque si realmente esta solo en el entendimiento,
puede ser pensado que existe en realidad y esto serfa atin mayor. Por
lo tanto, si aquello de lo cual nada mayor puede ser pensado esta solo
en el entendimiento, esa misma cosa de la cual nada mayor puede ser
pensado es una cosa de la cual algo mayor puede ser pensado. Pero
obviamente esto es imposible. Sin ninguna duda, por lo tanto, existe
tanto en el entendimiento como en la realidad, algo de lo cual nada
mayor puede ser pensado.

Dios no puede ser pensado como inexistente. Y ciertamente él existe
de manera tan verdadera que no puede ser pensado como inexistente.
Dado que puede ser pensado algo que existe lo cual no puede ser pensa-
do como inexistente, y esto es mayor que aquello que puede ser pensado
como no existente. Entonces si aquello de lo cual nada mayor puede ser
pensado, puede ser pensado como inexistente, esa misma cosa de la cual
nada mayor puede ser pensado no es algo de lo cual nada mayor pueda
ser pensado. Pero esto es contradictorio. Luego, hay verdaderamente
un ser del cual nada mayor puede ser pensado - luego ciertamente no
puede ni siquiera pensarse que no exista.

Podemos analizar primero el argumento del segundo parrafo el cual es maés
sencillo. Las premisas consideradas y conclusiones obtenidas son las siguientes:

Premisa 1: Un ser que no puede pensarse como inexistente es mayor que un
ser que puede pensarse como inexistente.

Por lo tanto si Dios puede ser pensado como inexistente, entonces puede pen-
sarse un ser mayor el cual no puede ser pensado como inexistente.

Premisa 2: Dios es un ser del cual nada mayor puede ser pensado.

Conclusion: No puede pensarse que Dios no exista.

La conclusion sacada de la primer premisa necesita una suposiciéon adicional
de que es efectivamente posible pensar un ser el cual no puede ser pensado como
inexistente.

El argumento enunciado en el primer parrafo puede ser parafraseado como
sigue:

Premisa 1: Podemos concebir un ser del cual nada mayor puede ser concebido.
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Premisa 2: Aquello que es concebido esté en el entendimiento de quien lo con-
cibe.

Premisa 3: Aquello que existe en el entendimiento de alguien y también en la
realidad es mayor que algo que solo existe en el entendimiento.

Por lo tanto Un ser concebido tal que ninguno mayor puede ser pensado debe
existir tanto en la realidad como en el entendimiento.

Premisa 4: Dios es un ser del cual nada mayor puede ser pensado.

Conclusion: Dios existe en la realidad.

Quinientos anos después, una versién del mismo argumento fue propuesta por
Descartes. Puede resumirse la esencia de esta nueva versién y de algunas de las
anteriores en lo siguiente: Descartes define a Dios como un ser que tiene todas
las propiedades (al menos las propiedades buenas). Luego, tiene entre ellas la
propiedad de la existencia. Luego, Dios existe.

Las objeciones a estos argumentos son variadas. Bésicamente la de Gaunilo
y posteriormente de Kant se basan en la idea de que la existencia no es una
propiedad. Otra objecién que puede hacerse al argumento de San Anselmo (que
Descartes se esmera en rechazar en la Meditaciones Metafisicas) es que en ningin
lado se prueba la unicidad de Dios, y puede claramente haber mas de un ser con
esas propiedades. Siguiendo esta linea de argumentacién puede también probarse
la existencia de otras cosas, por ejemplo de una isla perfecta (muchos pueden
imaginarse una isla de la cual ninguna mejor pueda ser pensada).

Presentaremos ahora una demostracién de que existe un unicornio, la cual
se basa en la misma idea y veremos una de las objeciones mas contundentes al
argumento ontolégico hecha por Raymond Smullyan en [Smu78].

En lugar de demostrar que existe un unicornio, vamos a demostrar la proposi-
cién posiblemente més fuerte de que existe un unicornio existente (la cual obvia-
mente implica que existe un unicornio). Por la ley del tercero excluido, tenemos
solamente dos posibilidades:

1. Un unicornio existente existe.
2. Un unicornio existente no existe.

La segunda posibilidad es obviamente contradictoria, dado que ningun ser exis-
tente puede no existir. De la misma manera que un unicornio azul tiene que ser
necesariamente azul (aunque se haya perdido), un unicornio existente necesaria-
mente tiene que existir. Luego, la primera proposicion es verdadera.

La objecién de Kant es aplicable a esta demostraciéon, pero también puede verse
una confusién mas elemental en el uso de la palabra ‘un’. En algunos contextos
‘un’ significa ‘todos’ y en otros significa ‘al menos uno’. Por ejemplo, en ‘un gato
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es un felino’ estamos diciendo que cualquier gato es un felino, mientras que en ‘un
gato se comié el pescado’ nos estamos refiriendo a un gato en particular, el cual
existe y ademas se comié nuestra cena. En la demostracion de la existencia de un
unicornio, estamos confundiendo ambos usos de la palabra ‘un’. En la demostracién
usamos ‘un’ en el primer sentido. En este caso la conclusién es verdadera, dado
que obviamente todo unicornio existente existe, pero la confusion viene de leer la
conlusién usando la palabra ‘un’ en el segundo sentido. Si interpretaramos asi a
la palabra ‘un’ la demostracién no seria correcta, dado que en ese caso la primera
proposicién serfa falsa (como por ejemplo decir ‘un unicornio azul se me perdid)
y la segunda verdadera (no existe ningun unicornio, existente o no). Esta misma
objecion puede aplicarse al argumento ontolégico de San Anselmo y Descartes. Lo
Unico que estan demostrando es que todo Dios que satisficiera las propiedades de
la definicién de Descartes obviamente existiria.

Para finalizar, presentamos una “objecién” de Borges en un cuento llamado
sugerentemente Argumentum Ornithologicum.

Cierro los ojos y veo una bandada de pajaros. La visién dura un segundo
0 acaso menos; no sé cuantos pajaros vi. jEra definido o indefinido su
nimero? El problema involucra el de la existencia de Dios. Si Dios
existe, el numero es definido, porque Dios sabe cuantos pajaros vi. Si
Dios no existe, el nimero es indefinido, porque nadie pudo llevar la
cuenta. En tal caso, vi menos de diez pdjaros (digamos) y més de uno,
pero no vi nueve, ocho, siete, seis, cinco, cuatro, tres o dos pajaros, Vi
un nimero entre diez y uno que no es nueve, ocho, siete, seis, cinco,
etcétera. Ese niimero entero es inconcebible; ergo, Dios existe.

5.8 Ejercicios

Ejercicio 5.1
Probar

1. (3z :rx: px)={(3z :: rz) .

2. ~(3z ::rax)=> (Yo :rx: px) .

dz i prx)ANNMe:iqx)=(3z :: prAgz) .

dx ipax: qr)AN (Vo 1qx: rae)=(3z :qr: prxArz) .

(
(
5. (3z :px: qx)AN(Vx :qz: rx)=(3z :px: rz) .
(Vo :Ra: Tx=Uax)= (Vo :Ra: Tw)= (Vo : Rax: Ux)) .
(

Ve :Rx: Tix)V(Vy :Ry: Uy)=(Vz : Ra: TavUzx) .
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Ejercicio 5.2
Dar un ejemplo que pruebe que el = no puede ser reemplazado con = en los
ejercicios 6 y 7.

Ejercicio 5.3
Demostrar (Vz : Rz: T.x )= ((Vz :: Ra)=(Vz :: T.x)) .

Dar un ejemplo que pruebe que el = principal no puede ser reemplazado con =.
Es decir, probar que no es cierto que

(Ve :Rax: Tx)= (Vo :: Re)= (Vz :: T.x)) .

Ejercicio 5.4 (Analisis de Razonamientos usando Calculo de Predicados)
Entenderemos que “ningin R es P” es lo mismo que decir que“todo R no es P’ y
decir que “algin R es P” es negar que “ningiin R es P”.

1. Probar que el razonamiento “Algun mamifero es oviparo, por lo tanto algin
oviparo es mamifero”, es valido, probando que

(Jz :rx: px)y=(Jz :px: ra) .
2. Probar que = (3z :rx: pa)=-(Jz :px: rax) .

Ayuda: recordar el ejercicio anterior.

3. Probar que el razonamiento “Ningun hombre es un angel, por lo tanto ningin
angel es un hombre”, es vélido.

4. Probar que el siguiente razonamiento es valido: “Si algunos unicornios no
estan en mi casa, entonces existe algiin unicornio”.

5. Probar que el razonamiento “No existe ningin unicornio, por lo tanto todo
unicornio tiene dos cuernos” es valido.

6. a) Probar que (Vo :rx: pax)= Vr:rozAqr:prAhqx) .
b) Concluir que el siguiente razonamiento es vélido: “Todo elefante es un
animal, luego todo elefante gris es un animal gris”.

¢) ¢Por qué no es valido el siguiente razonamiento, aparentemente igual al
anterior?: “Todo elefante es un animal, luego todo elefante pequeno es
un animal pequeno”?

7. Analizar los siguientes razonamientos, traduciendo cada paso a notacién 16-
gica, y descubrir el paso en el cual fallan, pero destacando aquellos pasos que
estan bien.

a) “Ningin matemadtico ha logrado cuadrar el circulo. Luego, nadie que
haya cuadrado el circulo es matematico. Por lo tanto, todos los que han
cuadrado el circulo son no-matematicos. Entonces, ciertamente, algunos
de los que han cuadrado el circulo son no-matematicos. Luego, algin
no-matematico ha cuadrado el circulo.”
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b) “Es verdad que ningtin unicornio estd en mi casa. Luego, es falso que
todos los unicornios estén en mi casa. Por lo tanto, es verdad que algunos
unicornios no estan en mi casa. Con lo que concluimos que existe algtin
unicornio.”

Ejercicio 5.5

Demostrar la siguiente versiéon generalizada del metateorema del testigo.
Sik ¢ (FV.PUFV.QU FV.R) entonces
(Fi :R: P)=Qsiysolosi P(i:=k)= Q@ es un teorema.
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Capitulo 6

Expresiones cuantificadas

CHEREA: ... Jai le gotit et la besoin de la sécurité. La plupart
des hommes sont comme moi. Ils sont incapables de vivre dans un
univers ou la pensée la plus bizarre peut en une seconde entrer dans la
réalité. . .

CALIGULA: La sécurité et la logique ne vont pas ensemble

Albert Camus: Caligula

Una notacién muy util usada en matematica es la que nos permite aplicar
operaciones a una secuencia de expresiones las cuales dependen de alguna variable.
Ejemplos paradigmaticos de esta notacién son la sumatoria y la productoria, asi
también como la definicién de conjuntos por comprensién o las cuantificaciones en
logica las cuales fueron analizadas en el capitulo precedente.

Por ejemplo, es usual escribir expresiones como

n—1
22*¢+1
=0

la cual puede leerse como la suma de los primeros n nimeros impares.

En esta expresién pueden distinguirse varias componentes. Por un lado el ope-
rador usado (la sumatoria), correspondiente a un operador binario (la suma); por
otro estan las variables (en este caso solo i), las cuales tienen asociado un rango de
variacién (¢ puede tomar valores entre 0 y n—1), y por tltimo tenemos la expresién
que indica cudles serdn los términos de la sumatoria (24 + 1 en el ejemplo). Para
un n dado, la sumatoria puede reducirse a una expresién aritmética de la forma

143+ +2x(n—1)+2xn

93
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Notese sin embargo la ventaja de usar la sumatoria respecto de la “expresion” con
los puntos suspensivos, dado que esta tltima no estaria bien definida si por ejemplo
n es 0 6 1. Usualmente en matematica se asume que el lector puede discernir estos
casos sin inconvenientes. Sin embargo estas ambigiiedades son méas perniciosas en
el desarrollo formal de programas dado que las expresiones son mas complejas y
es por lo tanto importante tener mas cuidado con los casos limite. Por otro lado,
como se vera en este capitulo, pueden proveerse reglas explicitas para el manejo
de expresiones del estilo de la sumatoria, las cuales nos aseguran la correccion de
las operaciones realizadas con ellas y, mas importante ain, nos ayudaran a encon-
trar programas a partir de especificaciones escritas usando estas expresiones. Por
otro lado, generalizaremos este mecanismo de definicién de expresiones a cualquier
operador binario asociativo y conmutativo. Esto permite que las reglas provistas
se apliquen a un conjunto grande de expresiones, las cuales serdn suficientes para
especificar casi todos los problemas presentados en este libro.

Lo esencial de este mecanismo para nuestros fines es que provee reglas para
realizar cdlculos de manera suficientemente simple. Sumado esto a que la mayor
parte de las reglas son generales para cualquier operador binario (por supuesto
que también hay algunas reglas especificas), hace que el cdlculo presentado en este
libro pueda aspirar a ser un método eficiente para el desarrollo de programas. Los
lectores podran juzgar por si mismos acerca de la validez de esta afirmacion. Dife-
rentes versiones de cdlculos que usan expresiones cuantificadas pueden encontrarse
en [GS93, DF88, DS90, Kal90, Coh90].

6.1 Introduccidon

En diversos contextos —aritmética, légica, teoria de conjuntos, lenguajes de
programacion, etc.— aparece cierta nociéon de cuantificacién, entendiéndose por
esto al uso de variables formales con un alcance delimitado explicitamente las
cuales pueden usarse para construir expresiones dependientes de estas pero solo
dentro de ese alcance.

Se propondrd una notacién unificada para estas expresiones. Esta notacién
debe tener en cuenta al operador con el cual se cuantifica (en nuestro ejemplo la
suma), las variables que van a usarse para crear las expresiones (i en el ejemplo),
el rango de variacién de estas variables (0 < i < n) y la expresién dependiente
de las variables que define los términos de la cuantificacién (en nuestro ejemplo
2%+ 1).

Una expresion cuantificada sera entonces de la siguiente forma:

(®i:R:T) ,

donde @ designa un operador asociativo y conmutativo (por ejemplo, +, V, A, Max,
Min, etc.), R es un predicado que se denomina rango de especificacion y T es una
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funcién de 7 denominada término de la cuantificacién. Usaremos ¢ para denotar una
secuencia de variables en la cual no importa el orden, usando la expresién V.i para
denotar al conjunto de todas las variables de i. La ocurrencia de ¢ junto al operador
suele llamarse variable de cuantificacion o dummy. La variable cuantificada i (en
las expresiones R o T) solo tiene sentido dentro de los simbolos ( ) . Cuando
necesitemos hacer referencia explicita a la variable cuantificada escribiremos R.i y
T.i para el rango y el término respectivamente.
Con esta notacién la sumatoria del ejemplo se escribird como sigue

i:0<i<n:2%xi+1) ,

o también como
(+i:0<i<mn: 2xi+1)

Esta notacién tiene varias ventajas sobre la usual de matematica las cuales son
esenciales para el uso sistematico de las expresiones cuantificadas en el desarrollo
de programas. Por un lado los simbolos ( ) determinan exactamente el alcance de
la variable. Por otro lado, en matematica es bastante engorroso escribir rangos que
no sean intervalos de ntimero naturales. Las expresiones cuantificadas presentadas
aqui admiten cualquier expresiéon booleana como rango, permitiendo ademas usar
mas de una variable cuantificada de manera natural, lo cual es casi imposible de
escribir con la notacién tradicional.

El tipo de la variable puede en general inferirse del contexto, en caso contrario
se lo definird explicitamente. Para los fines de la cuantificacién la propiedad de
que una variable sea de un tipo dado es equivalente a la de pertenecer al conjunto
de valores de ese tipo. En este sentido, vamos a considerar a los tipos como un
predicado més.

En algunas ocasiones no se desea restringir el rango de especificacién al conjunto
de variables que satisfacen un predicado R, como hemos escrito méas arriba. En
estos casos escribiremos (@i :: T.i), entendiéndose que el rango abarca a todos
los elementos del tipo de 1.

Existe una serie de reglas que sirven para manipular expresiones cuantifica-
das. Las enunciaremos para un operador general & y luego las ejemplificaremos
aplicdndolas a una serie de operadores usuales. En lo que sigue, usaremos True y
False para indicar los predicados constantemente iguales a “verdadero” y “falso”
respectivamente. Por lo dicho anteriormente, (®i :: T.i) = (®i : True: T.i)

Uno de los conceptos esenciales para comprender y manejar a las expresiones
cuantificadas es el de variable ligada. Asociados a este concepto estan el comple-
mentario de variable libre y el de alcance.

Consideremos otra vez el ejemplo de la sumatoria (Y i :0<i<n: 2*i+1).
Es claro que el valor de esta sumatoria depende de n y para diferentes estados
tomara diferentes valores. Sin embargo su valor no depende del valor de ¢ en un
estado dado, y puede cambiarse este nombre por otro sin que su valor cambie, por
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ejemplo (3°j :0<j<m: 2xj+1) . Diremos que las ocurrencias de la variable
i (0 j en la segunda version) en el rango y el término estdn ligadas (a la variable
que aparece junto a la sumatoria). Ahora, en una expresién méas complicada de la
forma

i+ Qi :0<i<n:2xi+1)

la ocurrencia de ¢ de antes de la suma no tiene nada que ver con las ocurrencias
dentro del alcance de la expresién cuantificada. Solo esa primera ocurrencia de
1 tomard su valor de algin estado dado. Las ocurrencias internas a la sumatoria
tienen ya su rango especificado. Por ejemplo, en un estado en el cual ambas i y n
tomen el valor 6, el valor de la sumatoria sera

6+O.i:0<i<6:2xi+1)

O sea

6+14+3+5+7+9+11 .

Generalizamos a continuacién una definicién similar a la dada en el capitulo
precedente para el caso de los cuantificadores 16gicos.

Definicién 6.1 (Variable libre)
Se define inductivamente cudndo una variable estd libre en una expresion.

Una variable i esta libre en la expresién 1.

= Si la variable 7 estd libre en E entonces lo estd también en (F).

Si la variable i estd libre en F y f es una operacién vélida en el tipo de FE,
entonces ¢ también estd libre en f.(..., E,...).

Si la variable ¢ estd libre en E' y no aparece en la secuencia de variables x
(i ¢ V.z), entonces lo estd también en (x : F: Eyyen (bz : E: F) .

Notacién: Dada una expresion E, el conjunto de las variables libres de E se de-
notara con FV.E.

Definicién 6.2 (Variable ligada)
Sea i una variable libre en la expresién E tal que ¢ € V.z, luego la variable
i estd ligada (a la variable de cuatificacién correspondiente) en las expresiones
(Pz :E: F)y(®z :F: E) .

Se extiende la definicién inductivamente. Si i estd ligada en E, también lo estara
(a la misma variable de cuantificacién) en (E), f.(...,E,...),(dx : F: E)yen
(Bx :E: F) .

Dada una expresién FE, el conjunto de las variables ligadas de F se denotara
con BV.E .
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Ejemplo 6.1
Consideremos la expresion

E=ixk+(Xi:0<i<n: 2xi+1) ,
enella FV.E = {i,k,n} y BV.E = {i} .

6.2 Revision de la regla de Leibniz

Las variables ligadas tienen su alcance delimitado de manera explicita y ligadas
a una variable de cuantificacién. Si se cambian ambas por un nombre “fresco” (que
no aparezca dentro del alcance), el significado de la expresién no cambiard, como
lo ejemplifica la siguiente igualdad:

Ci0<i<n:2%xi+1)=007:0<j<n:2%j+1)
Debe tenerse cuidado sin embargo con las colisiones de nombres, dado que si
por ejemplo se reemplaza a ¢ por n se obtiene una expresiéon obviamente diferente
de las anteriores (en particular serd siempre igual a 0, sin importar el valor de n

en el estado).
O-n:0<n<n:2xn+1)
Extenderemos la sustitucién a expresiones cuantificadas a través del siguiente
axioma:

Axioma 6.3 (Sustitucion para expresiones cuantificadas)

Vyn(VaUFV.E)=0=
@y :R: T)(x:=FE)=(®y :R(x:=E): T(x:=E))

La condicién sobre las variables es necesaria para evitar las colisiones de nom-
bres. Si la condicién no se cumple, es necesario renombrar la variable de cuantifi-
cacién. Esto se verd en la seccion siguiente, axioma 6.12.

Regla de Leibniz

El objetivo de la regla de Leibniz es permitir el reemplazo de iguales por iguales.
Sin embargo, con su formulacién actual, esto no siempre es posible cuando apare-
cen expresiones cuantificadas. Por ejemplo, es esperable que aplicando la regla de
Leibniz pueda deducirse que

Oli0<i<mn:2%i+1)=04i:0<i<mn:2*x(+1)—1)
Recordemos rapidamente la version actual de la regla de Leibniz

X=Y

Leibniz:
eibniz E(xz:=X)=E(x:=Y)
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La forma en que podria usarse para demostrar la igualdad deseada es la siguiente

2%i+1=2x(i+1)—1
Oni:0<i<n:y)(ly=2%i+1)=3i:0<i<n:y)ly:=2x(G+1)—1)

Pero, dado que la variable i aparece necesariamente en la lista de variables de
cuantificacion, el resultado de

i:0<i<n:y)(ly=2%i+1)
serd
507 :0<j<n:2xi+1)
y no el esperado.
Proponemos entonces generalizar la regla de Leibniz para las expresiones cuan-
tificadas, agregando las siguentes dos reglas (para el rango y para el término).
X=Y
(@i R(i:=X): T)=(®i :R(:=Y): T)

X=Y
(@i :R: T(i:=X))=(®i :R: Tli:=X))

6.3 Reglas generales para las expresiones
cuantificadas

En esta seccién se enunciaran axiomas y se demostraran algunas propiedades
que seran utiles en el desarrollo de programas. Se le dardn nombres a estos axiomas
y propiedades para poder mencionarlos luego en las demostraciones o derivaciones
pertinentes. En los casos en que una propiedad sea una generalizaciéon de un axio-
ma, conservaremos en general el nombre del axioma ya que quedaré claro a partir
del contexto qué version de la regla estard siendo usada.

Axioma 6.4 (Rango vacio)
Cuando el rango de especificacién es vacio, la expresion cuantificada es igual
al elemento neutro e del operador ®:

(®i : False: T)=¢e
Si @ no posee elemento neutro, la expresién no estd bien definida.

Axioma 6.5 (Rango unitario)
Si el rango de especificacién consiste en un solo elemento, la expresién cuanti-
ficada es igual al término evaluado en dicho elemento:
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(@i :i=N:T)=T(:=N)

Otra forma de escribir esta regla es hacer explicita la dependencia de T de la
variable ¢ (lo cual obviamente no significa que ¢ puede no aparecer en 7).

(®i:i=N:Ti)=TN

Axioma 6.6 (Particién de rango)
Cuando el rango de especificacién es de la forma RV S y ademads se cumple al
menos una de las siguientes condiciones:

— el operador & es idempotente,
— los predicados R y S son disjuntos,

la expresién cuantificada puede reescribirse como sigue:
(@i :RVS:T)=(@i :R:T)d(®i:5:T)

El hecho que la igualdad sea una relacion simétrica, permite indistintamente
reemplazar cualquiera de los dos miembros por el otro, vale decir que la regla de
particién de rango puede leerse también de derecha a izquierda. Lo mismo ocurre
con todas las reglas que siguen.

Axioma 6.7 (Particion de rango generalizada)
Si el operador @ es idempotente y el rango de especificacion es una cuantifi-
cacién existencial, entonces:

(@i :(3j :S4j: Rij): Ti)=(®i,j :Si.jARij: Ta)

Axioma 6.8 (Regla del término)
Cuando el operador @ aparece en el término de la cuantificacion, la expresién
cuantificada puede reescribirse de la siguiente manera:

(@i :R: TOG)=(®i :R: T)®(®di :R: G)

Axioma 6.9 (Regla del término constante)

Si el término de la cuantificacion es constantemente igual a C, la variable cuan-
tificada ¢ no aparece en C, el operador & es idempotente y el rango de especificacion
es no vacio, entonces:

(®i:R: C)=C

Axioma 6.10 (Distributividad)
Si ® es distributivo a izquierda con respecto a @ y se cumple al menos una de
las siguientes condiciones:
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— el rango de especificacién es no vacio,
— el elemento neutro del operador @ existe y es absorbente para ®,

entonces:

(@i :R: 2T )=z (®i :R: T)

Anélogamente, si ® es distributivo a derecha con respecto a @ y se cumple al
menos una de las condiciones anteriores, entonces:

(@i :R: T®z)=@®i:R: T)Y®x

Axioma 6.11 (Anidado)

Cuando hay mas de una variable cuantificada y el rango de especificacion es
una conjuncién de predicados, uno de los cuales es independiente de alguna de
las variables de cuantificacion, la expresiéon cuantificada puede reescribirse de la
siguiente manera:

(®i,j RiNSij: Taj)=(@i :Ri: (Dj :5i4j: Tij))

Axioma 6.12 (Cambio de variable)
SiV.jN(FV.RUFV.T) = ) pueden renombrarse las variables

(@i :R: T)={(®dj :Ri:=j): T(i:=j))
Puede también escribirse usando una referencia explicita a 4
(®i :Ri: Ti)y=(®j:Rj: Tj)

Todas estas reglas pueden particularizarse, refiriéndose a operadores concretos.
Es lo que haremos en adelante, con los operadores mas usuales.

Teorema 6.13 (Cambio de variable)

Si f es una funcién que tiene inversa (es biyectiva) en el rango de especificacion
y j es una variable que no aparece en R ni en T, las variables cuantificadas pueden
renombrarse como sigue:

(@i :Ri: Ta)=(®j :R(fJ): T(f]))

La inversa en el rango considerado se denotard con f~'. La propiedad de ser
inversa puede escribirse como

(Vi,j tRiANR.(fj): fi=j=i=f"1j)

DEMOSTRACION
Comenzamos la demostracién con la expresion més complicada
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@) : R(F9): T-(f))
= { Rango unitario (introduccién de la cuantificacién sobre 7) }
(@7 :R.(fg): (@i :i=fj: Ti))
= { Anidado }
(®i,j : R(fjNi=fg: Ti)

= { Leibniz }

(®i,j :RiNi=fj: T4)
= { Anidado }

(®i :Ri: (®j:i=fg:Ti))
= { Inversa }

(@i Ri: (®j :j=f"1:Ti))
= { Rango unitario, j ¢ FV.T }
(®i:Ri: Ta)

Teorema 6.14 (Separacién de un término)
(@i :0<i<n+1:Ti)=TO0® (@i :0<i<n:T.(i+1))
Teorema 6.15 (Separacion de un término)

(@i :0<i<n+4+1:Ti)y=(®i:0<i<n:Ti)®Tn

6.4 Cuantificadores aritméticos

Sumatoria y productoria

Dos cuantificadores aritméticos usuales son los que provienen de los operadores
suma y producto, denotados ¥ y II respectivamente. Enunciaremos las reglas para
la sumatoria, dejando las de la productoria como ejercicio.

El operador + tiene por elemento neutro al cero y no es idempotente. Teniendo
esto en cuenta, obtenemos las siguientes reglas:

Rango vacio: (3 i : False: Ti)=0 .
Rango unitario: (3 i :i=N: T.i)=T.N .
Particion de rango: si Ry S son disjuntos,

i tRiVSa: Ta)y= i :Ri: Ta)+{d i :84: Ta) .
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Ejemplo: veamos la aplicacién de esta regla en el ultimo paso de la si-
guiente demostracion.

(3°i:0<i<2xn: i)
{ reescritura del rango para lograr una disyuncién de predicados
disjuntos }
i 0<i<nVn<i<2kn:i)
= { particién de rango }
Di:0<i<n:i)+Qi:n<i<2xn:i)

Regla del término:

(>2i:Ri:Ti+Gi)=3i:Ri:Ti)+(Q i:Ri: Gi) .

Distributividad: como * es distributivo con respecto a + a derecha y a
izquierda, si R es no vacio,

i tRi:xz*Ti)y=ax(Q i :Ri: T4i)

y
(> i:Ri:Tixz)= i :Ri:Ti)*xz .

Anidado:
O ij tRAANSGg: Tagy=0"i :Ri: (> 7 :845: Tij)) .

Cambio de variable: para toda f biyectiva y para cualquier j que no apa-
rezca en R nien T,

(>2i:Ri:Ti)y=Q_j :R(fj): T-(f5)) -

Las reglas de particion de rango generalizada y del término constante no se
aplican porque + no es idempotente.

Maximo y minimo

Otros operadores aritméticos que resultan de gran utilidad para especificar
programas son Max y Min (ver la definicién en la seccién 1.6, ejercicio 1.7).

Pueden tomarse las siguientes propiedades como definiciones de las versiones
cuantificadas del méximo y del minimo:

z=(Maxi :Ri: Fi)=(3i :Ri: z=Fi)AN(Vi :Ri: Fi<z)
z=Mini : Ri: Fi)=(3i :Ri: 2=F.i)AN(Vi :Ri: z<F.)
Una consecuencia de estas propiedades es la siguiente:

Fao={Maxi :Ri: Fi)=RaA(Vi :Ri: Fi<Fux)
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Fx=Mini :Ri: Fi)=RaAN(Vi :Ri: Fex <F.ua)

Ninguno de los dos operadores tiene un neutro en los enteros. Por conveniencia,
extenderemos los enteros con dos constantes que denotaremos con co y —oo, las
cuales seran, por definicién, neutros para el minimo y el maximo respectivamente.
Las operaciones aritméticas usuales no estaran definidas para estas constantes. En
determinados casos es posible elegir otros elementos neutros. Por ejemplo, cuando
se usa el operador de maximo para numeros naturales es posible tomar al 0 como
neutro.

Se deja como ejercicio para el lector el enunciado de todas las reglas para la
cuantificacion de los operadores Max y Min.

Operador de conteo

Hasta aqui hemos mencionado unicamente cuantificadores que provienen de
un operador conmutativo y asociativo. Pero también es posible definir nuevos
cuantificadores a partir de otros ya definidos. Este es el caso del cuantificador IV,
el cual cuenta la cantidad de elementos en el rango de especificacién que satisfacen
el término de la cuantificacién:

(Ni :Ri:Ti)y=(Q i :RiANTi: 1)
Por ejemplo, (Nz :x € S: par.r) cuenta la cantidad de elementos pares que
hay en el conjunto S. Nétese que T' es una funcién booleana.

Las propiedades del cuantificador N pueden calcularse a partir de las de la
suma (ver ejercicio 6.9 y seccién 7.5).

6.5 Expresiones cuantificadas para conjuntos

La unién de conjuntos es un operador conmutativo y asociativo, por lo tanto
podemos cuantificarlo:

(Ui :Ri: Ca)
donde para todo i la expresién C.i denota un conjunto.

El operador U es idempotente y posee elemento neutro. Queda como ejercicio
para el lector escribir las reglas correspondientes a la expresion cuantificada de la
unién de conjuntos.

Los conjuntos definidos por comprensién pueden verse también como una cuan-
tificacion a través de la siguiente definicién (usando la notacién usual de matemé-
tica para los conjuntos definidos por comprension):

{eq|Ri} = (Ui : Ri: {ed}) .
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Las variables de cuantificacién quedan implicitas (no se escriben), y en mate-
matica pueden en general deducirse a partir del contexto. Para evitar confusiones
y no tener que usar expresiones con la unién (las cuales son ligeramente més en-
gorrosas), usaremos una notacién coherente con los otros cuantificadores:

{i : Ri:ei}=(Ui:Ri: {ei}) .

La ventaja de pensar a los conjuntos definidos por comprensién como se indica
mads arriba es que al hacerlo, estos heredan algunas propiedades de la expresion
cuantificada de la unién.

Ejercicio 6.1
Dar las reglas que satisfacen los conjuntos definidos por comprension.

Una regla particular para expresiones cuantificadas para conjuntos es la si-
guiente:

Regla de pertenencia: © € (Ui : Ri: Ti)=(3i :Ri: ze€T.i)
Una consecuencia de esta regla es:
xe{i:Ri:ei}=(3i:Ri: x=ei)
y un caso particular de esta es:
z€{y: Ry:y}=Rux .

Ejercicio 6.2
Demostrar que las dos ultimas reglas se derivan a partir de la primera.

6.6 Cuantificadores légicos

En el capitulo anterior trabajamos el calculo de predicados. Los cuantificadores
existencial y universal son ejemplos de expresiones cuantificadas y satisfacen todas
las propiedades de estas, las cuales fueron presentadas como axiomas o teoremas.
Las enumeramos nuevamente a continuacion.

El cuantificador universal

Uno de los cuantificadores 16gicos es el asociado a la conjuncién, que es un
operador booleano asociativo y conmutativo:

(Nt :Ra: Ta)
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Esta operacion es muy conocida en légica, por lo que usaremos una notacién
particular:
(Vi :Ra: Ta)y=(Ni :Ri: Tai) ,
la cual recibe el nombre de cuantificacion universal. Notese que la expresién T.i
es un predicado.

El operador A es idempotente y posee elemento neutro True. Asi, al aplicar
las reglas enunciadas anteriormente, obtenemos:

Rango vacio: (Vi : False: T.i) = True .
Rango unitario: (Vi :i=N: T.i)=T.N .

Particiéon de rango:
(Vi :RiVvSi: Ti)y=(Vi:Ri: TayAN(Vi:56: Ti) .

Particiéon de rango generalizada:
(Vi :(3j :Si.j: Rij): Tiy=(Vi,j : Se.jARaj: Ta)

Regla del término:
(Vi :Ri: TiNGi)y= (Vi :Ri: Ti)yN(Vi:Ri: Gi) .

Regla del término constante: siel rango es no vacio, (Vi : Ri: C)=C .

Distributividad: como V es distributivo con respecto a A a izquierda y a

derecha,
(Vi :Ri: zVTi)y=xzV(Vi:Ri: Ti)
y

(Vi :Ri: TivVe)=(VYi :Ri: Ti)Vuz .
Anidado: (Vi,j : RiASij: Tij)=(¥i:Ri: (Vj:Sij: Tij)) .

Cambio de variable: para toda f biyectiva y para cualquier j que no apa-
rezcaen Rnien T, (Vi : Ri: T.i)=(Vj : R.(fj): T.(fj)) .

Para el cuantificador universal hay una regla extra, cuya importancia radica
en el hecho que provee un modo de “pasar del rango al término” y viceversa:

(Vi :True: mR.4VT.aQ)
(Vi :: Ri=Ti) .

Regla de intercambio: (Vi : R.i: T.i)

En el caso particular del cuantificador universal, muchas de las reglas son deri-
vables a partir de las otras, en general usando la regla de intercambio y el calculo
de predicados.
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El cuantificador existencial

Otro de los cuantificadores que aparece con frecuencia es el asociado a la disyun-
cién, que también es un operador booleano asociativo y conmutativo. La expresién
cuantificada que se obtiene a partir del operador V es:

(i :Ri: Ta)y=(Vi:Ri: T.i)
y recibe el nombre de cuantificacion existencial.

El operador V es idempotente y tiene elemento neutro False, por lo cual al
aplicar las reglas generales al cuantificador existencial obtenemos:

Rango vacio: (3i : False: T.i) = False .
Rango unitario: (3¢ :i=N: T.i)=T.N .

Particiéon de rango:
(Fi :RaivSi: Ti)y=(3i :Ri: T.i)yv(3Ii:8i: Ta) .

Particion de rango generalizada:
(Fi:(3j :S4j: Rig)y: Tiy=(3i,j : SijARaj: Ta) .

Regla del término:
(Fi :Ri: TivVGi)y=(3i :Ri: Ti)yv(3i :Ri: Gi) .

Regla del término constante: siel rango es no vacio, (3¢ : Ri: C)=C .

Distributividad: como A es distributivo con respecto a V a izquierda y a

derecha,
(i :Ri: aANTi)=aA(3i:Ri: Tui)
y

(Fi:Ri: TiNz)=(Ji :Ri: Ti) Nz .
Anidado: (3i,j : RiASdj: Taj)y=(3i :Ri: (35 :845: Tij)) .
Cambio de variable: para toda f biyectiva y para cualquier j que no apa-
rezcaen Rnien T, (i : Ri: T.i)=(3j : R.(f.5): T.(f.5)) .

También en este caso hay una regla extra, que relaciona el término de la cuan-
tificacién con el rango de especificacion:

Regla de intercambio: (3i :Ri: T.i) = (3i:: RiNTa)
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Las cuantificaciones universal y existencial estin vinculadas a través de dos
reglas importantes, que son una generalizacion de las leyes de De Morgan:

Reglas de De Morgan: — (Vi :R.i: T.a) = (3i:Ri: -T.i)
—(3i :Ri:Ti) = (Vi:Ri: -Ti)
6.7 Ejercicios

Ejercicio 6.3
Sea @ un cuantificador asociado a un operador conmutativo y asociativo. Probar
la siguiente regla de eliminacién de una dummy (Z no depende de 4 ni de j):

(@i,j i=ZARij: Tij)=(®j RZj: T.Z.j)

Ejercicio 6.4
Demostrar:
(z,y :x=y: Paxy)=(Jz :: Pax)

Ejercicio 6.5
Probar que la implicacion es distributiva con respecto al cuantificador universal:

(Vi :Ri: Z=Ti)=Z= (Vi :Ri: Ti)

Ejercicio 6.6
Existe otra notacién muy usual para la cuantificacién universal y existencial que
suprime el rango de cuantificaciéon de forma explicita:

Cuantificador universal (Vi . P)
Cuantificador existencial (3¢ . P)

Su equivalencia con la notacién que ya conocemos puede ser expresada (gracias
a las reglas de intercambio) por las siguientes equivalencias:

(Vi . P) = (Vi:: P)
(Fi.P) = (3i:: P)
(Vi :R:T) = (Vi.R=T)
(F3i:R:T) = (Fi.RAT)

Demostrar
(Vi.P)= (3i.P)

vy que en nuestra notacion en general no se cumple
(Vi :R: T)=(3i :R:T)

Ejercicio 6.7
Probar la regla de instanciacion para la cuantificacion existencial:
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1. fa= (31 :: fi)

Ejercicio 6.8
Demostrar la siguiente relacién entre el méximo y el minimo:

(Min ¢ : Ri: —Fi)=—Max i : Ri: Fi) .

Ejercicio 6.9
El cuantificador aritmético IV no esta definido en base a un operador subyacente
sino a través de la cuantificacion de la suma:

(Ni:Ri: Ti)y= i :RiNTi: 1) .
1. Enunciar y demostrar la regla de particion de rango para N.
2. Idem con la regla del rango vacio.
3. Probar: (3 i : RiATd: kYy=k«(Ni:Ri: Ti) .

Ejercicio 6.10
[Kal90] Suponiendo que:

(i) x=_i :Ri: fi)
(ii) R.i #1i = N para cualquier i
calcular una expresién libre de cuantificadores que sea equivalente a
OCitRiVi=N: fi) .

Ejercicio 6.11
[Kal90] Suponiendo que:

(i) x = Maxi,j : RijANj<N4+1: fi.j)
(ii) y=(Max i : Ri.(N+1): fi.(N+1))
calcular una expresién libre de cuantificadores que sea equivalente a
(Max i, :RijA(G<N+1Vi=N+1): faij) .

Ejercicio 6.12
[Kal90] Suponiendo que:

(i) = Maxi : Ri.N: fi.N)
(ii)) Ry.(24+1)=R.y.z V y =2+ 1 para cualquier y, 2z

(iii) f.y.y =0 para cualquier y
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(iv) fy.(z+1) = fy.z+ g.z para cualquier y, 2z
(v) R.y.z # False para cualquier y, 2z
calcular una expresién libre de cuantificadores que sea equivalente a
(Max i : Ri.(N+1): fi.(N+1)) .

Ejercicio 6.13
[Kal90] Suponiendo que:

(i) 2= (Vi,j :RijANF<N: fi= fj)
(i) y=(Vi : Ri.N: —~f.i)
calcular una expresion libre de cuantificadores que sea equivalente a:
(Vi,j :RiJAN(J<NVjF=N): fi=fj) .

Ejercicio 6.14
Demostrar que para cualquier &, R, S y T se cumple:

(@i :R:T)®s (@i :S:T)=(@®i :RVS: T)Yd(®i :RAS: T) .
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Capitulo 7

El formalismo basico

41. Nada se edifica sobre la piedra, todo
sobre la arena, pero nuestro deber es edificar
como si fuera piedra la arena.

Jorge Luis Borges:
Fragmentos de un evangelio apdcrifo

En este capitulo definiremos una notacién simple y abstracta que nos permiti-
ra escribir y manipular programas. Esta notacion, que llamaremos el formalismo
bésico, se basa en la programacidn funcional (ver por €j. [Bir98, Tho96]), y puede
pensarse como que representa la esencia de esta. Al mismo tiempo, esta notacion
es mucho mas simple que la mayoria de los lenguajes de programacién y es su-
ficientemente rica para expresar de manera sencilla programas funcionales. Por
otro lado, las reglas que nos permiten manipularlas son explicitas y mantienen el
estilo del calculo de predicados y de las expresiones cuantificadas, lo cual permite
integrarlas armoénicamente en el proceso de construccién de programas.

Varias de estas ideas estdn inspiradas en la tesis de doctorado [Hoo89].

7.1 Funciones

Las funciones seran uno de los conceptos esenciales en los cuales se basa el
formalismo basico. Como ya indicamos en el capitulo 1, la notacién usual para la
aplicacién de funciones en matematica, f(z) no serd adecuada, por lo cual usaremos
un operador explicito para la aplicacién de funciones, el cual escribiremos como
un punto.

111
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En matematica es usual hablar de “la funcién f.x tal que ...”, para referirse a la
funcién f (en cuya definicién se usa probablemente la variable ). En matemética
esto no suele traer problemas dado que las funciones son raramente usadas como
valores ellas mismas, pero en nuestro caso debemos distinguir claramente entre la
funcién f y la aplicacién de esta al valor = escrito como f.x.

La regla basica para la aplicacién de funciones es la regla de “sustitucién de
iguales por iguales”, que llamamos regla de Leibniz, la cual ya fue presentada en
el capitulo 1. Usando expresiones cuantificadas podemos expresar esta regla como
sigue.

(Vf,v,y i z=y=> fao=fy)

El operador de aplicacién de funciones tiene la maxima precedencia, es decir que
para cualquier otro operador @ vale

fedy=(fz)Dy

El valor de f.x puede ser a su vez otra funcién, la cual puede ser aplicada a
otro valor, por ejemplo, (f.x).y. Supondremos que el operador de aplicacién asocia
a izquierda, esto es

fay=(fz)y

y para todos los fines puede pensarse a una tal f como una funciéon de dos argu-
mentos.
Veamos ahora un ejemplo de aplicacién de la regla de Leibniz.

Ejemplo 7.1
Supongamos que existe una funcién f : Nat — Nat con la siguiente propiedad:

V pprimo AV z,y € Nat,

fp =1
flexy) = fa+fy

Se pide demostrar que V p primo, /p no es racional.

Una tal f es la funcién que cuenta la cantidad de factores primos de un nt-
mero. Para la demostracién que haremos cualquier otra funcién que satisfaga esta
propiedad también serviria.

Razonemos por el absurdo, es decir, supongamos que /p es racional, con p primo
y veamos que se deduce una contradiccién (False). Omitimos los rangos, pero se
asume que z,y € N, y # 0.

/P racional
= { definicién de racional }

<3m,y o \/f):%>
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= { élgebra }
(Fz,y 2 pry? =a?)
= { regla de Leibniz }
(Fa,y o f.(pxy?) = fa?)
= { propiedad de f }
(Fz,y 2 fp+fy+fy=fa+ fx)
= { dlgebra, fp=11}
(Fzyy 2 142 fy=2x%fx)
= { ndmeros pares e impares son diferentes }

False

Por lo tanto, /p es irracional.

7.2 Definiciones y expresiones

Uno de los elementos que constituirdn nuestro formalismo bésico es el conjunto
de expresiones. Al igual que en la matemaética las expresiones son usadas solo
para denotar valores. Estos valores perteneceran a conjuntos que resulten tutiles
para expresar programas, por ejemplo, nimeros, valores 16gicos, caracteres, tuplas,
funciones y listas. Las expresiones validas de cada uno de dichos conjuntos se
describiran al final de este capitulo.

Es importante distinguir claramente entre las expresiones y el valor que estas
denotan. Por ejemplo, la expresién 6 x 7 denota el nimero abstracto cuarenta y
dos, al igual que la expresion 42. En este sentido la igualdad 6+ 7 = 42 significa que
ambas expresiones denotan el mismo valor, pero no hay que confundir el niimero
denotado por la expresién decimal 42 con la expresién misma. En matematica es
usual identificar la expresién con el valor cuando esto no da lugar a confusiéon. En
el contexto de la programacién es necesario ser un poco mas cuidadosos, dado que
también nos interesard hablar de expresiones y hacer transformaciones sintacticas
con estas.

En el ejemplo anterior, la expresion 42 suele preferirse a la expresién 6x7, debido
a que es una expresién mds “directa” del valor que ambas denotan (el nitimero
cuarenta y dos). En nuestro formalismo la tinica forma de referirse a un valor serd
a través de expresiones. Cuando sea posible (como en el caso de los nimeros)
elegiremos un conjunto de expresiones representantes, las cuales denominaremos
expresiones candnicas. El proceso de computo consistira, en general, en reducir
una expresién dada a su forma canénica cuando esta exista (profundizaremos estos
conceptos en el capitulo 8).

Algunos ejemplos de expresiones en dominios mateméaticos conocidos son:
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booleanas: False, True, ~(3 = 2)
numéricas: 42, 3*5, 3.14159
de caracteres: ‘8, ‘z’, ‘)

El otro elemento que constituird nuestro formalismo béasico serd el conjunto de
definiciones, las cuales nos permitiran introducir nuevos valores al formalismo
y definir operaciones para manejarlos. En general, aunque no necesariamente, se
usaran las definiciones para introducir valores del tipo funcién. Una definicién es
una asociacion de una expresion a un nombre. La forma de una definicién sera

fx=F

donde las variables en x pueden ocurrir en F. Si la secuencia de variables x es vacia
(es decir si la definicién es de la forma f = F) se dird que f es una constante. Si
f ocurre en F se dice que la definicién es recursiva .

Es esencial notar aqui que usamos un signo ligeramente diferente al signo igual
para las definiciones. Esto nos permitird distinguir una definicién (las cuales serdn
nuestros programas) de una propiedad. Las reglas de plegado/desplegado de la
seccién 7.3 mostraran que el signo de definicién y el signo igual estan intimamente
relacionados.

Dado un conjunto de definiciones, es posible usar los nombres definidos para
formar expresiones. Por ejemplo:

Son definiciones: pi = 3.1416
cuadrado.x = = * x
area.r = pi * cuadrado.r

Son expresiones:  pi
pi * cuadrado.(3 * 5)
area.15

Un programa funcional serd un conjunto de definiciones. La ejecucion de
un programa funcional consistird en la evaluacién de una expresion y su posterior
reduccién a su forma normal, donde los nombres definidos en el programa pueden
ocurrir en la expresién (veremos esto més detenidamente en el capitulo 8).

7.3 Reglas para el cdlculo con definiciones

El formalismo béasico nos permitira no solo escribir programas sino también ra-
zonar con ellos (también nos permitird escribir cosas que no son, estrictamente ha-
blando, programas). Para poder razonar dentro del formalismo bésico contaremos
con todas las reglas asociadas a cada dominio matemdtico que usemos (nimeros,
funciones, listas, etc.) y algunas reglas especificas para el manejo de definiciones.
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La reglas bésicas para manejar expresiones en un contexto de definiciones dado
son las reglas de plegado y desplegado (en inglés, folding y unfolding). Estas
dos reglas son una la inversa de la otra.

Si se tiene la definiciéon f.x = E, entonces para cualquier expresién A,

fA=E(x:=A)

donde la expresién E(z := A) denota a la expresién E en la que toda aparicién del
nombre x es reemplazado sintdcticamente por la expresion A. Si x es una secuencia
de variables, entonces A también debe serlo y debe tener la misma longitud. En
tal caso, la sustitucién se realiza de manera simultanea. Por ejemplo:

(z + y)(z,y := cuadrado.y, 3) = cuadrado.y + 3

La regla de desplegado consiste en reemplazar f.A por E(x := A), mientras que
la de plegado consiste en reemplazar E(x := A) por f.A. En los cdlculos que
realizaremos, frecuentemente diremos solo “definicién de f” entendiéndose si es
plegado o desplegado a partir del contexto.

Es importante no confundir una funcién con su definicién. Una funcién es
un valor abstracto, mientras que una definiciéon es una entidad sintdctica. Es asi
que las definiciones f.x = 2%z y g.x = = + = definen la misma funcién, por
lo cual es verdadero que f = g. La regla que nos permite mostrar esto es la de
extensionalidad (la cual no debe ser confundida con la regla de Leibniz).

(Vf,g:: (Vo :: fa=gx)=f=g)

Como ejemplo consideremos la composicién de funciones (para la cual usaremos
el simbolo o), cuya definicién es:

(©): (B=C)—= (A= B)— (A= C)

(fog)x=f(gx)

Notese que estamos usando notacion infija para el operador de composicién.
Usaremos la convencién de que dado un operador infijo la funcién de dos varia-
bles asociada se escribird con el operador entre paréntesis. En este sentido vale la
igualdad (o).f.g = f o gy por lo tanto la definicién del operador de composicién
podria escribirse en la notacién introducida incialmente como sigue:

(0): (Br C) o (A B) s (A O)
(0).f.9.0 = f.(g.2)

En esta defincién es més claro que tanto f y g como x son solo pardmetros en
la definicién de o.
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Demostraremos que el operador de composicion de funciones es asociativo.
Para ello, por extensionalidad, alcanza con demostrarlo para la aplicacién a un
valor arbitrario:

((fog)oh)x
= { definicién de o }

(fog).(hx)
= { definicién de o }

f(g.(h.2))
= { definicién de o }

f((goh).x)
= { definicién de o }

(folgoh)).x

7.4 Definiciones locales

Es posible también incluir en una definicién una o varias definiciones locales.
Estas definiciones solo tienen sentido en la expresion a la cual estdn asociadas, por
ejemplo:

raizl.a.b.c = (—=b— sqrt.disc)/(2xa)
[disc = b*> — 4% a*c]

En la definicién de raizl, que calcula la menor raiz de la ecuacién ax?+bxr+c¢ = 0,
se incluye la variable disc, la cual estd localmente definida, es decir, disc solo tiene
sentido dentro de la definicién de raizl. En particular, en este caso la definicion
de disc hace referenecia a nombres (b, a,c) que solo tienen sentido dentro de la
definicién de raizl.

En caso de haber mas de una definicién local separaremos las mismas con
comas, dentro de los corchetes.

Las definiciones locales pueden servir para mejorar la legibilidad de un progra-
ma pero también para mejorar la eficiencia, como veremos méas adelante.

7.5 Analisis por casos

Un mecanismo muy ttil para construir expresiones y por lo tanto para definir
funciones es el andlisis por casos. Cuando se usa esta construccion, el valor de la
expresion puede depender de los valores de verdad de ciertas expresiones booleanas
que la componen. En general, una expresién E puede tomar la siguiente forma
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E = ( Bo—>E()
DBl—>E1

O B, — B,
)

donde las B; son expresiones boolenas y las E; son expresiones del mismo tipo que
E.
Se entiende que el valor de E serd el valor de alguna F; tal que B; es cierta.
Esta construccion es indispensable en la definiciéon de algunas funciones, por
ejemplo:

maz.ab = ( a<b — b
O b>a — a

)

Las condiciones booleanas reciben el nombre de guardas o protecciones (prefe-
rimos conservar la palabra “guarda” usada como un neologismo, del inglés guard).
Esta expresién tomara valores de acuerdo al valor de a y b. Si bien las guardas no
son disjuntas, esto no significa que la funcién pueda comportarse de manera dife-
rente en dos evaluaciones, sino que no es relevante para demostrar que el programa
satisface alguna especificacion dada, cudl de las dos guardas se elige en el caso que
ambas sean verdaderas. Esto puede dar cierta libertad a la hora de implementar
un programa escrito en nuestro formalismo en un lenguaje de programacién.

Ejemplo 7.2
La funcién factorial puede definirse por casos como sigue

facm = ( n=0 — 1
O n#0 — nxfac(n-—1)
)

Regla para analisis por casos: Existe una regla que permite manipular expre-
siones que incluyen andlisis por casos. Sea por ejemplo una expresién con dos
alternativas

E = ( B0—>E0
0O B; — E;

)

y supongamos que queremos demostrar que E satisface la propiedad P, esto es
P.E. Para ello es suficiente con demostrar la conjuncién de las siguientes

» ByV By
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= By= P.Ey

» B = PFE;

El primer punto requiere que al menos una de la guardas sea verdadera, mientras
que el segundo y el tercero nos piden que, suponiendo la guarda verdadera, poda-
mos probar el caso correspondiente. Esto nos da un método de demostracién (y
por lo tanto de derivacién de programas) que serd explotado mds adelante.

Ejemplo 7.3
Para definir la regla de rango unitario para el cuantificador numérico N es necesario
introducir una funcién n definida por casos:

n : Bool — Num
nb = b — 1
-b — 0

O

Ahora puede definirse la regla de rango unitario para el cuantificador N como
sigue:
(Ni:i=C:Ti)=n(T.C)

Ejercicio 7.1
Demostrar la siguiente regla usando andlisis por casos.

(®i:i=CARi:Ti)y = ( RC —-TC
O-RC —e
)

donde e es el neutro de .

7.6 Pattern Matching

Vamos a introducir una abreviatura cémoda para escribir ciertos anélisis por
casos que ocurren frecuentemente. Muchas veces las guardas se usan para discernir
la forma del argumento y hacer referencia a sus componentes. Por ejemplo, en el
caso del factorial las guardas se usan para ver si el argumento es igual a 0 o no. Una
forma alternativa de escribir esa funcién es usar en los argumentos de la definicién
un patrén o pattern, el cual permite distinguir si el nimero es 0 o no. Para ello
se usa la idea de que un numero natural es o bien 0 o bien de la forma (n + 1),
con n cualquier natural (incluido el 0). Luego la funcién factorial podria escribirse
como
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facO = 1
fac.(n+1) = (n+1)x* facn

Es importante notar que el pattern sirve no solo para distinguir los casos sino
también para tener un nombre en el cuerpo de la definicién (en este caso n) el cual
refiera a la componente del pattern (en este caso el ndmero anterior).

Otros patterns posibles para los naturales podrian ser por ejemplo 0, 1 y n+ 2,
lo cual estaria asociado a tres guardas, dos que consideran los casos en que el
argumento es 0 6 1 y uno para el caso en que el nimero considerado es 2 o maés.
Asi una defininicién de la forma

70 = E
f1 = E

se traduce a analisis por casos como
fm = ( n=0 — E

O n=1 — E;
O n>2 — Eyn:=n-2)
)

Otro posible patrén para los naturales podria ser separar pares e impares, es
decir que una funcién

f(2xn) Ey
se traduce a andlisis por casos, asumiendo un predicado par de significado obvio,
como

fn = ( parn  —  Ey(n:= %)

O -—-parn — FE; (n = "_1)

) 2
7.7 Tipos

Toda expresién tiene un tipo asociado. Hay tres tipos bésicos, que son: Num,
que incluye todos los niimeros; Bool, para los valores de verdad True y False; y
Char, para los caracteres. A toda expresion correcta se le puede asignar un tipo,
ya sea un tipo basico o un tipo compuesto, obtenido a partir de los tipos bésicos.
Si a una expresiéon no se le puede asignar un tipo, la misma serda considerada
incorrecta.

Ejemplos: 5 es de tipo Num
‘I’ es de tipo Char
cuadrado es de tipo Num +— Num
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En ocasiones no se desea especificar un tipo en particular. En estos casos, el
tipo se indicara con una letra maytuscula. Ejemplo: la funcién id.x = x tiene sentido
como id : Num — Num, pero también como id : Char — Char o id : Bool —
Bool. Entonces, si no nos interesa especificar un tipo en particular, escribiremos
id : A — A. La variable A se denomina variable de tipo. Cuando el tipo de una
expresion incluye variables, diremos que es un tipo polimérfico.

La funcién max que definimos en la seccion anterior tiene tipo Num — Num +—
Num, que no es exactamente lo mismo que Num x Num +— Num. El tipo que
hemos indicado es mas general. En ausencia de paréntesis, debe entenderse como
Num — (Num — Num). Para (casi) todos los temas desarrollados en este libro,
no se pierde nada con pensar que Num — Num — Num es una notacién estilizada
para Num x Num — Num.

7.8 Tipos basicos

Los tipos béasicos de nuestra notacién de programas seran descriptos por las
expresiones candnicas y las operaciones posibles entre elementos de ese tipo.

Tipo Num: Las expresiones canénicas son las constantes (niimeros). Las ope-
raciones usadas para procesar los elementos de este tipo son: +, —, *, /,,
con las propiedades usuales, y las funciones div y mod, que devuelven,
respectivamente, el cociente y el resto de la division entera de dos niimeros
enteros.

Tipo Bool: Hay dos expresiones candnicas para denotar los valores de ver-
dad, que son True y False. Una funcién que retorna un valor de verdad
se denomina predicado. Los booleanos son importantes porque son el
resultado de los operadores de comparacién: =, #, >, <, >, <. Estos ope-
radores se aplican no solo a nimeros, sino también a otros tipos bésicos
(Char, String, etc.), siempre y cuando los dos argumentos a comparar
tengan el mismo tipo. Es decir, cada operador de comparacién es una
funcién polimoérfica de tipo A — A +— Bool. Los booleanos se pueden
combinar usando los operadores 1égicos A, V, -, etc. con las propiedades
usuales.

Tipo Char: Constituido por todos los caracteres, que se denotan encerrados
entre comillas simples, por ejemplo: ‘a’, ‘B’, ‘7’. También incluye los ca-
racteres de control no visibles, como el espacio en blanco, el return, etc..
Una secuencia de caracteres se denomina String y se denota encerrada
entre comillas dobles, por ejemplo: “hola”.

Ejercicio 7.2
Determinar las propiedades que tienen las funciones div y mod.
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7.9 Tuplas

Una manera de formar un nuevo tipo combinando los tipos béasicos es tomar
estos de a pares. Por ejemplo: el tipo (Num, Char) consiste de todos los pares en
los que la primera componente es de tipo Num y la segunda de tipo Char. De la
misma manera, se pueden construir ternas, cuaternas, etc. En general, hablaremos
de tuplas. Los elementos candénicos de una tupla son de la forma (, ,..., ), donde
cada una de las coordenadas es un elemento candnico del tipo correspondiente.
Ejemplo: podemos definir la funcién raices, que devuelve las raices de un polinomio
de segundo grado, de manera tal que el resultado sea un par, es decir,

raices : Num — Num — Num — (Num, Num) .

La nocién de pattern matching puede extenderse al caso de tuplas de manera
natural. Por ejemplo, para definir una funcién f sobre ternas puede darse una
definicién de la siguiente forma:

flz,y,2)=...

es mas, hasta el momento es la Unica manera de definir una funcién sobre tuplas.
Otra manera quiza menos elegante es tomar algin elemento de la tupla usando la
funcién de indexacién que se define a continuacién.

Dada una n-upla, se supone definida la funcién

Z(Ao X XAn)HAz
la cual satisface la propiedad
(agy...,an)i=a; , 0<i<n.

Esta dltima ecuacién puede ser considerada su definicién (usando pattern mat-
ching).

Ejemplo 7.4

Los ntimeros racionales pueden ser representados por pares de numeros enteros.
La funcién que suma dos racionales puede ser definida como:

SumRat : (Num, Num) — (Num, Num) — (Num, Num)
SumRat.(a,b).(¢c,d) = (axd+bxc, bxd)

7.10 Listas

Una lista (o secuencia) es una coleccién de valores ordenados, los cuales deben
ser todos del mismo tipo. Las listas pueden ser finitas o infinitas (en este curso solo
consideraremos listas finitas). Cuando son finitas, se las denota entre corchetes, con
sus elementos separados por comas.
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Ejemplos: [0,1,2,3]
[(“Juan”, True), (“Jorge”, False)]
[‘a’] (lista con un elemento)
[] (lista vacia).
El tipo de una lista es [A], donde A es el tipo de sus elementos.
Ejemplos: [0,1,2,3] es de tipo [Num)]
[(“Juan”, True), (“Jorge”, False)] es de tipo [(String, Bool)]

[[1,2],[3,4]] es de tipo [[Num]] (lista de listas de nimeros).

La lista vacia podria considerarse de cualquier tipo, por eso se le asigna el
tipo polimérfico [A], a menos que quede claro que tiene un tipo en particular. Por
ejemplo, en [[1,2], []] el tipo de [] es [Num], pues es un elemento de una lista cuyos
elementos son de tipo [Num].

A diferencia de los conjuntos, una lista puede contener elementos repetidos. Por
ejemplo, [1,1] es una lista de dos elementos. Dos listas son iguales solo si tienen los
mismos elementos en el mismo orden. Ejemplos: [0,1,2,3] # [3,2,1,0], [1,1] # [1].

Notacidén: convencionalmente, se usa el simbolo = para indicar un elemento de una
lista, s para una lista, xss para una lista de listas, etcétera. Si bien esto no tiene
sentido semantico, es decir, no es necesario usar esta nomenclatura, adoptaremos
la convencion.

Constructores de listas

Una lista se puede generar con los siguientes constructores:

1. []  lista vacfa.

2. > agrega un elemento a una lista por la izquierda.

Si z es de tipo A y s es de tipo [A], entonces x > s es una nueva lista de
tipo [A], cuyo primer elemento es = y el resto es xs.

Ejemplo: [0,1,2,3] =01 [1,2,3] =0 (1> (2> (3> [])))-

3. < agrega un elemento a una lista por la derecha.

Ejemplo: [0,1,2,3] = [0,1,2] <3 = ((([] <0) < 1) <12) <3
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En general, los programas funcionales usan solo los dos primeros constructores.
Los tipos de estos constructores son:

[1 - (4]
> A [A]— [A]
Las operaciones sobre listas pueden definirse por pattern matching en estos dos

constructores, o equivalentemente dando su definicién para el caso vacio y no vacio
(considerado cémo agregar un elemento por la izquierda).

Proposicion 7.1
Sean z, y de tipo A y xs, ys de tipo [A]. Entonces

(x>as)=(y>ys) & =y Axs=ys.

Operaciones sobre listas
Hay cinco operaciones fundamentales sobre listas, que son las siguientes:

concatenar : 4+ : [4] — [4] — [4]

El operador 4 toma dos listas del mismo tipo y devuelve una lista del
mismo tipo, que consiste en las dos anteriores, puestas una inmediatamen-
te después de la otra. Si zs e ys son listas del mismo tipo, la concatenacién
de ambas se denota zs H ys.

Ejemplos: [0,1] +#[2,3] =[0,1,2,3]
0,1, 2]+ [] #[3] = [0,1,2,3]
[0,1] +# [1,2] =]0,1,1,2]
longitud : #:[4A]— A

El operador # devuelve la longitud de una lista, es decir, la cantidad de
elementos que la misma contiene. Si xs es una lista, su longitud se denota

#xs.
Ejemplos:  #[0,1,2,3] =4
#[1=0
tomar n : 1:[A] = Num — [A]

El operador T toma una lista y un nimero natural n, y devuelve la lista
de los primeros n elementos de la lista original. Cuando n es mayor que
la longitud de la lista, T devuelve la lista completa. Si xs es una lista, la
lista de sus primeros n elementos se denota xsTn.

Ejemplos: [0,1,2,3]12 = [0, 1]
0,1,2,3]15 = [0, 1,2, 3]
[1Tn =]
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tirar n : | [A] = Num — [4]
El operador | toma una lista y un nimero natural n, y devuelve la lista
que resulta al eliminar de la lista original los primeros n elementos. Si xs
es una lista, la lista sin sus primeros n elementos se denota xs|n.
Ejemplos: [0,1,2,3]]2 = [2,3]
[0,1,2,3]15 =]
[Jin=1]

indexar : -:[A]l = Num— A

El operador - toma una lista y un nimero natural, y devuelve el elemento
de la lista que se encuentra en la posicién indicada por el nimero natural.
Si zs es una lista, el elemento que ocupa el lugar ¢ se denota xs.i. Tener
en cuenta que el primer elemento de la lista ocupa la posicién 0 y que
xs.1 no esta definido cuando ¢ > #xs — 1.

Ejemplos: [0,1,2,3].2 =2
[4,5,6.0 = 4
[4,5,6].3 indefinido

Propiedades de las operaciones

A continuacién enumeramos algunas de las propiedades méds importantes que
poseen los operadores definidos en la seccién anterior. Algunas propiedades usan
el simbolo de definicién (=) en vez de la igualdad. Por la regla de fold/unfold,
estas definiciones son también igualdades. N6tese que todas las operaciones pueden
definirse por pattern matching sobre los constructores de listas.

concatenar
[|+Hys = ys
(z>xs) Hys = z> (zs+H ys)
(xs H ys) H zs = xs+H (ysH 2s)
(xsHys)i = (i<H#xs— xs.i
04 > #axs — ys.(i — #xs)
)
(xstys)=[] = ws=[]Ays=]]
longitud
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#(xs Hys) = Faxs+ #Hys
#(zsTn)
#(xzsln) = (#xrs—n) max 0

n min #xs

tomar n
xs10 = ]
[(Jtn =[]
(x> xs)f(n+1) = x> (xsIn)
tirar n
zs]0 = zs
[Hn =[]
(x>zs)|(n+1) = zsln
indexar
(x>xs).0 = =z
(x> xs).(n+1) = xs.n

7.11 Ejercicios

Ejercicio 7.3
Definir la funcién sgn : Int — Int que dado un ntimero devuelve 1, 0 6 —1 en caso
que el niimero sea positivo, cero o negativo respectivamente.

Ejercicio 7.4
Definir una funcién abs : Int — Int que calcule el valor absoluto de un nimero.

Ejercicio 7.5
Definir el predicado bisiesto : Nat — Bool que determina si un ano es bisiesto,
Recordar que los anos bisiestos son aquellos que son divisibles por 4 pero no por
100, a menos que también lo sean por 400. Por ejemplo 1900 no es bisiseto pero
2000 si lo es.

Ejercicio 7.6

Definir los predicados equi e isoc que toman tres niimeros los cuales representan
las longitudes de los lados de un triangulo y determinan respectivamente si dicho
tridngulo es equildtero o iséceles.



126 EL FORMALISMO BASICO

Ejercicio 7.7
Definir la funcién edad : (Nat, Nat, Nat) — (Nat, Nat, Nat) — Int que dadas
dos fechas indica los anos transcurridos entre ellas. Por ejemplo

edad.(20,10,1968).(30, 4, 1987) = 18

Ejercicio 7.8
En un prisma rectangular, llamemos h a la altura, b al ancho y d a la profundidad.
Completar la siguiente definicién del area del prisma:

area.h.b.d = 2x frente+ 2 xlado + 2 x arriba

Il ]

donde “frente”; “lado” y “arriba” son las caras frontal, lateral y superior del prisma
respectivamente.

Ejercicio 7.9
Definir la funcién raices, que devuelve las raices de un polinomio de segundo grado.

Ejercicio 7.10

Suponer el siguiente juego: m jugadores en ronda comienzan a decir los niimeros
naturales consecutivamente. Cuando toca un miltiplo de 7 o un ntimero con algin
digito igual a 7, el jugador debe decir “pip” en lugar del nimero. Se pide: encontrar
un predicado que sea True cuando el jugador debe decir pip y False en caso
contrario. Resolver el problema para 0 < n < 9999.

Ayuda: definir una funcién unidad, que devuelva la cifra de las unidades de un
nimero. Idem con las decenas, etc.; para ello usar las funciones div y mod.

Ejercicio 7.11
Reescribir la siguiente definicién usando anélisis por casos:

f0 = 1
fn+1l) = fn+2xn+1

Ejercicio 7.12
Reescribir la siguiente definiciéon usando andlisis por casos:

gzx0 = 1
gx.(2xn+1) = z*xgx.(2%n)
gx.(2xn+2) = g(rxxx).(n+1)

Ejercicio 7.13
Definir las siguientes funciones:

1. hd:[A] — A devuelve el primer elemento de una lista (hd es la abreviatura
de head).
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2. tl : [A] — [A] devuelve toda la lista menos el primer elemento (¢ es la
abreviatura de tail).

3. last : [A] — A devuelve el dltimo elemento de una lista.

4. init : [A] — [A] devuelve toda la lista menos el tltimo elemento.
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Capitulo 8

Modelo computacional

-Ain queda fuego en la chimenea —dijo Paracelso—. Si arrojaras
esta rosa a las brasas, creerias que ha sido consumida y que la ceniza
es verdadera. Te digo que la rosa es eterna y que solo su apariencia
puede cambiar. Me bastaria una palabra para que la vieras de nuevo.

-,Una palabra? —dijo con extraneza el discipulo—. El atanor esta
apagado y estan llenos de polvo los alambiques. ;Qué harias para que
resurgiera?

Paracelso le miré con tristeza.

Jorge Luis Borges: La rosa de Paracelso

En el capitulo anterior definimos una notaciéon abstracta para razonar sobre
programas llamada formalismo bdsico. Como se pudo ver, este lenguaje hace refe-
rencia a los mismos y sirve para escribirlos y manipularlos. Consecuentemente se
establecié una relacién entre lenguaje y programas pero tratando de abstraer algu-
nas de sus caracteristicas con la finalidad de simplificar la concepcién que tenemos
de ellos y poder asi razonar con entidades mas simples de tipo matematico. Esto
facilita el proceso de desarrollo de programas a partir de especificaciones (como
se verd en capitulos siguientes) abstrayendo nociones que podrian perjudicar el
correcto desarrollo de esta labor.

Entre estas nociones estan las que posibilitan una interpretacién de las ex-
presiones como programas ejecutables. Este tipo de interpretacién es denominada
interpretacion operacional o modelo computacional asociado al formalismo y con-
siste en definir formalmente los pasos elementales de ejecucién de un programa
hasta llegar al resultado final. De esta forma se describe como los programas se
ejecutan, en vez de analizar simplemente el resultado de esta ejecucién.

La interpretacion operacional se utiliza mayormente como guia para implemen-
tar el lenguaje en la computadora (en la forma de compiladores e intérpretes) y

129
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para probar que esta implementacién es correcta. Ademds, sirve para analizar la
complejidad de funciones definidas en el formalismo bésico y para obtener algunos
resultados tedricos referentes al mismo (en la seccién 8.6 se verd un ejemplo de
estos resultados). Estas interpretaciones no son ttiles para demostrar la correccién
total de los programas ya que habria que analizar todos los pasos elementales de
ejecucién para cada uno de los elementos del dominio de la funcién.

De todas formas, como se vio en el capitulo anterior es posible entender y utili-
zar el formalismo sin tener que recurrir a este tipo de interpretaciones. Es decir que,
para el desarrollo de programas, no hace falta conocer el modelo computacional
asociado al formalismo.

Esto no significa que el formalismo no permita una interpretacién operacional.
Podria suceder que nuestro lenguaje sea tan abstracto que no permita ser imple-
mentado en una computadora. Al contrario, el formalismo desarrollado permite
este tipo de interpretaciones y sobre este tépico tratard este capitulo. De todas
formas, es posible y conveniente utilizar el formalismo libre de estas connotaciones
al momento de desarrollar programas.

8.1 Valores

En el formalismo bésico, como en matematica, una expresion es utilizada para
representar (denotar) un valor. Una expresién puede denotar distintos tipos de
valores, como ser numeros, listas, pares, funciones, etc.

Como hemos mencionado en la seccién 7.2, es importante distinguir entre un
valor y su representacién por medio de expresiones. Sea la funcién cuadrado :
Num — Num definida como:

cuadrado.x = x * x

Las expresiones cuadrado.(3 % 5), cuadrado.15 y 225 denotan (todas) el nime-
ro “doscientos veinticinco” pero ninguna (inclusive la expresién 225) es este valor.
Todas ellas son representaciones concretas del valor abstracto “doscientos veinti-
cinco”.

Lo mismo sucede con otros tipos de valores.

booleanos: Las expresiones

False N True
- False V False
- = True

- False,

denotan el valor booleano “falso”.
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pares: Las expresiones

- (cuadrado.3 x 5,4)
- ((225,2 + 2), True).0
- (225,4)

denotan el “par cuya primera coordenada es el nimero doscientos veinti-
cinco y su segunda coordenada es el nimero cuatro”.

listas: Las expresiones

- [cuadrado.1,4 — 2, —44 + 47
B [H7 [L 273]]1
- [1,2,3]

denotan la “lista con los elementos uno, dos y tres en este orden”.
numeros: Las expresiones
- (2,3).1

- #[07 1a 2]
-3

denotan el niamero “tres”.

funciones: Dadas las funciones

faey = ( z>2y — =
O z<y — y
) ;

gry = ( x>y — =
O z<y — vy
O r=y — T
) ;

las expresiones
-f
-9
-ido f
-idog

denotan todas la “funcién minimo de dos nimeros”.
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Las computadoras no manipulan valores, solo pueden manejar representacio-
nes concretas de los mismos. Asi, por ejemplo, las computadoras utilizan la repre-
sentacién binaria de nimeros enteros para denotar este tipo de valores. Con los
otros tipos de valores (ntmeros, listas, pares, funciones, etc.) sucede lo mismo; las
computadoras solo manejan sus representaciones.

8.2 Forma normal

Volvamos a las expresiones cuadrado.(3 x 5), cuadrado.15 y 225. Cuando uno
ejecuta alguno de estos programas desea conocer, como resultado de esta ejecu-
cién (o evaluacién), el valor denotado por la expresién. Pero como ya dijimos, las
computadoras no manejan valores. La tnica forma que tenemos para reconocer
el valor abstracto que se obtiene como resultado de la ejecucién, es por medio de
alguna representacion del mismo que nos devuelva la computadora.

Es asi que la computadora deberd elegir una representaciéon para mostrar un
resultado que nos haga reconocer el valor de la expresion. Pero, ;cudl de todas? La
computadora podria elegir como resultado de la ejecucion la expresiéon misma. Por
ejemplo si ejecutamos el programa cuadrado.(3 x 5) la computadora podria mostrar
como resultados la misma expresién cuadrado.(3*5) haciendo de la evaluacién una
operacion trivial. Pero esto no nos ayuda a reconocer el valor de la expresion de
manera inmediata.

Pidamos que la representacién del valor resultado de la evaluacién sea tnica. De
esta forma, seleccionemos de cada conjunto de expresiones que denoten el mismo
valor, a lo sumo una que llamaremos expresion candnica de ese valor. Ademés,
llamaremos a la expresién candnica que representa el valor de una expresiéon la
forma normal de esa expresion. Con esta restricciéon pueden quedar expresiones
sin forma normal.

Aparte del requerimiento mencionado al principio del parrafo anterior, no hay
ninguna otra restriccién objetiva para elegir la forma normal de una expresién.
Una forma de comenzar a resolver esta cuestién es definiendo el conjunto de expre-
stones candnicas como un subconjunto propio del de todas las expresiones posibles.
Al construirlo se deberan tener en cuenta algunas cuestiones de indole més bien
practica. En este sentido serd conveniente que sus elementos sean expresiones sim-
ples ya que de esta forma es mas facil identificar el valor que representan; por
ejemplo, para identificar el valor “doscientos veinticinco” elijamos la expresién 225
y no 15 x 15.

Otra cuestion importante es que, aunque se defina este conjunto de forma tal
que existan expresiones sin forma normal, el conjunto de expresiones que si la
tienen sea lo suficientemente abarcativo como para que se pueda reconocer el valor
abstracto de la mayor parte de las mismas. Este punto serd analizado con mas
detenimiento después que definamos el conjunto.
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Definamos entonces el conjunto de expresiones candnicas para las expresiones
de distintos tipos:

booleanas: Truey False.

numeros: —1,0, 1,2, 3,15 (nimero 3,15), etc., o sea la representacién decimal
del ntimero.

pares: (Eo, Ep)
donde Ey y Fy son expresiones candnicas.

listas: [Ep, -+, FE,—_1],donde n >0y Ey,- -, E,_1 son expresiones candnicas.

Notar que aqui también definimos a la lista vacia ([]) como una expresién
canénica cuando n = 0.

Notemos que no hemos incluido en el ejemplo expresiones candnicas que repre-
senten funciones. Matematicamente hablando, los valores de tipo funcién pueden
ser vistas como reglas que asocian cada elemento de un conjuntos de valores con
un unico elemento de otro conjunto. Uno puede encontrar varias expresiones que
representan esta relacién, pero no vamos a elegir a una expresion como la expresion
canonica de estos valores.

Otros valores tampoco tienen expresién canénica. Por ejemplo, el nimero w
no tiene una representacién decimal finita. Uno puede escribir la expresién que
denota este valor mediante la expansién decimal de 7, digito por digito, pero en el
formalismo bésico todas las expresiones son finitas. Por lo tanto no se puede elegir
la expresion candnica del valor 7.

Hasta ahora hemos visto valores que no tienen expresién canénica (funciones,
numero 7). También puede suceder que una expresién no tenga forma normal. Por
ejemplo dada la definicién de funcién:

inf =inf +1 (8.1)

La expresion inf (de tipo ntimero) no tiene forma normal dado que puede demos-
trarse que su valor es diferente al de cualquier forma normal.

Sea n la forma normal que representa el mismo valor que la expresién inf (n
es la forma normal de inf). Esta relacién implica que la expresién n = inf es
cierta. Ademds, como n es la representacién decimal de un nimero (ya que es una
forma normal) se cumple n € R. Suponiendo esto (serd nuestra hipdtesis) podemos
demostrar:

n
= { hipétesis }
inf
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= { definicién de inf }
inf +1

{ hip6tesis }

n+1

Con esto concluimos que n =n + 1 lo cual es falso si n € R. En consecuencia,
razonando por el absurdo, nuestra hipdtesis era falsa, o sea inf no tiene forma
normal.

Lo mismo sucede con la expresién % que cumple con la propiedad:

3 * 0 = 1 (inverso multiplicativo de 0)

Sea n la forma normal que representa el mismo nimero que %. Esta relacion

implica que la expresién n = % es cierta. Ademds, como n es una forma normal,

0
n € R. Suponiendo esto:

0

= { elemento neutro de la multiplicacién en R y n € R }
Oxn

= { conmutabilidad de la multiplicacién en Ry n € R }
n*0

= { hipétesis }
1

6*0

= { inverso multiplicativo de 0 }
1

En consecuencia concluimos que 0 = 1. Razonando por el absurdo n no puede
ser la forma normal de % y por lo tanto esta expresién no tiene forma normal.

8.3 Evaluacion

A partir de todo lo dicho, la ejecucién de un programa serd el proceso de
encontrar su forma normal. Veamos entonces mas detenidamente el proceso de
bisqueda de expresiones candénicas que hacen las computadoras.

Una computadora evaliia una expresién (o ejecuta un programa) buscando
su forma normal y mostrando este resultado. Con los lenguajes funcionales las
computadoras alcanzan este objetivo a través de multiples pasos de reduccion de
las expresiones para obtener otra equivalente mas simple. El sistema de evaluacion
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expresion

Aplicar una reduccién

¢ posible reducir? -
si

forma normal

Figura 8.1: sistema de evaluacién

dentro de una computadora estd hecho de forma tal que cuando ya no es posible
reducir la expresién es porque se ha llegado a la forma normal (ver figura 8.1).
Podemos ver el proceso que ejecuta este sistema como una forma particular del
calculo de nuestro formalismo bésico en la cual siempre se usa la regla de desplega-
do en las definiciones. Consideremos la reduccion de la expresién cuadrado.(3 * 5):

cuadrado.(3 * 5)

= { aritmética }
cuadrado.15

= { definicién de cuadrado }
15 %15

= { aritmética }
225

La ultima expresién no puede seguir siendo reducida y es la expresién canénica
del valor buscado. Notemos que no hay una tnica forma de reducir una expresion;
la expresién anterior podria haberse evaluado de la siguiente manera:

cuadrado.(3 % 5)

= { definicién de cuadrado }
(3%5)*(3%5)

= { x aplicada al primer factor }
15 % (3 % 5)

= { x aplicada al segundo factor }
15 % 15
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= { aritmética }
225

En el primer paso de reducciéon hemos elegido la subexpresion de méas afuera,
decisién que no fue tomada en el proceso de evaluacién anterior.

Puede suceder que el proceso de evaluacién nunca termine. Por ejemplo trate-
mos de evaluar la expresion inf definida en la seccién anterior:

inf
= { definicién de inf }
inf +1
= { definicién de inf }
(inf +1)+1
= { asociatividad de la suma }
inf +(1+1)
= { aritmética }
inf 42
= { definicién de inf }
(inf +1)+2
= { asociatividad de la suma }
inf +(1+2)
= { aritmética }
inf +3
= { definicién de inf }
(inf +1)+3

Obviamente se puede seguir aplicando pasos de reduccion indefinidamente. Esto
no es necesariamente un problema ya que la expresién inf no tiene forma normal.

Consideremos ahora la funcién definida por K.x.y = z. ;Qué sucede con la ex-
presién K.3.inf? Claramente denota el valor “tres”, luego se esperaria que reduzca
a la forma normal 3. Veamos que sucede si aplicamos pasos de reduccién a esta
expresion eligiendo siempre la subexpresion de mas adentro:

K.3.inf
= { definicién de inf }
K.3.(inf + 1)
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= { definicién de inf }
K3.((inf +1)+1)

= { asociatividad de la suma }
K.3.(inf + (14 1))

= { aritmética }
K.3.(inf +2)

= { definicién de inf }
K.3.((inf +1)+2)

Obviamente este proceso no termina. Pero ahora elijamos las subexpresién de més
afuera:

K.3.inf
= { definicién de K }
3

Y con esta estrategia de reduccién el proceso si termina.

Afortunadamente existe un resultado tedrico (demostrado para el cdlculo lamb-
da, un cdlculo tedrico de funciones en el cual el formalismo bésico estd basado)
que avala estas pruebas.

Teorema 8.1
Si la forma canodnica existe, la estrategia de reduccién que siempre elige la
subexpresién de mas afuera y mas a la izquierda, conduce a la misma.

En otras palabras, si nuestro modelo computacional usa esta estrategia, se
arribard a la forma normal, siempre que ella exista. El orden (més afuera y més a
la izquierda) de reduccién se denomina orden normal de reduccion.

En los ejemplos donde no se pudo lograr la convergencia a una forma normal
se utilizd la estrategia que siempre elige la subexpresion de més adentro y mas a
la izquierda. Este orden de reduccién se denomina orden aplicativo.

8.4 Un modelo computacional mas eficiente

Segun el teorema 8.1 nuestro modelo computacional debera usar una estrategia
de reduccion normal si se desea encontrar la forma normal, siempre que exista.
Pero esta estrategia es, en algunos casos, menos eficiente. Veamos cémo se evalia
la expresién cuadrado.(cuadrado.3) utilizando la misma.
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cuadrado.(cuadrado.3)
= { definicién de cuadrado }
(cuadrado.3) * (cuadrado.3)
= { definicién de cuadrado }
(3% 3) * (cuadrado.3)
= { aritmética }
9 % (cuadrado.3)
= { definicién de cuadrado }
9% (3x%3)
= { aritmética }
9%9
= { aritmética }
81

En seis pasos de reduccion logramos encontrar la forma normal. Pero ahora no
utilicemos esta estrategia.

cuadrado.(cuadrado.3)

= { definicién de cuadrado }
cuadrado.(3 * 3)

= { aritmética }
cuadrado.9

= { definicién de cuadrado }
9%9

= { aritmética }
81

y solo se realizaron cuatro pasos de reduccion.

Analicemos més detenidamente lo que sucedid. Notemos que en la expresién ini-
cial cuadrado.(cuadrado.3) la funcién cuadrado aparece dos veces. En los ejemplos
se puede ver que en el primero se “copi6” la subexpresién cuadrado.3 al ejecutar el
primer paso de reduccién y en el segundo esto no sucedié. Esto produjo tres des-
plegados de la funcién cuadrado en el primer ejemplo, contra los dos esperados en
el segundo. Ademsés la subexpresion 3 x 3 fue reducida una vez mas en el primero.

A primera vista esta ineficiencia del modelo computacional puede no ser im-
portante para la funcién que se esta analizando, pero si se trata de funciones maés
complejas se puede llegar a un desperdicio de recursos computacionales muy alto.
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Este fenémeno de “copiado” de subexpresiones se debe a la forma en que fue
definida la funcién cuadrado:

cuadrado.x = x * x

donde el parametro z fue repetido dos veces en la definicién.

Una forma de solucionar este problema es cambiando nuestro modelo compu-
tacional para que cuando el sistema deba desplegar funciones que tengan este tipo
de definicién se utilicen definiciones locales. Asi, por ejemplo, manteniendo la es-
trategia de reduccién normal, la expresion cuadrado.(cuadrado.3) se podria haber
evaluado de esta forma:

cuadrado.(cuadrado.3)
= { definicién de cuadrado }

T *xXT

[x = cuadrado.3]

= { definicién de cuadrado }

TxT
[x =3x%3]
= { aritmética }
T *xXT
[z =9]
= { definicién local }
9x9
= { aritmética }
81

y de esta forma solo desplegamos dos veces la funcion cuadrado.

Este modelo computacional, que se basa en la estrategia de reduccién normal
agregando los mecanismos necesarios para que se pueden compartir subexpresio-
nes, se denomina generalmente en la literatura modelo computacional lazy con
evaluacion “call-by-need”.

Como ya dijimos en la introduccion de este capitulo, la definicién formal del
modelo computacional sirve, entre otras cosas, para calcular la complejidad de las
funciones definidas en nuestro formalismo. Es asi que, si nuestra implementacién
del lenguaje estd realizada en base al modelo lazy, puede suceder que funciones
definidas con variables repetidas, sean mas eficientes. En nuestro ejemplo la defi-
niciéon de cuadrado = x x x tiene la variable x repetida con lo cual las expresiones
que instancien las mismas, seran reducidas solo una vez en este modelo, como ya
se ha visto.
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Este modelo es el que se utiliza en la mayoria de las implementaciones de los
lenguajes funcionales puros como por ejemplo Haskell [Has06]. Por lo general es
implementado representando las expresiones como un grafo, denominado grafo de
reduccion. Para mas informacion sobre implementacion de lenguajes funcionales
ver [JLI1].

Otro modelo computacional es el denominado modelo computacional estricto.
Este modelo implementa estrategias de evaluacién del tipo aplicativas (las expre-
siones se evalian desde més adentro), y es el que se utiliza en algunos lenguajes
funcionales como por ejemplo ML, OCaml y Scheme y para la evaluacién de fun-
ciones en lenguajes imperativos como C, C++ y Java.

En la préxima seccién veremos una forma analitica de obtener una medida de
la eficiencia de las funciones recursivas definidas en el formalismo bésico.

8.5 Nociones de eficiencia de programas funcionales

En esta seccién veremos una forma de calcular la complejidad de las funcio-
nes definidas en el formalismo basico para asi poder comparar la eficiencia de
programas funcionales. La misma se medird contando la cantidad de reducciones
ejecutadas. En general, nos interesara tinicamente el comportamiento asintético,
por eso en muchos casos no tendremos en cuenta las constantes.

Supongamos que para una funciéon cualquiera f podemos definir T'f = costo
de ejecutar f. Entonces el costo de reducir f.F, donde F es una expresion, serd

T(f.E)=Tf + costo de reducir E

La cuestién sera, pues, definir Tf. No veremos ningin método para resolver
esto sistemdaticamente, sino que procederemos a través de ejemplos.

Ejemplo 8.1
Calculemos T fac. Como

facO = 1
fac.in+1) = (n+1)x* facn

resulta
TfacO = 1
Tfac.(n+1) 1+ T fac.n

Ahora hay que resolver estas ecuaciones. Si tomamos T fac.n = n+ 1, tenemos
una solucién de las ultimas ecuaciones; por lo tanto esta definicién de T fac es
apropiada. Asi, el costo de calcular fac es lineal (depende de n).

Ejemplo 8.2
Calculemos T'f, donde f estda dada por
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f0 = 0
fn+1) = fn+gn
lg-i=X"]

Para el costo de g tenemos

Tg0 = 1
Tg.(n+1) = 1+Tgn

de donde resulta T'g.n = n + 1 para todo n. Entonces, para f tenemos

TFO = 1
Tf(n+1) = 1+Tfn+Tgn
= 24n+Tfn

Se puede demostrar que si se define

nx*(n+3)
2

se satisfacen todas las ecuaciones. Por lo tanto el costo de evaluar f es cuadratico.

Tfn= Vn

8.6 Problema de la forma normal

Ya hemos dicho que el desarrollo formal del modelo computacional se puede
utilizar para obtener algunos resultados referentes a nuestro formalismo.

Supongamos que existe un predicado nf : Num — Bool en nuestro forma-
lismo bésico el cual determina si una expresion entera tiene forma normal. Su
especificacién es

nf.e = e tiene forma normal (8.2)

Construyamos ahora la definicién

P = ( nf.P — inf
o —nfP — 0
)

Como ya lo demostramos en la seccién 8.2, inf no tiene forma normal. Por lo
tanto, usando el modelo computacional, es obvio que P tiene forma normal (igual
a 0) siy solo si -nf.P. Luego

P tiene forma normal
= { modelo computacional }
-nf.P
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= { especificacién de nf }

—(P tiene forma normal)

absurdo. Luego, no puede existir un predicado nf que satisfaga la especifica-
cién 8.2.

8.7 Ejercicios

Ejercicio 8.1
Mostrar los pasos de reduccién hasta llegar a la forma normal de la expresion:

2 * cuadrado.(head.[2,4,5,6,7,8])
1. utilizando el orden de reduccién aplicativo.

2. utilizando el orden de reduccién normal.

Ejercicio 8.2
Dada la definicién:

linf = 1> linf
mostrar los pasos de reduccion hasta llegar a la forma normal de la expresion:
head.linf
1. utilizando el orden de reduccién aplicativo.
2. utilizando el orden de reduccién normal.

Comparar ambos resultados.

Ejercicio 8.3
Dada la definicién:

fx0 = =z
faxn+1) = cuadrado.(f.x.n)

mostrar los pasos de reduccion hasta llegar a la forma normal de la expresion:

f2.3
1. utilizando la estrategia de reduccion normal, sin utilizar definiciones locales.

2. utilizando el modelo computacional lazy con evaluacion “call-by-need”.

Comparar ambos resultados.
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Ejercicio 8.4
Dadas las definiciones
cond : Bool — A +— A
condpry = ( p — T
o —p — vy
)
fac: Num — Num
facn = cond.(n=0).1.(n* fac.(n — 1))

mostrar los pasos de reducién de la expresién
fac.2
1. utilizando el orden de reduccién aplicativo.

2. utilizando el modelo computacional lazy.

Responder a la pregunta: ;Qué sucede si traslado este algoritmo al lenguaje
Java y ejecuto el programa?
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Capitulo 9

El proceso de construccion de
programas

Un coup de dés jamais n’abolira le hasard.

Stéphane Mallarmé: Un Coup de Dés

En [Par90] se define al desarrollo de software como el proceso de

Dado un problema, encontrar un programa (o un conjunto de progra-
mas) que lo resuelvan (eficientemente).

Este proceso involucra tanto cuestiones técnicas como organizativas. En este
libro trataremos solo las primeras.

Una de las dificultades esenciales de este proceso radica en el hecho que las
descripciones de los problemas a resolver suelen no ser precisas ni completas. Sin
embargo, esta dificultad no cobré importancia hasta el final de la década del 60,
dado que hasta ese momento las computadoras solo eran usadas para la solucion
de problemas cientificos, los cuales estaban expresados en un lenguaje suficiente-
mente preciso. Con el abaratamiento de los costos, las computadoras comenzaron
a usarse para problemas originados en otros dmbitos (en general problemas admi-
nistrativos), los cuales resultaron mucho més dificiles de resolver. Esta situacién
dio lugar a la llamada crisis del software [Gib94], la cual produjo un decaimiento
en la confiabilidad del software y por lo tanto un cuestionamiento de los métodos
usados para su desarrollo. A partir de haber identificado a estos métodos como
esencialmente inadecuados, se comenzé a desarrollar un estilo de programacién en
el cual la demostracion de correccion del software respecto de la especificacion es

145
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construida al mismo tiempo que el programa; més aun, la demostracion es usada
como guia para el desarrollo del programa.

El principal método hasta entonces usado era simplemente partir del problema,
el cual estaba expresado de manera informal y poco detallada, y obtener un pro-
grama que, por definicién, es muy detallado y estd escrito en una notacién formal
(ver figura 9.1). Este salto demasiado grande fue una de las principales razones de
dicha crisis. Volviendo a la analogfa de la torta (seccién 1.3), serfa como intentar
encontrar la férmula final sin realizar todos los pasos intermedios.

Figura 9.1: Desarrollo del programa directamente a partir del problema

Para comprobar que el programa era correcto se realizaban entonces ensayos
con conjuntos de datos para los cuales se conocia el resultado, y si estos daban
los resultados esperables se terminaba la tarea. En el caso frecuente en que los
resultados no fueran correctos, se procedia a modificar el programa para intentar
corregirlo. Esta tarea era sumamente dificil, dado que no se sabia a priori si el
resultado inesperado se debia a meros errores de programacién o a una concepcion
inadecuada del problema.

En la actualidad es ampliamente aceptado (tanto en la academia como en la
industria) que el proceso de construccién de programas debe dividirse en al menos
dos etapas: la etapa de especificacion del problema y la etapa de desarrollo del
programa o de programacion (ver figura 9.2).

El resultado de la primera etapa es una especificaciéon formal del problema,
la cual seguird siendo abstracta (poco detallada) pero estard escrita con precisién
en algin lenguaje cuya seméntica esté definida rigurosamente. La segunda etapa
dard como resultado un programa y una demostracién de que el programa es
correcto respecto de la especificacion dada. Nétese que no tiene sentido hablar de
un programa correcto per se; que la nocién de correccion de un programa siempre
estd referida a una especificaciéon dada.

En el trabajo pionero de Hoare [Hoa69] (basado en trabajos anteriores de
R.W.Floyd) se establecen axiomas y reglas de inferencia para la demostracién
formal de que un programa satisface una especificacién, escrita esta en una logica
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Figura 9.2: Especificacién formal del problema previa al desarrollo del programa

de primer orden. Dicho trabajo muestra que es posible obtener una certeza equi-
valente a la provista por una demostracién matematica de que un programa es
correcto. Puede también verse en el trabajo que la confeccién de dicha prueba es
una labor relativamente ardua. Més atin, este sistema de demostraciéon permite so-
lo hacer demostraciones a posteriori de la correccién del programa, pero no ayuda
a construirlo.

Es un libro de E.W.Dijkstra, [Dij76], el que finalmente sienta las bases para la
aplicacién de la logica de Hoare al desarrollo sistemético de programas. No solo
se construye a través de estos métodos una demostracién de correccion al mismo
tiempo que el programa, sino que la misma demostraciéon que se esta contruyendo
sirve como gufa para construir el programa. Estas técnicas serdn tratadas en el
capitulo 16, cuando comencemos a trabajar con la programacién imperativa.

La separacion en dos pasos permite discernir ahora si un programa cuyos re-
sultados no son los esperados es incorrecto o si, en cambio, es la especificacion
la que no describe al problema de manera adecuada. Es importante resaltar que
la propiedad de adecuacion no puede demostrarse formalmente, debido a la natu-
raleza informal de los problemas. De todas maneras, dado que una especificacion
es mas abstracta que un programa, es mucho mas facil convencerse de que una
especificacién expresa nuestra idea informal de un problema que determinar esto
a partir del cédigo de un programa.

En lo que sigue de esta seccion ilustraremos a través de ejemplos como pueden
construirse especificaciones para problemas relativamente simples (pero para nada
triviales). Todo el resto del curso estard dedicado a la construccién de programas
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a partir de especificaciones formales.

9.1 Especificaciones

En un sentido general podemos definir una especificacién como una descrip-
cion formal de la tarea que un programa tiene que realizar. Un slogan usado con
referencia a las especificaciones es que estas responden a la pregunta ; qué hace el
programa? mientras que el programa mismo, usualmente llamado la implementa-
cion, reponde a la pregunta ;cdmo se realiza la tarea?

En el libro [BEKV94] se presenta a una especificacién como un contrato entre
el programador y el potencial usuario. Este contrato establece de manera preci-
sa cudl es el comportamiento del producto que el programador debe proveer al
usuario. Usualmente las especificaciones dicen que si el programa se ejecuta para
un valor de un conjunto dado, el resultado satisfard una cierta propiedad. Una
de las consecuencias de dicho contrato es que el usuario se compromete a usar el
programa solo para valores en ese conjunto predeterminado y el programador a
asegurar que el programa producird un resultado satisfactorio. En principio si el
usuario ingresa al programa datos que no estdn en el conjunto de datos acepta-
bles, el comportamiento del programa puede ser cualquiera sin con ello violar el
contrato establecido por la especificacion.

En el contexto de nuestro formalismo bésico podemos ser més precisos al de-
finir el concepto de especificacion. Diremos simplemente que una especificaciéon
es un predicado sobre el espacio de valores. En general estaremos especificando
funciones, que como ya dijimos, son valores como cualesquiera otros. La tarea de
programacion de un problema especificado por un predicado dado puede describir-
se ahora simplemente como encontrar un valor (una funcién) que satisfaga dicho
predicado.

En este libro no nos encargaremos de cualquier clase de problema, pues algunos
son triviales y otros demasiado complejos o definidos muy vagamente.

Tomemos por ejemplo el problema de construir un sistema para la adminis-
tracién de los alumnos de una materia. A primera vista parece un problema fécil,
pero si se examina el problema con un poco méas de detalle puede notarse que su
formulacién es demasiado imprecisa. Si se da ese enunciado a ocho programadores
diferentes, es probable que se obtengan ocho soluciones a problemas diferentes. No
resolveremos problemas formulados de manera tan vaga.

Consideremos un problema més especifico. Dado el conjunto de los alumnos de
un curso se pide obtener el alumno con el segundo promedio més alto. Este proble-
ma parece mucho maés simple, pero ain quedan varias cuestiones por resolver. Por
ejemplo, puede ser que dicho alumno no exista (en caso de que todos los alumnos
del curso tengan el mismo promedio) o que haya més de uno. Si nos quedamos solo
con el enunciado informal, la solucién para estos casos vuelve a quedar librada al
criterio del programador.
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En lo que resta del capitulo usaremos las herramientas introducidas anterior-
mente para escribir especificaciones precisas. Para ello interpretaremos las férmulas
del calculo de predicados y las expresiones cuantificadas como es usual y construi-
remos con ellas y con el formalismo bésico las especificaciones formales. Esto nos
permitird resolver las ambigiiedades en la formulaciéon de los problemas. Por su-
puesto, siempre queda la pregunta de si la especificacion formal construida efecti-
vamente expresa el enunciado del problema a resolver. Esta pregunta es inevitable
y es bueno responderla de manera completa lo mas temprano posible en el proceso
de construccién de programas. Por otro lado, no siempre una especificacién puede
ser satisfecha por un programa o la construccién de este puede ser muy costosa o
su ejecucion muy ineficiente. En estos casos es necesario cambiar la especificacién.

Ejemplo 9.1
El presente ejemplo ha sido adaptado de uno de [BEKV94]. El usuario propone al
programador el problema de calcular la raiz cuadrada de un nimero real dado.

Primer intento. El programador, conociendo el dominio del algebra, propone
resolver el problema solo para reales que no sean negativos. El usuario acepta la
propuesta por lo cual el contrato entre ambos (la especificacién) queda establecido
como sigue:

El programador se compromete a construir una funcion sqrt, tal que

sqrt : Num — Num

(Vo :0<z: (sqrt.a)®* =x)

Puede pensarse a la especificacién como una ecuacion a resolver donde la incég-
nita es sqrt, es decir, el problema es encontrar una funcién sqrt tal que se satisfaga
la especificaciéon. Nétese que esta funcidon no necesariamente es tnica, en particular
en este ejemplo, dado que hay por lo menos dos soluciones posibles para la raiz
cuadrada de un ntmero estrictamente positivo. Esto da lugar a que haya infinitas
soluciones para el problema planteado (dado que puede en principio elegirse para
qué valores la raiz serd positiva y para cuales negativa).

Una forma estilizada de escribir la misma especificacién es separar la precon-
dicion de la postcondicion. La primera condiciéon habla de las restricciones que
determinan los datos aceptables, mientras que la segunda establece las propieda-
des que satisfara el resultado. Nuestro ejemplo podria escribirse como sigue.

sqrt : Num — Num

pre: 0<uxz
post: (sqrt.x)? ==z
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Noétese que la cuantificacién de la variable = queda implicita. Esto serd una
practica usual. En general se supondra que las variables que aparecen como argu-
mentos de la funcién especificada estan cuantificadas universalmente. La especifi-
cacién original puede entonces escribirse también simplemente como

sqrt : Num — Num

0<z= (sqrtx)’ =z

Segundo intento. Un fenémeno usual es que el programador por alguna razén no
pueda satisfacer la especificacion acordada. Por ejemplo, puede descubrir cuando
estd intentando resolver el problema que el sistema de cémputo en el cual va
a implementar su programa solo maneja aproximaciones finitas a los nimeros
irracionales, por lo que es imposible encontrar por ejemplo una solucién exacta de
sqrt.2. El problema es que la especificacion requiere que la solucién sea exacta.
Dada esta situacién, el programador tiene que cambiar el contrato con el usuario,
quien probablemente no va a sentirse satisfecho, ain en el caso usual en que el
usuario es el mismo programador. Una posible especificacion es

sqrt : Num — Num

pre: 0<=xz
post: |(sqrt.z)? — x| < e

donde ¢ es una constante a ser negociada.

Escrita de esta manera, es obvio que la especificacién es mas favorable para
el programador, en el sentido de que la postcondicién es mas débil y por lo tanto
mas facil de satisfacer. Si se escribe la especificacién como

sqrt : Num — Num
0<x=|(sqrt.w)? —z| <e

queda claro que la especificacion realizada en el primer intento implica 1égicamente
a esta.

Cambios en la especificacion

Como se vio en el ejemplo anterior, frecuentemente es necesario modificar las
especificaciones. En este caso la especificacion fue debilitada, es decir se escribié
otra especificacion la que requeria menos del programa. La forma de debilitarla
fue debilitar la postcondicién. Otra forma de debilitar una especificaciéon es fortale-
ciendo la precondicion, es decir permitiendo que el programa pueda ser solo usado
con un conjunto mas chico de valores de entrada. Por ejemplo, podemos poner
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como requisito que los argumentos para sqrt sean cuadrados perfectos (con lo cual
es posible encontrar valores exactos para la raiz cuadrada). La especificacién de
esta (no demasiado til) funcién seria:

sqrt : Num — Num

pre:<3y :y € Nat : y2:x>

post:(sqrt.x)? = x

Como contrapartida, a veces es necesario fortalecer la especificacién. Esto ocu-
rre en general dado que el usuario puede darse cuenta que necesita un programa
con mejores propiedades que el anterior, o poder usarlo para un conjunto de datos
de entrada méas amplio que el que habia pensado. En el ejemplo de la raiz cua-
drada, puede por ejemplo requerirse que el resultado sea siempre positivo, con lo
cual se esta fortaleciendo la postcondicién y por lo tanto la especificacién como un
todo, pudiendo escribirse como sigue.

sqrt : Num — Num

0<z=|(sqrt.z)? —z| <eAn0 < sqrt.x

Ejemplo 9.2

Consideremos ahora la especificacién de una funciéon que calcule el segundo mejor
promedio de un curso. La manera més simple de construir esta especificacién es
usando un par de especificaciones auxiliares que expresen cudl es el mayor promedio
y cudl es el conjunto de aquellos estudiantes que tienen este promedio.

maxProm : { Alumno} — Num
mejProm : { Alumno} — {Alumno}

mazProm. A= (Maxa :a € A: prom.a)
mejProm.A = {a : a € AN prom.a = mazProm.A : a}

La especificacion de la funcién requerida es ahora:

segProm : { Alumno} — {Alumno}

segProm.A ={a : a € AN prom.a = mazrProm.(A\ mejProm.A) : a}

donde estamos suponiendo que la funciéon prom nos da el promedio de un
alumno dado.

Las funciones mazProm y mejProm son funciones auxiliares que se usan para
especificar la funcién requerida segProm, y no es en principio necesario contruir
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un programa para ellas. Durante el proceso de construccién del programa para
segProm se verd si es necesario construir también un programa para las especi-
ficaciones auxiliares o eventualmente para algunas otras que aparezcan (usando
bésicamente la técnica de modularizacidn, la cual se verd en el capitulo 11). Si
quisiéramos ser completamente precisos podriamos por un lado cuantificar uni-
versalmente la variable A y por otro indicar que la “incégnita”’ de la ecuacion a
resolver es segProm. Dejaremos esto implicito siempre que no lleve a confusién. No
debe confundirse entonces a la especificaciéon con una definicién en el formalismo
bésico. El signo igual es aqui solo un predicado, el cual no necesariamente dara
lugar a una definicién en el formalismo basico.

Esta especificaciéon nos permite resolver las dudas que teniamos, dado que si no
hay ningtin alumno con el segundo mejor promedio la funcién segProm tiene que
devolver un conjunto vacio, y si hay mas de uno, entonces devuelve el conjunto
con todos estos. Nétese que hubo que tomar la decision de calcular el conjunto
de todos los que tienen el segundo mejor promedio dado que es una propiedad
intrinseca del problema el hecho que el alumno con el segundo mejor promedio
puede no ser unico.

9.2 Ejemplos

Dado que no existen reglas de aplicacion general para la especificacién de pro-
blemas, incluimos en esta seccion algunos ejemplos. La clave esta en saber expresar
los problemas planteados en lenguaje coloquial de manera concisa, usando un len-
guaje formal.

Escribiremos el problema a especificar entre comillas. Cabe aclarar que con
frecuencia los problemas pueden especificarse de diversas maneras, por lo que no
deben tomarse las especificaciones dadas a continuaciéon como las tinicas posibles.

Ejemplo 9.3
“Dados = > 0 e y > 0 enteros, calcular el cociente y el resto de la divisién entera
de z por y”.

El algoritmo de divisién en los enteros nos asegura la existencia de un tnico
entero ¢ cociente de la division entera de x por y y un tinico entero r resto de esta
divisién. Estos numeros estan caracterizados por las propiedades x = gy + 71y
0 <r < y. Por lo tanto, una funcién que resuelva este problema puede especificarse
como sigue

divMod.x.y : Nat — Nat — (Nat x Nat)

x>0Ay>0= divMod.z.y = (q,r) = (x =q*xy+rA0<r<y)
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Ejemplo 9.4
“Dado un entero z > 0, sqrtInt.x es la raiz cuadrada entera de z”.

La raiz cuadrada entera de un ntmero estd definida como el mayor entero
positivo cuyo cuadrado es menor o igual que el nimero en cuestién. Esto puede
expresarse en lenguaje formal de la siguiente manera:

sqrtint : Num — Num

0§xz>sqrt]nt.x:<l\/[axz 0<zAZ2<z: z>

alternativamente, puede evitarse el cuantificador maximo de la siguiente ma-
nera.
sqrtInt : Num — Num

0<x=0<sqrtint.x A (sqrint.z)?> < x Ax < (sqrtint.(x) + 1)?)

Ejemplo 9.5
Sea xs una lista no vacia de enteros. “m es el minimo de xs”.

m : Num

m=Mini :0<i<#zs: zs.i)

Otra especificacién posible se obtiene al describir con més detalle lo que significa
minimo:
m: Num
(Vi :0<i<#zxs: zsi>m)AN{(Fi :0<i<H#xs: zsi=m)
Una manera més usual es definir una funcién que tome a la lista como pard-
metro (no como en el caso previo en el cual la constante m esta especificada solo

para una lista particular xs). Consideramos la funcién minlist que dada una lista
cualquiera devuelve el valor minimo de la lista

manlist : [Num] — Num
manlist.zs = (Mini : 0 <14 < #xs: xs.0)

Noétese que en esta ultima especificacién la variable xs estd implicitamente
cuantificada (no asi en el caso anterior, en el cual era una constante)
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Ejemplo 9.6
Sea zs una lista no vacia. “Todos los elementos de xs son iguales”.

Una manera de especificar este problema es expresar la condicién de igualdad
de todos los elementos diciendo que deben ser iguales dos a dos:

(Vi :0<i<axs: (Vj:0<j<H#xs: xsi=wxsj))

Pero también podriamos expresar que todos son iguales diciendo que cada uno
de ellos es igual a uno fijo, por ejemplo, el primero (sabemos que existe pues
suponemos que la lista no es vacfa):

(Vi :0<i<#xs: xs.i=uuxs0)

Ejemplo 9.7
Sea xs una lista de enteros. “xs estd ordenada en forma creciente”.

Si una lista estd ordenada en forma creciente, cada elemento debe ser mayor
que el anterior:

(Vi :0<i<#zxs: xzsi>uwxs.(i—1))

Notar que fue necesario excluir el cero del rango de cuantificacién, para que el
término esté siempre definido.

También puede especificarse este problema expresando la relacién de desigual-
dad correspondiente entre cualquier par de indices:

(Vi :0<i<#xs: (Vji<j<Fxs: xsi<xsj))

Ejemplo 9.8
“La funcién f : Int — [Num] — Bool determina si el k-ésimo elemento de la lista
xs aloja el minimo valor de xs”.

Notemos que la funcién f debe aplicarse a dos argumentos, una lista y un
entero que indica una posicién en la lista. Para que la evaluacion tenga sentido, el
entero debe estar comprendido en el rango que corresponde al tamano de la lista.
Entonces podemos escribir:

f: Num — [Num] — Bool
fhaos=0<k<#xsAzsk=Mni :0<i<#zxs: xs.i))
o bien

f: Num +— [Num] — Bool

fhkaxs=0<k<#HaxsN(Vi:0<i<#Hxs: xzs.k<wxsi))
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Ejemplo 9.9
“La funcién minout : [Nat] — Nat selecciona el menor natural que no estd en xs”.

La funcién minout extrae el minimo de un conjunto, por lo que resulta claro
que la especificacién usara el cuantificador Min. El conjunto del cual se extrae el
minimo deberd especificarse en el rango de la cuantificacion:

minout : [Nat] — Nat
minout.xs = Mini : 0 <iA(Vj :0<j<#Hxs: xs.j#i): 1)
Ejemplo 9.10

“La funcién lmaz : [A] — Num calcula la longitud del méximo intervalo de la
forma [0..k] que verifica xs.i = 0 para todo ¢ € [0..k]”.

Podemos dar una especificacién similar a la del ejemplo anterior:

Imax : [A] — Num

Imazx.cs = (Maxk :0<k<#xsAN (Vi :0<i<k: xsi=0): k)

Esto también se puede escribir usando listas en lugar del entero k:

Imazx : [A] — Num

Imaz.xs = (Max as, bs
cxs=asHbsA (Vi :0<i<#as: xzsi=0): #as)

Ejemplo 9.11
“Dada una lista de nimeros, la funcién P determina si algun elemento de la lista
es igual a la suma de todos los anteriores a él”.

Evidentemente, la funcién P debe tomar como argumento una lista y devol-
ver un booleano. El problema se puede especificar facilmente con la ayuda del
cuantificador existencial y de la suma:

P : [Num] — Bool
Prs={(3i :0<i<#as: xsi={(>.7:0<j<i: zsj))

Ejemplo 9.12
“Dado un polinomio p(z) = a,z" +an_12" 4. .. +aiz+ag, la funcién ev realiza
la evaluacién del polinomio en un valor dado de la variable independiente”.



156 EL PROCESO DE CONSTRUCCION DE PROGRAMAS

En principio, la funcién ev se aplica a dos argumentos, el polinomio p(z) y el
punto en el que se desea evaluarlo. Para especificar la funcién debemos, enton-
ces, elegir una manera adecuada de representar el polinomio. Como un polinomio
queda univocamente determinado por sus coeficientes, una posibilidad es formar
con dichos coeficientes una lista: s = [ag, a1, . .., an—1,ayn]. Més atin, cada lista de
enteros puede pensarse como la lista de coeficientes de un polinomio. Asi, podemos
especificar ev como:

ev : [Num| — Num — Bool
ev.rs.y = <Zz 10 <4< Has: xsixyt >

Ejemplo 9.13
“Dada una lista de booleanos, la funcién bal debe indicar si en la lista hay igual
cantidad de elementos True que False”.

El cuantificador aritmético N nos permite contar la cantidad de True y de
False que hay en la lista. Lo que nos interesa es el resultado de la comparacién
de estas dos cantidades:

bal : [Bool] — Bool

bal.xs = ((Ni :0<i<#axs: xsi=True) =
(Ni :0<i<#xs: xsi= False))

o equivalentemente

bal : [Bool] — Bool

bal.xs = ((Ni :0<i<#xs: xsi)y=(Ni :0<i<#Hxs: nxs.i))

Ejemplo 9.14
“Dada una lista xs de booleanos, la funcién balmax debe indicar la longitud del
maximo segmento de xs que satisface bal”.

Dada una lista xs, un segmento de ella es una lista cuyos elementos estan en xs,
en el mismo orden y consecutivamente. Por ejemplo: si zs = [2,4,6, 8], entonces
[2,4], [4,6,8], [], son segmentos, mientras que [4,2] o [2,6,8] no lo son.

En problemas como este, suele ser conveniente expresar la lista como una con-
catenacién. Si escribimos xs = as + bs + c¢s, entonces as, bs y ¢s son segmentos
de zs, por lo que podemos usarlos para expresar las condiciones que necesitamos
que se satisfagan. Observemos que de los tres mencionados, el mas general es bs,
puesto que as necesariamente comienza en la posicién cero de xs, mientras que cs
termina necesariamente en la tltima posicion de xs. El segmento bs puede estar en
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cualquier parte, pues tanto as como cs pueden ser vacios. Parece razonable, pues,
usar bs para especificar el problema. Ademas de pedir que sea segmento, necesita-
mos que satisfaga bal; esto debe figurar en el rango. En el término debemos poner
lo que nos interesa de cada elemento considerado en el rango, esto es, la longitud.
Como queremos obtener la méxima longitud, usamos el cuantificador Max. Asi,
podemos especificar el problema de la siguiente manera:

balmazx : [Bool] — Num
balmazx.xs = (Max bs: (Jas,cs::xs = as +H bs H cs ) A bal.bs : #bs)

o equivalentemente (pero més simple)

balmazx : [Bool] — Num

balmazx.xs = (Max as,bs,cs : xs = as H bs + cs A bal.bs : #bs)

9.3 Ejercicios

Ejercicio 9.1
Expresar en lenguaje formal las oraciones entre comillas:

1. Dado un entero N > 0: “x es el mayor entero que vale a lo sumo N y es una
potencia de 2”.

2. Dado un conjunto B: “si B no es vacio, = es el mayor elemento de B; en caso
contrario, x es igual a 0.

Ejercicio 9.2
Sea xs una lista no vacia, con elementos enteros. Expresar en lenguaje formal:

1. Suponiendo que #xs > 1 y que existen al menos dos valores distintos en xs:
“z es el segundo valor mas grande de zs”. (Ejemplo: si zs = [3,6,1,7,6,4,7),
debe resultar = = 6).

“s es la suma de los elementos de xs”.

Dado un entero X: “n es la cantidad de veces que X aparece en xs”.
“Todos los valores de xs son distintos”.

“Si el 1 esta en xs, entonces también el 0 estd en xs”.

“p es el producto de todos los valores positivos de xs”.

I A

Dado un entero x: “p es un booleano cuyo valor de verdad coincide con el de
la afirmacién z € xs”.
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Ejercicio 9.3
Sea xs una lista no vacia, con elementos booleanos, tal que al menos un elemento
de zs es True. Expresar en lenguaje formal:

1. “n es el menor entero tal que zs.n = True”.

2. “n indica la posicién del ultimo elemento de la lista que es equivalente a
True”

Ejercicio 9.4
Sea xs una lista no vacia. Expresar las siguientes especificaciones en lenguaje
comun:

1. (Vi :0<i<NANC<#azxs: 2s.i>0)

2. (i :0<i<NAN<#zs: zs.(i—1) <zs.i)

3. (Fi :0<i<NANC<#zs: zs.i=0)

4. (Vp,q :0<pAO<qgAp+q=N-—-1AN<Hzxs: zsp=u1xs.q)
Ejercicio 9.5

Sea xs una lista no vacia.
1. Especificar: “xs es creciente”.

2. Especificar y demostrar: “si xs escreciente, entonces el primer elemento es el
menor”.

Ejercicio 9.6
Especificar las siguientes funciones:

1. f:[Num]— Bool

f.xs determina si xs contiene igual cantidad de elementos pares que impares.
2. ¢p: [Num] — Num

cp.xs determina la cantidad de niimeros pares que contiene xs.
3. g: Num +— [Num] — Bool

g.k.xs determina si el k-ésimo elemento de xs aloja el maximo valor de zs.

4. h: Num — [Num| — Bool

h.k.xs determina si el k-ésimo elemento de xs aloja la primera ocurrencia
del méximo valor de xs.

5. nonulo : [Num] — Bool

nonulo.xs es True siy solo si s no contiene elementos nulos.
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6. prod : Num — [Num] — Bool
prod.x.xs es True si y solo si x contiene el producto de los elementos de xs.
7. meseta : [Num] — Num — Num +— Bool

meseta.rs.i.j determina si todos los valores de la lista zs que estan entre los
indices ¢ y j (ambos incluidos) son iguales.

8. ordenada : [Num| — Num — Num — Bool

ordenada.xs.i.j determina si la lista xs estd ordenada entre los indices 7 y j
(ambos incluidos). Notar que “ordenado” puede ser creciente o decreciente.

Ejercicio 9.7
Sea xs una lista de naturales. Especificar los siguientes problemas:

1. Los elementos de zs verifican:

0 k

’ creciente \ \

2. Dado un ntimero natural x, los elementos de xs verifican:
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Capitulo 10

Induccion y recursion

Induction. L’étre aimé est desiré parce qu'un autre ou d’autres ont
montré au sujet qu’il est désriable: tout spécial qu’il soit, le désir amou-
reux se découvre par induction.

Roland Barthes: Fragments d’un discourse amoureux

Una técnica poderosa para demostrar propiedades sobre un dominio inductivo,
como por ejemplo los naturales o las listas, es usar el principio de induccion. Este
principio provee una técnica de demostracién muy efectiva y facil de usar. La idea
de las demostraciones por induccién consiste en demostrar que una propiedad vale
para los elementos “més chicos” del dominio (por ejemplo el cero en los naturales),
y demostrar para un elemento arbitrario que si suponemos que la propiedad es
cierta para todos los elementos mas chicos que él entonces la propiedad también es
satisfecha por ese elemento. Dado que todo elemento de un dominio inductivo pue-
de ser construido a partir de elementos mas simples, este procedimiento demuestra
la propiedad para todos los elementos del dominio.

Por otro lado, es posible usar este principio para definir funciones de manera
inductiva. Este tipo de definiciones consiste esencialmente en definir una funcién
pudiendo usar para ello los valores de la funcién aplicada a elementos “mas chicos”
del dominio en cuestién. Esta forma de definir funciones, ademas de su significado
operacional, tiene al principio de induccién (correspondiente al dominio inductivo
considerado) como manera natural de demostrar propiedades. Este principio nos
servird no solo para demostrar propiedades de funciones ya definidas sino también
para derivar definiciones de funciones a partir de especificaciones no necesariamente
ejecutables o para derivar funciones a partir de otras ya definidas para obtener
programas que cumplan con requisitos determinados, por ejemplo eficiencia en la
ejecucion.

161
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10.1 Induccién matematica

El dominio inductivo méas familiar es el de los nimeros naturales. El princi-
pio de induccién asociado a este dominio se conoce con el nombre de induccién
matematica. Sea por ejemplo la proposicién

nx*(n+1)
2
Una manera usual de demostrar que P es cierta para todo nimero natural
es demostrar que vale P.0 y que suponiendo que vale para un nimero natural n
dado, entonces también vale para el siguiente (n+1). Esta tltima afirmacién puede
escribirse como

Pn:(¥i:0<i<n:i)=

(Vn :0<n: Pn=P(n+1)) (10.1)

Ahora, si ambas cosas son ciertas, puede verse cémo construir una demostra-
cién de P para un numero N dado: La demostraciéon de P.0 es trivial. Usando la
propiedad (10.1) e instanciacién con n = 0 puede demostrarse por Modus Ponens
y P.0 que vale P.1. Luego, instanciando (10.1) con n = 1, puede demostrarse de
manera analoga P.2; etcétera, hasta llegar a P.N. Si tenemos suficiente tiempo y
ganas, no importa cuan grande sea IV, se llegard en algiin momento.

El principio de induccién, el cual podria plantearse como un metateorema,
permite inferir a partir de P.0 y de (10.1) que vale P para todo ntiimero natural.

Consideremos de nuevo el ejemplo. Demostraremos primero el caso base P.0.

P.0O
= { instanciacién }
0x(0+1
(3i:0<i<0: i>:¥

= { aritmética }

ii=0:14)==
= { rango unitario, aritmética }
0=0
= { reflexividad de = }

True

Demostraremos ahora el caso inductivo, suponiendo P.n vélida demostrare-
mos P.(n+ 1).

P.(n+1)
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= { instanciacién }

(Y0 0<i<ntl: iy D+ +D)

= { aritmética }

>2i:0<i<nVi=n+1l:i)=

= { particién de rango }
(n+1)*(n+2)

i :0<i<mn:i)+Q ii=n+1l:i)= 5

{ rango unitario }
(n+1)*(n+2)
2
= { suponemos P.n (hipétesis inductiva), Leibniz }
nx(n+1) 4l (n+1)*(n+2)
2 2
= { aritmética }
nxn+1)+2xn+1) (n+1)*(n+2)
2 - 2
= { aritmética }

>2i:0<i<n:i)+n+1l=

True

El formato de demostraciéon puede hacerse mds (o menos) econémico, como se
ilustrard a continuacién. El interés en estos formatos no esta solo en la elegancia y
la consiguiente facilidad para comprender o realizar las demostraciones, sino que
también se van a usar estos formatos para construir nuevos objetos (en general
funciones) los cuales van a satisfacer ciertas propiedades predeterminadas. La de-
mostracién (inductiva) de que el objeto construido satisfard estas propiedades se
construye paso a paso junto con el objeto. Para ejemplificar esto introduciremos
primero una definicién formal del principio de induccién.

Con la notacién que estamos usando, el principio de induccién puede escribirse
de la siguiente manera:

(Vi :0<1i: Pi)
< { induccién }
POA(Vj :0<j: Pj=P(j+1))
En el contexto de nuestro formalismo bésico el principio de induccién se usara
de dos maneras: para demostrar que una definicién recursiva dada satisface cierta
definicién explicita, o -inversamente- para encontrar una definiciéon recursiva co-

rrespondiente a una definicién explicita dada. Veamos esto con un ejemplo.
Sea f definida recursivamente por
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f0 =0
fGi+1) = fi+2xi+1

Queremos demostrar que f satisface la propiedad <Vi :i€ Nat: fi=1i> >
La primera demostracion va a usar el principio de induccién en su forma “cru-
da”.

(Vi :ieNat: fi=i?)
< { induccién }

fO=0*A(Vj:jeNat: (fj=7>=f(G+1)=(G+1)?)
= { édlgebra }

fO=0A(Vj:jeNat: (fij=7>=f(G+1)=42+2%j+1))
< { Leibniz (axioma) }

fO=0A(Vj:jeNat: (fij=4>=f(G+1)=fj+2xj+1))
< { (p= q) < ¢, monotonia }

fO=0A(Vj:j€Nat: f.j+1)=fj+2xj+1)
= { definicién de f }

True
Como se vio en el primer ejemplo, en los problemas que usan induccién, suele

separarse el “caso base” del resto. Lo anterior podria escribirse de la siguiente
manera;

Caso base Resto
f.0=0? fG+1)=(i+1)
= { élgebra } = { élgebra }
f0=0 fG+1) =i +2%i+1
= { definicién de f } = { hipétesis inductiva }
True fE+)=fi+2xi+1
= { definicién de f }
True

Obviamente serfa necesario demostrar un metateorema que indique cémo re-
construir una demostracién “pura” a partir de la anterior. No vamos a demostrarlo
aqui, dejando para el lector interesado esta tarea. Para el ejemplo considerado la
traduccién realizada es obvia.
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Una forma més compacta de escribir esta demostracion es evitar repetir el lado
izquierdo de la igualdad en cada paso, dado que este no cambia. La demostracion
quedard por lo tanto de la siguiente forma:

Caso base Paso inductivo

£.0 fli+1)
= { definicién de f } = { definicién de f }

0 Fit2%it1
= { 4lgebra } = { hipétesis inductiva }

02 P2+ 2xi+1

= { élgebra }
(i+1)°

Por lo tanto f satisface la identidad <Vi :i € Nat: fi=1° > Lo que hemos
hecho se llama verificacién de programa, dado que estamos comprobando que
un programa dado (una definicién recursiva) satisface su especificacion.

Si bien la técnica de verificacion es muy util, dado que permite tener una
certeza mucho mayor (tanto como lo permite la matematica) de que el programa
construido es correcto, queda por verse como se encuentra este programa. Por
otro lado, la demostracién de que un programa satisface una especificacién dada
no es una tarea trivial, por lo que es conveniente realizarla, al menos en parte,
a medida que se construye el programa. Esta construccién conjunta de programa
y demostracién tiene la ventaja adicional de que la misma demostraciéon nos va
guiando en la construccién del programa.

Volviendo a nuestro ejemplo, tomemos ahora la propiedad demostrada antes a
modo de especificacion de f:

(Vi:i€Nat: fi=1i")

Obviamente, existe una forma trivial de encontrar una funcién que satisfaga la
especificacion:
fr=xxx .

Si bien es inmediato que esta definicién satisface la especificacién y que ade-
mas es una definicién extremadamete eficiente, a modo de ejemplo trataremos de
encontrar una definicién recursiva de f. Para hacer esto, algunos de los pasos de
derivacién (en general los primeros) van a usar la especificaciéon como si fuera
cierta. En realidad lo que se quiere construir es, ademds del programa, una de-
mostracion de que efectivamente el programa satisface dicha especificacion. Puede
pensarse por analogia que una especificaciéon de una funcién f es una ecuacién a
resolver con incognita f. Luego el proceso de derivacion consistird en “despejar” f
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para saber qué valor toma (obviamente puede tener varias soluciones posibles). El
proceso de despejar nos asegura que si ahora reemplazamos el valor obtenido en
la ecuacién original tendremos un enunciado verdadero. Veamos esto a través del
ejemplo.

Caso base Paso inductivo
J0 f(i+1)

= { especificacién de f } = { especificacién de f }
02 (i + 1)

= { dlgebra } = { algebra }

0 24 2xit1
= { hipétesis inductiva }

fit2xit1

Por lo tanto, definiendo recursivamente

£0 = 0
Ffi+1) = fi+2xi+l

(la cual es casualmente la funcién con la cual comenzamos el ejemplo) se satisface
la propiedad requerida. Lo que acabamos de hacer se llama derivacién de pro-
grama, dado que hemos construido un programa que satisface la especificacién
y la demostracién de que lo hace. Para ver esto tltimo, nétese que es inmediato
cémo recuperar la tercera demostracion por induccién de que la funcién f satisface
la propiedad requerida, simplemente invirtiendo la demostracién, poniendo en el
segundo paso el dltimo (y como justificacién en lugar de “especificacién de f” se
pone “definicién de f” o regla de desplegado para f) y como conclusién el segundo
paso de la derivacién. En general el primer paso de una derivacién serd la propie-
dad que finalmente se quiere que la funciéon cumpla. En ejemplos méas complejos
el formato de derivacién puede ser ligeramente diferente.

En general, nos concentraremos en el problema de la derivaciéon de progra-
mas mas que en la verificacion de los mismos. Veamos otro ejemplo sencillo de
derivacion: sea fac una funcién que satisface la propiedad

(Vn :neNat: facn={li:0<i<n:i)) ,

es decir, fac calcula el factorial de un nimero. Se desea una definicién recursiva
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de fac.
Caso base Paso inductivo
fac.0 fac.(n+1)
= { especificacién de f } = { especificacién de f }
li:0<i<0:4) (Ili:0<i<n+1:34)
= { rango vacio } = { particién de rango }
1 (Ili:0<i<mn:i)x

lin<i<n+1:id)
= { hipdtesis inductiva;
rango unitario }
facn*(n+1)

Por lo tanto una definicién recursiva de fac es:

facO = 1
fac.n+1) = (n+1)x* facn

10.2 Induccién generalizada

Existe una generalizacion natural del principio de induccién matemadtica, la
cual consiste en usar para demostrar el caso inductivo P.(n + 1) no solo P.n sino
también P.i, con 0 < ¢ < n. La justificacién de que demostrando esta propiedad
(m4s débil) y el caso base implica que P vale para todo natural es la misma que
para la induccién presentada antes, dado que al demostrar P.(n + 1) ya tenemos
demostrados todos los anteriores, no solo P.n. Afortunadamente ambos principios
de induccién son equivalentes.

El principio de induccién generalizada puede formularse como sigue

(Vi :0<4i: Pi)
< { induccién }
(Vj :0<j: (Vk:0<k<j: Pk)=Pj)
Noétese que no hace falta separar el caso base, dado que estd implicito en el
rango vacio del cuantificador interno para el caso n = 0.

Ejercicio 10.1
Demostrar que el principio de induccion generalizada es equivalente al siguiente

(Vi :0<i: Pi)
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< { induccién }
POA(Yj :0<j: (Vk:0<k<j: Pk)= P(j+1))

Ejemplo 10.1
La sucesion de Fibonacci se genera de la siguiente manera:

Fib0 = 0
Fibl = 1
fib.(n+2) = fib.m+ fib(n+1)

Esta sucesién tiene propiedades muy interesantes, algunas de las cuales se pre-
sentan en los ejercicios. Vamos a demostrar ahora una muy simple:

(Vn :0<n: fibn <2™)

Dada la definicién de fib, parece conveniente considerar dos casos base, cuando
n =0y cuando n = 1. El caso inductivo podra entonces considerarse para n > 2.

Ejercicio 10.2
Demostrar que el principio de induccién generalizada es equivalente al siguiente
(Vi :0<4i: Pi)
< { induccién }
POAPIA(Y] :0<j: (Vk:0<Ek<j+1: Pk)=P(j+2))
Retomando el ejemplo, los dos casos base se dejan como ejercicio (facil) para

el lector. Consideremos el caso inductivo (usaremos induccién generalizada). Sea
P.n la proposicién fib.n < 2". Partiremos de fib.(n + 2) y llegaremos a 2" +2.

fib.(n + 2)

= { definicién de fib }
fibn + fib.(n + 1)

< { hip6tesis inductiva (P.n) , dlgebra }
2" + fib.(n + 1)

< { hip6tesis inductiva (P.(n 4 1)) , élgebra }
on 4 gntl

< { la exponenciacién es creciente }

on+l | gn+l

{ 4lgebra }

on+2
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10.3 Ejercicios

Ejercicio 10.3
Probar:
on — (i)n
ibn = ———
/ v
1-V56
5

1+5
2

donde & = y@z

Ejercicio 10.4
Determinar el error en el siguiente razonamiento, el cual demuestra que un grupo
cualquiera de gatos estd compuesto solo por gatos negros.

La demostracién es por induccién en el nimero de gatos de un
grupo dado. Para el caso de 0 gatos el resultado es inmemdiato, dado
que obviamente todo gato del grupo es negro. Consideremos ahora un
grupo de n+ 1 gatos. Tomemos un gato cualquiera del grupo. El grupo
de los gatos restantes tiene n gatos, y por hipétesis inductiva son todos
negros. Luego tenemos n gatos negros y uno que no sabemos aun de
qué color es. Intercambiemos ahora el gato que sacamos con uno del
grupo, el cual sabemos que es negro. Luego tenemos un gato negro y
un grupo de n gatos. Por hipdtesis inductiva los n gatos son negros,
pero como el que tenemos aparte también es negro, entonces tenemos
que los n + 1 gatos son negros.

Ejercicio 10.5
Determinar el error en el siguiente razonamiento, el cual demuestra que en un
grupo cualquiera de personas si una es comunista, todas lo son.

Lo demostraremos por induccién en el nimero de personas del gru-
po. El caso de 0 personas es trivialmente cierto (el antecedente de la
implicacién es falso). Para un grupo de 1 persona también es inmedia-
to, dado que si esta persona es comunista se satisface el consecuente
de la implicacién y si no lo es entonces el antecedente es falso. Tome-
mos un grupo de n + 2 personas en el cual asumimos que alguna es
comunista (en caso contrario la implicacién vale trivialmente), con n
mayor o igual a cero. Sacamos una persona cualquiera del grupo. Si
esta persona es comunista, entonces la intercambiamos con cualquier
otra del grupo para asegurarnos que en el grupo de n + 1 personas
haya al menos una que sea comunista. Luego, por hipétesis inductiva
tenemos un grupo de n + 1 personas todas comunistas y una afuera
de la cual no conocemos atin sus simpatias politicas. Intercambiamos
entonces a esta persona con cualquiera de los que ya sabemos que son
comunistas, y nos queda un grupo de n+ 1 personas de las cuales todas
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menos una son comunistas. Por hipotesis inductiva entonces tienen que
ser todas comunistas, y como la que esta aparte también lo es, entonces
son todos comunistas.

Ejercicio 10.6

“Demuestre” usando ideas analogas a las de los dos ejercicios anteriores que si en un
grupo de personas hay dos con la misma cantidad de pelos en la cabeza, entonces
todas las personas en el grupo tienen la misma cantidad de pelos en la cabeza.

Ejercicio 10.7 (Principio de las casillas)
Demostrar que dados xs : [Nat] y M : Nat, M > 0,

i 0<i<#ws: xzsi) <M V (i :0<i<Hrs: xsixH#xs> M)

Ejercicio 10.8
Sean zs : [Nat] y M : Nat. Demostrar:

1. (Fi:0<i<#as: zsi>M)=Maxi :0<i<F#xs: xs.i)>M
2. (Vi :0<i<#xs: xsi>M)=(Mini :0<i<#xs: zsi)>M

Ejercicio 10.9
Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. (V¥n:n>0: Pn)=POA(Yn :n>0: Pn=P(n+1))
2. (Vn:n>0: Pn)=(Yn:n>0: PnVv(3i:0<i<n: -Pi))

3. Dado S C Nat,
(Jz :2>0:2ze€8)y=(Fz :2>0: € SA(Vy :0<y<z:y¢S))

Ejercicio 10.10 (Torres de Hanoi)
Se tienen tres postes -0, 1 y 2- y n discos de distinto tamafio. En la situacion inicial
se encuentran todos los discos ubicados en el poste 0 en forma decreciente segin
el tamartio (el més grande en la base).

El problema consiste en llevar todos los discos al poste 2, con las siguientes
restricciones:

(i) Se puede mover solo un disco por vez (el que estd mds arriba en algin poste).
(ii) No se puede apoyar un disco sobre otro de menor tamario.

Sea B = {0, 1,2}. Definir una funcién f : B+ B+~ B — Nat — [(B, B)] tal
que f.a.b.c.n calcule la secuencia de movimientos para llevar n discos del poste a

al poste ¢, pasando por el poste b.
Ejemplo: £.0.1.2.2 = [(0,1), (0,2), (1,2)]



Capitulo 11

Técnicas elementales para la
programacion

The Road goes ever on and on

Down from the door where it began.
Now far ahead the road has gone,

And I must follow, if T can,
Pursuing it with eager feet,

Until it joins some larger way
Where many paths and errands meet.

And wither then? I cannot say.

J.R.R.Tolkien:
The Lord of the Rings

Si bien un paso importante en la solucién de un problema planteado es es-
cribir una especificaciéon correcta del mismo, una vez que se tiene esta hay que
manipularla adecuadamente, a fin de transformarla en algo que sea factible de im-
plementar en un programa eficiente. Veremos a continuacion algunas técnicas que
nos permitiran llevar esto a cabo.

11.1 Definiciones recursivas

La técnica mas usada —y sobre la cual reposan las otras— fue ya presentada en
el capitulo sobre induccién y consiste en obtener una definicién recursiva de una

171
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funcién a partir de su especificacion. Consideraremos aqui otro ejemplo simple
para repasar el funcionamiento de esta técnica.

Ejemplo 11.1
Dada una lista de enteros se desea obtener su suma. Primero especificaremos for-
malmente esta funcién.

sumas= (3 i :0<i< #xs: x8.0)

A partir de esta especificacion calcularemos inductivamente un definicién recursiva.
Primero consideraremos el caso base.

Caso base (zs =])

sum.[]
= { especificacién de sum }
o1 0<i<#[]:[]i)
= { definicién de # }
i :0<i<0: []4)
= { rango vacio }
0
El primer paso es el que diferencia una derivacién de una verificaciéon. En la de-
mostracién el objetivo es llegar a la formula obtenida en ese paso, mientras que el
objetivo de la derivacién es simplificar esta férmula hasta obtener una expresion
del formalismo bésico que pueda tomarse como definicién, en este caso la constante
0. La demostracién de correccién de la definicién obtenida habra sido ya construida

en la derivacién misma.
Consideremos ahora el caso inductivo

Paso inductivo (z > xs)

sum.(x > xs)
= { especificacién de sum }
i :0<i<#(x>as): (x>axs).i)
= { definicién de # }
i :0<i<l+#xs: (z>xs)i)
= { separacién de un término }
(xpas)0+ Qi :0<i<#xs: (z>ws).(i+1))
= { definicién de . }
v+ Qi 1 0<i<#xs: xs.i)
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= { hipétesis inductiva }
x4+ sum.xs

El paso de separacion de un término es un lema ya demostrado el cual consiste
en la aplicacion sucesiva de particion de rango, rango unitario y cambio de variables
para volver a obtener un rango del tipo de la hipétesis inductiva.

A partir de esta derivacién hemos obtenido el siguiente programa para sum.

sum : [Num] — Num

sum.[] = 0
sum.(x>xs) = x4+ sum.xs

11.2 Reemplazo de constantes por variables

Consideremos el siguiente problema: dados N y X, calcular
(>3Ni:0<i<N:X")

Una forma de abordar este problema es usar la técnica de reemplazo de cons-
tantes por variables. El objetivo es cambiar el problema original por uno maés
general, que luego se resolvera de la manera en que hemos trabajado en la secciéon
anterior.

Las constantes que aparecen en nuestro problema son 0, N y X, y cualquiera
de ellas puede ser reemplazada por una variable, dando lugar a una nueva especi-
ficacién del problema:

Si reemplazamos la constante N por la variable n, la nueva especificacién es

(Vn:neNat: fn=(3i:0<i<n: X')) (11.1)

y la solucién del problema estara dada por f.N.
Si reemplazamos la constante 0 por la variable n, la nueva especificacién es

<Vn :n € Nat : fn:<Zz n<i<N: XZ>>

v la solucién del problema estara dada por f.0.
Si reemplazamos la constante X por la variable z, la nueva especificacién es

(Vo iz eR: fa=(Xi:0<i<N:a'))

y la solucién del problema estard dada por f.X.

La ventaja de las dos primeras frente a la tercera es que al variar n sobre los
naturales es posible aplicar el principio de induccion.

Trabajemos con la primera. Tratemos de encontrar una definicién recursiva
de f:
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Caso base (n =0)

£.0

= { especificacién (11.1) }
(>0i:0<i<0: X*)

= { rango vacio }

0

Paso inductivo (n + 1)

f(n+1)

= { especificacién (11.1) }
<Zz :0<i<n+1: Xi>

= { célculo de predicados }
(XCi:0<i<nvn<i<n+1l: X")

= { particién de rango; (n <i<n+1)=(i=n) }
(i :0<i<n: X')4+(>i:i=n:X")

= { hipétesis inductiva y rango unitario }

fn+ X"

Por lo tanto, una definicién recursiva de f es

f: Num — Num

f0o =0
fn+1) = fn+X"

Si el lenguaje de programacién permite calcular X™, hemos terminado. En caso
contrario, es necesario desarrollar un programa para el calculo de X".

11.3 Modularizacion

En algunas ocasiones, como en el ejemplo que se acaba de analizar, la solucién
del problema original requiere la solucion de un “sub-problema”. En estos casos
suele ser conveniente no atacar ambos problemas simultaneamente, sino “por mé-
dulos”, cada uno de los cuales debe ser independiente de los demas. Esta técnica se
denomina modularizacién. En el ejemplo anterior, si modularizamos, podemos
escribir la definicién recursiva de f de la siguiente manera:
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f: Num— Num

f0 =0
fn+1) = fn+gn
lg-1 = X*]

La independencia de médulos significa que una vez resuelta g, debe quedar
resuelta f. Derivemos la funcién g:

Caso base (n = 0)

g.0

= { especificacién de g }
XO

= { élgebra }
1

Paso inductivo (n + 1)
g.(n+1)

= { especificacién de g }
X (n+1)

= { 4lgebra }
X+ X"

= { hipétesis inductiva }
X *xgmn

Es decir,

g: Num — Num

g0 =1
gn+1) = X=xgmn

Teniendo una definicién explicita de g, el problema inicial queda resuelto.

La definicién recursiva de una funcién puede no ser unica. En nuestro ejemplo,
una forma diferente de dividir el rango conduce a otra definicién recursiva de f.
Veamos:

f(n+1)
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= { especificacién (11.1) }
<Zi:0§i<n+1: Xi>
= { célculo de predicados }
(PCi:0<i<lvli<i<n+1l: X")
= { particién de rango }
i i=0: X1 )+ (3i:1<i<n+1: X")
= { rango unitario }
X0+ (Yil<i<n+1: X")
= { reemplazando i por j+1 }
X0+ (>j:1<j+l<n+1: X/H)
= { 4lgebra }
1+(3j:0<j<n: X*xX7)
= { distributividad de * con respecto a + }
1+ X (> :0<j<n: X7)
= { hipétesis inductiva }

1+ X fn

Por lo tanto otra definicién recursiva de f es

f: Num — Num

f0 =0
fn+1) = 1+Xxfn

11.4 Uso de tuplas

En ocasiones, es posible reducir el costo de un programa implementando una
especificacion mas eficiente. Una manera de lograr esto es usar la denominada
técnica de pares (mds generalmente, técnica de tuplas; también suele llamérsela
inmersién de eficiencia). Veamos cémo funciona con un ejemplo:

Ejemplo 11.2
Consideremos la funcién que calcula la sucesién de Fibonacci derivada en el ejem-
plo 10.1 (pég. 168).

fib: Nat — Nat
fib0 = 0
fibl = 1
fib(n+2) = fibm+ fib.(n+1)
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La evaluacion de este programa para un numero n realiza un nimero de re-
ducciones que crece exponencialmente con n. Esto implica que ya para ntimeros
chicos se vuelve impracticable su evaluacién. La ineficiencia radica en que en el
caso inductivo se evalia dos veces por separado la funcién fib. La evaluacion del
segundo sumando fib.(n + 1) calculard, entre otras cosas, fib.n, pero este valor
serd recalculado por el primer sumando. Este fenémeno hace que muchos valores
se calculen un gran nimero de veces. La técnica de tuplas se basa en la idea de cal-
cular ambos sumandos a la vez evitando asi repetir calculos. Esta mejora permite
reducir drasticamente la complejidad de este programa.

Usando la técnica de tuplas se especifica

g: Nat — (Nat, Nat)
gn = (fib.n, fib.(n+ 1))

La funcién podria definirse como g.n = (fib.n, fib.(n + 1)), pero nada se
ganaria en eficiencia. Calcularemos ahora una definiciéon recursiva directa para
g. Notese que es facil definir ahora fib como g¢.0, el primer elemento del par.

El caso base es simple.

Caso base (n = 0)

g.0
= { especificacién de g }
(fib.0, fib.1)
= { definicién de fib }
(0,1)
El caso inductivo requiere mas cuidado

Paso inductivo (n + 1)

g.(n+1)
= { especificacién de g }
(fib.(n+ 1), fib.(n + 2))
= { definicién de fib }
(fib.(n+ 1), fib.n + fib.(n + 1))
en este punto de la derivacién vemos el motivo de la ineficiencia de la definicién
original en la repeticién del cdlculo de fib.(n 4+ 1). Para evitar esta ineficiencia
hacemos uso de definiciones locales que nos permiten reemplazar repetidas veces

un valor. Notese que el uso de pattern matching da lugar a una definicién muy
facil de leer.
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(fib.(n + 1), fib.n + fib.(n + 1))
= { introduccién de a, b como definiciones locales }
(b,a+1D)
[a = fib.n,
b= fib.(n+1)]
= { igualdad de pares }
(b,a+0b)
[(a, ) = (fibn, fib.(n +1))]
= { hipétesis inductiva }
(b,a +b)
[(a,b) = g.n]

Por lo tanto la definicién recursiva de g es

g : Nat — (Nat, Nat)

g0 = (0,1)
g(n+1) = (ba+bd)
[(a,b) = g.n]

y la funcién que calcula Fibonacci queda definida como

fib: Nat — Nat

fibon = g.n.0
donde ¢.n.0 es la primera componente del par devuelto por la funcién g.

Ejemplo 11.3

Continuamos ahora con el ejemplo de la suma de las primeras n potencias de un
numero dado (seccién 11.2). En la derivacién realizada usando modularizacién se
obtiene un programa de complejidad cuadratica.

f : Numw— Num
g : Numw— Num
f0 =0
fn+1) = fn+gn
g0 = 1
g.(n+1) = Xsxgn

Calculemos inductivamente una funcién h que satisfaga la siguiente especifica-
cién
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h: Num — (Num, Num)

h.n=(f.n,g.n)

Derivemos ahora de manera anédloga al caso de Fibonacci una definicién recur-
siva para h

Caso base (n =0)
h.0

= { especificacién de h }
(£.0,9.0)

= { definicién de fy g }
(0,1)

Paso inductivo (n + 1)
h.(n+1)

= { especificacién de h }
(f-(n+1),9.(n+1))

= { definicién de fy g }
(fn+g:n, X + gn)

= { introducimos a, b }

(a+b,X xb)
la=fn
b= g.n

= { igualdad de pares }
(a+0,X xD)
[(a,0) = (f:n,gn)]
= { hipdtesis inductiva }
(a+0,X xD)
[(a,b) = h.n]

Por lo tanto

h: Num — (Num, Num)

hO = (0,1)
h.n+1) = (a+bX=*b)
[(a,b) = h.n]
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Observemos que lo que se hace es calcular al mismo tiempo las funciones f y
g, de modo tal de tener ambas disponibles a medida que se van necesitando. De
esta manera, f.n = h.n.0 (la primera componente del par) y se logra que el costo
resulte lineal.

Ejercicio: Probar que el costo de calcular f usando la funcién h es lineal.

11.5 Generalizaciéon por abstraccion

Una técnica muy poderosa es la generalizacién por abstraccion (por algu-
nos autores llamada inmersién). Esta técnica serd usada para distintos objetivos en
este curso. En este capitulo la utilizaremos como un medio para resolver una deri-
vacion cuando la hipdtesis inductiva no puede aplicarse de manera directa. La idea
consiste en buscar una especificacién més general uno de cuyos casos particulares
sea la funcién en cuestién. Para encontrar la generalizacion adecuada se introducen
parametros nuevos los cuales servirdn para dar cuenta de las subexpresiones que
no permiten aplicar la hipétesis inductiva en la derivacion original.

Ejemplo 11.4
Consideremos un predicado que determina si todas las sumas parciales de una lista
son mayores o iguales a cero. La especificacién estd dada por:

P : [Num| — Bool
Pxs= (Vi :: 0<i<#xs: sum.(zsi) >0)

El caso base es simple y lo dejamos como ejercicio para el lector (el resultado
es True por rango vacio del cuantificador).
Calculemos el caso inductivo.

Paso inductivo (z > xs)

P.(z>xs)
= { especificacién de P }
(Vi :0<i<#@>zs): sum.((x>xs)Ti) >0)
= { definicién de # }
(Vi :0<i<1+4+#xs: sum.((z>zs)Ti) >0)
= { separacién de un término }
sum.((z>xs)70) > 0A (Vi : 0 <i<#xs: sum.((z>zs)T(t+1)>0)
{ definicién deT}
sum.[] > 0A (Vi :0<i<#zxs: sum.(x>(xs]i)) >0)
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= { definicién de sum }
0>0A(Vi:0<i<#zxs: x+sum.(xsTi)>0)

En este punto notamos que podria aplicarse la hipdtesis inductiva de no ser
por la z que estd sumando. No parece haber ninguna forma de eliminar x por lo
cual se propone derivar la definicién de una funcién generalizada @) especificada
como sigue.

Q : Num — [Num] — Bool
Qnxs= (Vi :0<i<#xs: n+sum.(zsli)>0)

Esta nueva especificacion estd inspirada en la tltima expresién de la derivacién
de P. Sin embargo a partir de saber cémo resolver P en términos de ) puede
olvidarse la derivacién de P y y realizar la de () de manera independiente, pese
a que esta serd en general similar a la anterior. Que esta nueva derivacién pueda
llevarse adelante dependeréd de las propiedades del dominio en cuestién (en este
caso los nuimeros, en particular la asociatividad de la suma) y puede no llegar a
buen puerto o tener que volver a generalizarse a su vez. La programacion es una
actividad creativa y esto se manifiesta en este caso en la eleccién de las posibles
generalizaciones.

Lo primero que debe determinarse antes de comenzar la derivacién del nuevo
predicado @ es si este efectivamente generaliza a P. Esto puede determinarse a
partir de la especificacién dado que P.xs = @.0.xs debido a que 0 es el neutro de
la suma. Puede entonces definirse

P.xs =Q.0.zs

y derivar directamente @)
Calculemos el caso base.

Caso base (zs =[])

= { especificacién de Q }

(Vi :0<i<#[]: n+sum.([]1i) >0)
= { definicién de # }

(Vi :0<i<0: n+sum.([]17)>0)
= { rango vacio }

True

Calculamos ahora el caso inductivo.
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Paso inductivo (z > xs)

Q.(x>xs)
= { especificacién de Q }

(Vi :0<i<#(x>ws): n+sum.((x>ws)li) >0)
= { definicién de # }

(Vi :0<i<l4+#xs: n+sum.((z>as)Ti)>0)
= { separacién de un término }

n+ sum.((z>xs)70) > 0 A
(Vi :0<i<#xs: n+sum.((z>zs)T(i+1)>0)

= { definicién de?}
n+sum.[] > 0A (Vi :0<i<#wxs: n+sum.(z>(xs7i)) >0)
= { definicién de sum }
n>0A(Vi:0<i<#zxs: n+ (z+sum.(xsli)) >0)
= { asociatividad de + }
n>0A(Vi:0<i<#azxs: (n+x)+ sum.(xs]i)) >0)
= { hipétesis inductiva }
n>0AQ.(n+x)xs
En esta derivacién hemos enfatizado el uso de la propiedad asociativa de la

suma lo cual en posteriores derivaciones dejaremos implicito.
El resultado completo de esta derivacién es el siguiente programa

P : [Num]+— Bool
Q : Num+— [Num]+— Bool

Pxs = @Q.0.xs
Qn.[] = True
Qn.(x>xs) = n>0AQ.(n+x)xs

Ejemplo 11.5

Continuamos aqui con el ejemplo de la suma de las primeras n potencias de un
nimero dado (seccién 11.2). Intentaremos esta vez mejorar la eficiencia de los
programas obtenidos, tratando de obtener un programa con costo logaritmico.
Para ello analizaremos dos casos: cuando el parametro de f es par y cuando es
impar. De esta forma intentaremos obtener una definicion de la funcién f que
utilice pattern matching sobre los casos f.(2+n)y f.(2+n+ 1) (ver seccién 7.6)
en términos de la expresién f.n



11.5 GENERALIZACION POR ABSTRACCION 183

Volvamos a considerar la especificacién
(Vn:neNat: fn=(i:0<i<n: X'))
para el primer caso.

f(2xn)
= { especificacién de f }

(321 :0<i<2xn: X')
= { particién de rango }

Ci:0<i<n: X))+ (3i:n<i<2xn: X')
= { reemplazando i < n + i en el segundo término }
(i :0<i<n: X')+(>i:n<n+i<2xn: X"t)
{ algebra }

i 0<i<n: X')4+{>li:0<i<n: X"xX")
= { distributividad de * con respecto a + }
OCi:0<i<n: X))+ X"« (3i:0<i<n: X')
{ 4lgebra }

(I+X")*«(30i:0<i<n: X")

{ hipétesis inductiva }

1+ X))« fn

Hasta aqui hemos logrado escribir f.(2 % n) = (1 + X™) * f.n, pero ain nos
queda X™ en la expresiéon. Para su cdlculo no podemos usar la funcién g obtenida
anteriormente (seccién 11.3), pues su costo es lineal, lo que harfa imposible que
el costo total resulte logaritmico. Mas adelante veremos un ejemplo que muestra
cémo definir una funcién para el calculo de la exponencial con costo logaritmico.

Probemos con una particién diferente del rango.

f(2%n)
= { especificacién de f }

<Zi:0§i<2*n: Xi>
= { particién de rango }

<Zz 0<i<2*%nAipar: Xi>+<2i 0<i<2%nAiimpar: Xi>
= { reemplazo i < 2 x i en el primer término, ¢ < 2% i+ 1 en el segundo }

(i :0<2xi<2sn: X2 )+ (300 :0<2xi+1<2%n: X2
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{ élgebra }

(i 0<i<n: X*)4+(3li:0<i<n: XxX?)
{ distributividad de * con respecto a + }
(PCi:0<i<n: X))+ Xx(3i:0<i<n: X*)
= { élgebra }

(14+X)«(>2i:0<i<n: X*")

{ algebra }

(14 X)(Ti0<i<n: (X3)')

Aqui nos encontramos con un problema, dado que no podemos aplicar la hi-
pétesis inductiva, pues no aparece X sino X2. Esto puede solucionarse otra vez
generalizando la funciéon f. Como mencionamos al comienzo de esta seccién, la idea
es definir una funcién que dependa de ciertos pardmetros, de manera tal que f sea
un caso particular de la nueva funcién (para ciertos valores fijos de los pardmetros).

Sea g especificada por (Va,n :: gan=(3i :0<i<n: z')). La funcién
g introduce el parametro z. f es un caso particular de g que se obtiene cuando el
parametro x toma el valor fijo X, pues g.X.n = f.n.

Usando el razonamiento anterior donde simplemente se reemplaza X por x es
posible obtener una definicién recursiva para el caso par de g.

g.x.(2%n)
= { especificacién de g }
<Zz 0<i<n: xi>
= { demostracién anterior }
(1+x)*<zi 0<i<n: (x2)1>
Aqui podriamos aplicar hipétesis inductiva obteniendo
gx.(2+«n)=(14+z)*xg(xxx)n .

Pero para hacerlo tenemos que garantizar que el segundo parametro de g a la
derecha de la definicién sea menor que este mismo parametro a la izquierda, o sea
n < 2xn (ver induccién generalizada en seccién 10.2). Esto es cierto dnicamente
si n > 0. Por lo tanto falta encontrar la definicién de g para el caso base n = 0.

Ejercicio: Derivar la definiciéon de g para el caso base.

Todavia falta encontrar una definicién de g para el caso en que el parametro
sea impar.
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g.x.(2xn+1)
= { especificacién de g }
<Zi:0§i<2*n—|—1: xl>
= { reemplazando i — i+ 1 }
(321 :0<i+1<2%xn+1: a™th)
= { élgebra }
<Zi:—1§i<2*n: xi+1>
= { separacién de un término }
1+ (30i:0<i<2xn: ')
= { dlgebra }
1+<Zi 0<i<2%n;: x*x1>
= { distributividad de * con respecto a + }
1+x*<zi 0<i<2%n;: £Z>
= { hipétesis inductiva }

1+ z*xgx.(2xn)

Por lo tanto, una posible definicién de g seréd

g : Num — Num — Num

gx.0 = 0
gr.2+«n) = (14+z)*xg(zxx)n sin>0
gx.(2xn+1) = l+z*gx.(2%n)

o utilizando andlisis por casos

g: Num +— Num — Num

grxm=( n=0—0
On#0—( nmod2=0— (1+2)*g.(z*xx).(ndiv2)
Onmod2=1—-1+z*gx.(n—1)

)

)

Es claro que el costo de calcular g (y consecuentemente el de f) resulta loga-
ritmico, pues cuando el segundo argumento es par (2% n), la recursividad nos lleva
a evaluar g en un par de argumentos tal que el segundo de ellos es exactamente
la mitad del segundo argumento original (n), mientras que cuando el segundo ar-
gumento es impar (2 x n + 1), la recursividad nos lleva a evaluar g en un par de
argumentos tal que el segundo de ellos es par (2 * n).
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Ejercicio: demostrar que el costo de g es logaritmico (depende bdsicamente de

logy n).

Ejemplo 11.6
Veamos ahora cémo calcular la funciéon exponencial con costo logaritmico. Partien-
do de la especificaciéon (Va,n :x € RAn € Nat: ex.n=2") y considerando
por separado los casos n par y n impar con n > 0, tenemos

ex.(2xk)

{ especificacién de e }
224k

{ algebra }

(a)°

{ algebra }

o x 2k

{ hipétesis inductiva }
ex.kxeuxk

{ introduccién de a }

ax*a
[a = e.x.k]

ex.(2xk+1)

= { especificacién de e }
p2xk+1

= { 4lgebra }
T * (:ck)2

= { élgebra }

.T*.Z‘k k

* T

= { hipétesis inductiva }
rxex.kxexk

= { introduccién de a }

Txaxa
[a = e.x.k]

Ejercicio: Derivar la definiciéon de e para el caso base.

Obtenemos asi la siguiente definicién recursiva para e:

e: Numw— Nat — Num

ex0 = 1
nZ0= exn = ( nmod2=0—ax*a
Onmod2=1—2x*xaxa

)

[a =e.x.(n div 2)]

El costo de evaluar e usando esta definicién es logy(n + 2).

. _ 2
Observemos que si en lugar de escribir 22** = (2%)” hacemos

obtenemos otra expresién para la exponencial:

e.x.(2xk)

= { especificacién de e }

$2*k

2%k
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{ 4lgebra }

()"

{ hipétesis inductiva }
e.x?.k

{ algebra }

e.(zxx).k

y sabiendo como calcular la exponencial con exponente par, podemos usar esta
definicién para el caso impar, pues
ex.(2xk+1)

= { especificacién de e }
$2*k+1

{ algebra }

T % .Z‘2*k

= { célculo anterior }
rxe(rxx)k

Con lo cual podemos dar la siguiente definicién recursiva para el calculo de la
exponencial:

e: Numw— Nat — Num

ex.0 =1
n#0= exn =( nmod2=0—e.(r*x).(ndv2)
Onmod2=1—axxe(r*z)((n—1)div2)

)

Finalmente, podemos usar andlisis por casos para dar una definiciéon de e.z.n
valida para todo n:

e: Num +— Nat — Num

exn=( n=0—1
On#0— ( nmod2=0—e.(xx*x).(ndv2)
Onmod2=1—zxe(x*zx).((n—1)div2)

)
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11.6 Ejercicios

Ejercicio 11.1
Especificar y derivar la funcién iguala : [A] — A — Bool que verifica si todos los
elementos de una lista son iguales a un valor dado.

Ejercicio 11.2
Sea m : [Int] — Int la funcién que devuelve el minimo elemento de una lista de
enteros. Obtener una definicién recursiva para m.

Ejercicio 11.3

Calcular la funcién que eleva un nimero natural al cubo usando solo sumas. La
especificacién es la obvia: f.r = z3. Sugerencia: usar induccién, modularizacién
varias veces y luego técnica de tuplas para mejorar la eficiencia.

Ejercicio 11.4
[Kal90] Calcular la funcién de fibolucci especificada como sigue:

f:Nat— Nat
fn=0"i:0<i<n: fibix fib.(n—1))

Ejercicio 11.5
Sea f la funcién que resuelve el problema de las torres de Hanoi (ver seccién 10.3,
ejercicio 10.10). Calcular una definicién recursiva para la funcién

t: B~ B~ B— Nat — ([(B,B)], [(B,B)], [(B,B))])
t.ab.cn = (f.a.b.cn, fb.camn, f.cban)

Ayuda: Ademas del caso base t.a.b.c.0, calcule t.a.b.c.1; luego calcule el caso in-
ductivo t.a.b.c.(n + 1).



Capitulo 12

Ejemplos de derivacion de
programas funcionales

. No sabias que para abrir un aujerito hay que ir sacando la tierra
y tirdndola lejos?
Julio Cortéazar: Rayuela

En este capitulo desarrollaremos algunos ejemplos completos de derivacién de
programas a partir de especificaciones, usando cuando sea necesario las diversas
técnicas descriptas en el capitulo 11. En todos los casos, el objetivo es encontrar
una definicién recursiva de la funcién que se desea calcular.

12.1 Ejemplos numéricos

Ejemplo 12.1 (Evaluacién de un polinomio)

Un problema que se presenta frecuentemente en matematica es el de evaluar un
polinomio de la forma p(z) = a,2™ + a,_12" 1 + ... + a12 + ag en un valor dado
y de la variable independiente. En el ejemplo 9.12 especificamos esta funcion:

ev : Num — [Num| — Num
evasy= (31 :0<i<#xs: zsixy')

Ahora estamos en condiciones de derivar una definicién recursiva para ev, ha-
ciendo induccién en la lista de coeficientes del polinomio.

189
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Caso base

ev.[l.y

= { especificacién de ev; #[] =0 }
(X0 :0<i<0: [lixy")

= { rango vacfo }
0

Paso inductivo

ev.(z>xs).y

= { especificacién de ev; #(x>xs) =1+ #xs }
(XCi:0<i<l+#ws: (xpas)ixy’)

= { particién de rango }

<Zl :0<i<1: (mbxs).i*yi>+
<Zi 1 <i <1+ #uas: (:vas).i*yi>

= { rango unitario; i < ¢ + 1 en el segundo término }
(x>xs).0%y° + (i :1<i+1<1+#xs: (wpws).(i+1)xy™)
= { édlgebra; definicién de indexar }
e+ (i :0<i<#ws: xsixyxy')
= { distributividad de * con respecto a + }
c4y*x (31 :0<i<Has: wsixy')
= { hipétesis inductiva }

T+ Y *ev.rs.y

Por lo tanto una definicién recursiva para ev es:

ev : Num +— [Num| — Num

ev.[ly = 0
ev.(x>xs)y = T+4y*kev.rs.y

Vale la pena notar que la definicién obtenida corresponde al conocido esquema
de Horner [Knu69, pag. 486], el cual resulta computacionalmente més eficiente que
el célculo de las sucesivas potencias y los productos por los coeficientes respectivos.

La definicién de ev puede reescribirse usando analisis por casos y las operaciones
indexar y tirar:
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ev : Num — [Num| — Num

evaesy = ( zs=[]—0
Oxzs#[] = xs0+yx*ev.(xs]l)y

)

Ejemplo 12.2 (Aproximacion de la constante matematica e)
La constante matemética e se define a través de una serie:

1

e = E -

— 4!
>0

Se desea una funcién recursiva que calcule una aproximacién de e usando N
términos de la serie. En primer lugar, debemos especificar el problema. Tomando
solamente N términos de la serie, obtenemos la expresién

e~ {(>i:0<i<N: %)

la cual nos induce, reemplazando la constante N por la variable n, a especificar la
funcién buscada por:

f: Num — Num

fn:<Zz 0<i<n: %>

A partir de esta especificacién, derivaremos una definicién recursiva para la
funcién f, por induccién en la cantidad de términos de la serie.

Caso base
7.0
= { especificacién de f }
<Zz :0<i<0: %>
= { rango vacio }
0

Paso inductivo

f(n+1)
= { especificacién de f }
Ci:0<i<n+1: %)
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= { particién de rango }
(>i0<i<n: Z)+(>in<i<n41l: %)
= { hipétesis inductiva; rango unitario }

f.n—i—%

Por lo tanto f queda definida recursivamente por:

f: Num — Num
f0 =0
1
fn+1) = fn+=
n!
La definicién que hemos obtenido es ineficiente, pues calcula el factorial en
cada paso de recursion, lo cual hace que el costo de evaluar f sea cuadrético.

Usando la técnica de tuplas, podemos obtener una definicién recursiva que calcule
simultdneamente e y el factorial, reduciendo de esta manera el costo. Sea

han=(fn,gn) ,

donde g es la funcién que calcula el factorial, es decir:

g: Num +— Num
g0 =1
gn+1) = (n+1)xgm
Derivemos una definicién recursiva para h.
Caso base
h.0

= { especificacién de h }

(£.0,9.0)
= { definicién de fy g }

(0,1)

Paso inductivo

h.(n+1)
= { especificacién de h }
(fn+1),9.(n+1))
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= { definicién de fy g }
1
(Fnt (1) *gn)
= { introducimos a, b }

(a+ 3, (n+1)+b)
[(a.b) = (., g0)]

= { hipdtesis inductiva }
1
(07, (0+1) %0
[(a,b) = h.n]

De esta manera, h queda definida recursivamente por:

h: Num — (Num, Num)

ho = (0,1)
fmn+1)i(a+%4n+n*w
[(a,b) = h.n]

o bien, usando andlisis por casos,

h: Num — (Num, Num)
b= (n=0-(0.1)
O nyé0—>(a+%, n x b)
[(a,b) = h.(n = 1)]

)

Ejemplo 12.3 (bisqueda lineal)
Dada f : Nat — Bool y suponiendo (In :0<n: fmn), encontrar el minimo
natural x tal que f.x. La expresién que especifica este natural es la siguiente

(Mini :0<iAfa:i) .

El método a usar para resolver este problema es el de reemplazo de constantes
por variables. La tnica constante que puede ser reemplazada es 0.
Consideramos una funcién g : Nat — Nat (suponiendo f ya dada) especificada

como

gn=Mini :n<iAfi:i) .
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Obviamente se encuentra el valor requerido aplicando g al valor 0.

Para poder hacer induccién la tdnica informacién que tenemos sobre f es que
f-N vale para algin N, por lo tanto, podemos trabajar usando induccién (gene-
ralizada) sobre N — n haciendo andlisis por casos.

g.n
= { especificacién de g }
(Mini :n <iAfi: i)
= { particién de rango }
(Miné :n=4Afi:d)min (Mini :n+1<iAfi:q)
= { Leibniz }
Miné :n=4Afn: ¢)min Mini :n+1<iAfi: i)
= { hipétesis inductiva }
(Miné :n=4A fn: i) min g.(n+ 1)
Ahora se hace necesario un andlisis por casos de acuerdo al valor de f.n.

El caso en que el predicado es cierto se transformara en el caso base de la
funcién.

Caso base (f.n)
(Min4 :n=4: i) min g.(n+1)
= { rango unitario }
n min g.(n+1)
={n<gMn+1)}
n
El caso en que es falso serd el caso inductivo.
Caso inductivo (—f.n)
(Mini :n=4A False: i) min g.(n+1)
= { rango vacio }
+o0o min g.(n+1)
= { neutro del min }

g.(n+1)
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La definicién de g quedard entonces como

g : Num — Num

gn=( fm —n
O —-fn—g.(n+1)

)

12.2 Ejemplos con listas

Las especificaciones sobre listas pueden hacerse de maneras diferentes. Una
posibilidad es usar variables cuantificadas para hacer referencia a los indices y
usar la funciones de indexar, tomar y tirar. Esta es la forma que se ha usado
hasta ahora. Otra forma es usar variables cuantificadas de tipo lista para denotar
sublistas de la original y eventualmente variables que denoten elementos de la lista.
En este estilo se usan las operaciones de concatenacion y de agregar elementos a
una lista para describir la forma de los términos de la cuantificacion. Esta idea
quedara clara en los ejemplos.

Estos estilos diferentes de especificar dan lugar a distintas herramientas me-
todolégicas para la construccion de los programas. Dependiendo del problema,
alguno de estos estilos puede ser mas simple que otro y por lo tanto preferible.

Ejemplo 12.4 (Un problema para listas de niimeros)

Dada una lista de ntimeros, se debe determinar si alguno de los elementos de la
lista es igual a la suma de todos los elementos que lo preceden. Este problema se
puede especificar de la siguiente manera:

Prs={(3i :0<i<#as: xsi=(>.7:0<j<i: xzsj))

Para abreviar la notacién, usaremos la funcién para el calculo de la sumatoria
derivada en el ejemplo 11.1 (pag. 172).
Con la ayuda de esta funcién, podemos especificar el problema como:

Pxs=(3i :0<i<#xs: xs.i=sum.(xs]i))

Derivemos ahora una expresién recursiva para P, haciendo induccién en la longitud
de la lista.

Caso base (zs =[])

P[]
= { especificacién de P; #[] =0 }
(Fi:0<i<0: []i=sum.([]T7))
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= { rango vacio }
False

Paso inductivo (z > xs)

P.(z>xs)
= { especificacién de P; definicién de # }
(Fi :0<i<1l+4+#as: (x>xs)i=sum.((x>xs)li))
= { separacién de un término }
(z>xs).0 = sum.(x>xs)T0
V (Ji:0<i<#zxs: (xpxs).(i+1)=sum.((z>zs)T(i+1)))
= { definiciones de . y del}
r=sum.[]V(3i :0<i<F#zxs: xs.i=sum.x>(zsTi))
= { definicién de sum }
x=0V(3i:0<i<#xs: zs.i=x+ sum.(zsTi))
La presencia de “x” dentro del término de la cuantificacién existencial hace que
no podamos aplicar la hipétesis inductiva, por lo que es necesario generalizar la
funcién P.

Sea
Qnas=(3i :0<1i< #xs: xs.i=n+ sum.(xs]i))

La funcién @ es efectivamente una generalizacién de P, pues P.xs = Q.0.xs.
Derivemos ahora una definicién recursiva para Q).

Caso base (zs = [])

Q]
= { especificacién de Q; #[] =0 }
(Fi:0<i<0: [Ji=n+sum.([]T7))
= { rango vacio }
False

Paso inductivo (z > xs)

Q.n.(x>xs)
= { especificacién de @Q; definicién de # }
(Fi :0<i<l+#xs: (z>xs)i=n+sum.((x>zs)Ti))
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= { separacién de un término }

(x> xs).0 =n+ sum.(x>xs)10

V (Ji:0<i<#zs: (xpxs).(i+1)=n+sum.((z>zs)T(i+1)))
= { definiciones de . y de1}

r=n+sum.[]V{(Ii:0<i<F#zxs: xs.i =n+ sum.(x> (xs77)))
= { definicién de sum }

x=n+0V{(3i:0<i<#xs: xsi=n+z+ sum.(xs]i))
= { hipdtesis inductiva }

r=nVQ.(n+zx)zs

De esta manera, () queda definida recursivamente por:

Q@ : Num — [Num] — Bool

Q.n.[] = False
Qn.(z>xs) = (x=n)VQ.(n+ x).zs

o bien, usando analisis por casos,

Q : Num — [Num] — Bool

Qn.axs = ( zs=][] — False
)D s #[] — (xs.0 =n)V Q.(n + xs.0).(zs]1)

Ejemplo 12.5 (El problema de la lista balanceada)

Dada una lista cuyos elementos pueden ser solamente de dos clases (por ejemplo,
booleanos, niimeros pares o impares, nimeros positivos o negativos, etc.), se desea
saber si la cantidad de elementos de cada clase que hay en la lista es la misma.
Ya hemos considerado el caso de una lista de booleanos y hemos llamado bal al
predicado que indica si en dicha lista hay igual cantidad de True que de False
(ejemplo 9.13).

El problema puede especificarse facilmente usando expresiones cuantificadas
adecuadas, que permitan contar la cantidad de elementos de cada clase que hay
en la lista. Sean ct y cf las funciones que cuentan la cantidad de True y de
False respectivamente. Podemos especificar facilmente estas funciones utilizando
el cuantificador de conteo N (pédg. 103):

ct : [Bool] — Num

ctes=(Ni :0<i<#Hxs: xs.i)
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cf : [Bool] — Num

cfaxs=(Ni :0<i<#xs: -xs.i)

La funcién bal puede especificarse entonces por:

bal : [Bool] — Num

bal.xs = (ct.xs = cf.xs)

A fin de simplificar la derivacién de una definicién recursiva para bal, derivemos
en primer término propiedades de las funciones ct y cf. Como de costumbre,
haremos induccién en la longitud de la lista.

Caso base (zs =[])

ct.[]

= { especificacién de ct; definicién de # }
(Ni:0<i<0: [].i)

= { rango vacio }

0

Paso inductivo (z > xs)

ct.(x>xs)
= { especificacién de ct; definicién de # }
(Ni:0<i<l+#xs: (z>xs)i)
= { particién de rango }
(Ni:i=0: (zpas)i)+(Ni:1<i<l+#zs: (z>xs).i)
= { i+ 1941 en el segundo término }
(Ni:i=0: (zpzs)i)+ (Ni:1<i+1<1l+#xs: (z>xs).(i+1))
= { 4lgebra; propiedad de indexar }
(Ni:i=0: (z>xs)i)+ (Ni :0<i<#Hxs: xs.i)
= { hipétesis inductiva }

(Ni:i=0: (z>xs)i)+ctas
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El primer término es 1 si x es True y 0 si x es False. Por lo tanto, la funcién
ct satisface:

ct : [Bool] — Num

ct.[] =0
ct.(Truedxs) = 1+ ct.xs
ct.(False>xs) = ct.xs

Analogamente se demuestra que la funcién cf satisface:

cf : [Bool] — Num
cf]] =0

cf (Truevzs) = cf.xs
cf.(Falsevxzs) = 14 cf.as

Ejercicio: Derivar la funcién cf.

Derivemos ahora una definicién recursiva para la funcién bal.
Caso base (zs =[])

bal.[]

= { especificacién de bal }
ct.[] =cf[]

= { propiedad de ct y ¢f }
True

Las propiedades de ct y c¢f nos inducen a derivar el paso inductivo haciendo
un analisis por casos, segtn el valor del primer elemento de la lista.

Paso inductivo (Truepxs)

bal.(True>xs)
= { especificacién de bal }
ct.(Truedzs) = cf.(Truedxs)
= { propiedad de ct y ¢f }
1+ ct.xs =cf.xs
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Del mismo modo se obtiene bal.(False>xs) = (ct.xs = 1+ cf.xs). Como no es
posible aplicar la hipétesis inductiva, debemos generalizar la funciéon y comenzar
a derivar nuevamente a partir de la generalizacién. Sea:

g : Num — [Bool] — Num

g.k.xs = (k+ ct.xs = cf.xs)

La funcion g es efectivamente una generalizacién de bal, pues bal.xs = g.0.xs.
Derivemos, entonces, una definicién recursiva para g.

Caso base (zs =[])

g-k.[]

= { especificacién de gbal }
k+ct.]]=cf]]

= { propiedad de ct y cf }
k=0

Paso inductivo (Truezs)

g.k.(Truepxs)

{ especificacién de g }

k+ ct.(Truevxs) = cf.(Truevxs)
{ propiedad de ct y cf }

k+1+4ctaxs=cf.xs
= { hipdtesis inductiva }
g.(k+1).xs

El caso en que la lista comience con False es andlogo y se deja como ejercicio.
Por lo tanto, una definicién recursiva para g es:

g : Num — [Bool] — Num

gkl]] =k=0
g.k.(Truevxs) = g.(k+1).xs
g.k.(False>xs) = g.(k—1).xs
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12.3 Ejercicios

Ejercicio 12.1 (Lista de iguales)
Derivar una definicién recursiva para la funcién iguales : [A] — Bool que deter-
mina si los elementos de una lista dada son todos iguales entre si.

Ejercicio 12.2 (Lista creciente)
Derivar una definicién recursiva para la funcién creciente : [Int] — Bool que de-
termina si los elementos de una lista de enteros estdn ordenados en forma creciente.

Ejercicio 12.3

Derivar una definicién recursiva para la funcién f : Int — [Num] — Bool que
determina si el k-ésimo elemento de una lista de niimeros aloja el minimo valor de
la misma.

Ejercicio 12.4 (Funcién “minout”)
Derivar una definicién recursiva para la funcién minout : [Nat] — Nat que, dada
una lista de naturales, selecciona el menor natural que no estd en la misma.

Ayuda: usar busqueda lineal.

Ejercicio 12.5

Derivar una definicién recursiva para la funcién P : [Num] — Bool que, dada una
lista de naturales, determina si algtin elemento de la lista es igual a la suma de
todos los otros elementos de la misma.

Ejercicio 12.6

Derivar una definicién recursiva para la funcién f especificada como sigue:
f: [Num] — [Num] — Num
fasys={(Mini,j : 0<i<#xsAN0<j<Hys: |xs.i—ys.j|)

Ejercicio 12.7
Derivar una funcién recursiva a partir de la siguiente especificacién

[] : [Nat] — Nat

[zs] = (X0 10 <i<#as: zsix(i+1))
El costo de calcular la funcién debe ser lineal en la longitud de la lista.

Ayuda: Para encontrar la funcién habra que generalizar. Si no encuentra una
generalizacion que resuelva el problema intente con la siguiente:

. . . i+m)!
[[xs]]m:<22 (0 <i< #as: xsz*%>
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Ejercicio 12.8
Derivar una funcién recursiva a partir de la siguiente especificaciéon

[-] : [Nat] — Nat
[[xS]]:<Zi 10 << ffws: xsz*ﬁ>

El costo de calcular la funcién debe ser lineal en la longitud de la lista.

Nota: Esta funcién realiza la evaluacién de un nimero fraccionario positivo escrito
en notacién factorial [Knu69, pag. 65]. Junto con el resultado del ejercicio anterior
se podria representar cualquier nimero racional positivo mediante dos listas (una
que represente la parte entera y otra la fraccionaria). La codificacién tiene la
ventaja que cualquier nimero racional puede ser representado de forma eficiente
con una cantidad finita de digitos, pero la cantidad de digitos posibles no es acotada
(a diferencia de la notacién usual en una base dada).



Capitulo 13

Ejemplos con segmentos

“No me haga caso... Lo que usted hace es mas importante que lo
que yo digo... No soy mas que un profesor... No entiendo nada...”
Gustave Moreau a su alumno Henri Matisse.

En este capitulo continuaremos mostrando ejemplos de derivacién de programas
funcionales enfocdndonos en la técnica de especificacién por segmentos de listas. En
el ejemplo 9.14 esbozamos la utilidad de esta técnica para escribir especificaciones
de forma clara y concisa. Ahora estudiaremos algunos ejemplos que muestran cémo
derivar programas funcionales a partir de las mismas.

13.1 Buasqueda de un segmento

El siguiente ejemplo es de un predicado que se define inductivamente sobre dos
listas.

Se especifica el predicado P que determina si una lista es un segmento de otra
de la siguiente manera

P : [A] — [A] — Bool
P.as.ys = (Jas,bs :: ys =as+H xs+ bs)

Para resolver esta funcién puede estructurarse la derivacién inductiva de varias
maneras. La mds simple (aunque no necesariamente la mas corta) es considerar los
cuatro casos posibles (vacia-vacia, vacifa-no vacia, etc.). Dado que la lista vacia es
segmento de cualquier otra lista, analizaremos primero el caso en que zs sea vacia
para cualquier valor posible de ys.

203
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Caso base (zs =[])

P].ys
= { especificacién de P }
(Fas,bs :: ys=as+H[]Hbs)
= { def. de H# }
(Fas,bs :: ys=asHbs)
= { particién de rango (as =[] oas #[]) }
(Jas,bs :as=[]: ys=as+Hbs)V(Jas,bs :as #[]: ys =asH bs)
= { anidado; rango unitario }
(3bs :: ys=[]+Hbs)V{(Jas,bs :as#[]: ys =asH bs)
= { def. de H+ }
(3bs :: ys=0bs)V(Jas,bs :as#[]: ys=as+bs)
= { intercambio }
(3bs :ys=bs: True)V (Jas,bs :as#[]: ys=as+Hbs)
= { rango unitario }
TrueV (Jas,bs :as #[]: ys =as+bs)
= { absorbente para el V }
True
El préximo paso serd encontrar un definiciéon inductiva para el caso xs distinto

de lista vacia. Para ello volveremos a aplicar induccién pero sobre la lista ys.
El caso base es como sigue

Caso (zp>xs, ys =[])
P.(z>xs).]]
= { especificacién de P }
(Fas,bs :: [] =as+H (x>xs) +H bs)
= { igualdad de listas }
(Fas,bs :: [|=asAN[]=(xpxzs)A[] =bs)
= { igualdad de listas }
(Jas,bs :: [] =as A False A[] =bs)

= { rango vacio }
False

El caso inductivo sera
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Caso (x> xs, y>ys)

P.(x>xs).(y>ys)

= { especificacién de P }
(Fas,bs :: y>ys=as+H (x>xs)+H bs)
{ particién de rango (as =[] oas #[]) }

(Fas,bs :as=1[]: y>ys=as+ (x>xs)+H bs)
V (Jas,bs :as £ []: ypys=as+ (x>xs)+ bs)

= { anidado; rango unitario }

(3bs :: ypys=[]H (z>xs)Hbs)
V (Jas,bs :as #[]: ypys=as+H (x>xs)+H bs)

= { reemplazo as <+ a>as (valido por as # []) }

(Jbs :: ypys =[]+ (x>as)+Hbs)
V (Ja,as,bs :avas#[]: yrys=(a>as) H (x>xs) H bs)

= { def. H;igualdad de listas (a>as # [] = True) }

(Fbs :: ypys= (z>as)Hbs)
V (Ja,as,bs :: y>ys= (a>as)H (x>xs) H bs)

= { igualdad de listas }

(3bs :: y=x N ys=axs+H bs)
V (Ja,as,bs :: y=a A ys=as+ (z>xs) +H bs)

= { distributiva del A conel 3 }

x=y A (Jbs :: ys=xs+bs)
V (Ja,as,bs :: y=a A ys=as+ (z>xs) +H bs)

= { intercambio }
x=y A (3bs :: ys=xs+bs)
V (Ja,as,bs :y=a: ys=as+ (z>xs) H bs)
= { anidado; rango unitario }
x=y A (3bs :: ys=xs+bs)
V (Jas,bs :: ys=as+H (x> xs) + bs)

= { modularizacién; hipdtesis inductiva }

(y=2AQ.xs.ys)V P.(z>xs).ys

Donde el predicado () queda especificado por

Q : [A] — [A] — Bool
Q.xs.ys = (Ibs :: ys=xs +H bs)
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Notese que el predicado @) es mas simple que P y que su especificacion podria
leerse en términos informales como ‘Q).zs.ys determina si xs es un segmento inicial
de ys’, donde segmento inicial es un segmento al comienzo de la lista.

Derivaremos entonces una definicién recursiva para @Q. El patron recursivo usa-
do serd similar al usado para P.

Caso base (zs =[])

Q-[lys
= { especificacién de P }
(Fbs :: ys=1[]+bs)
{ def. de + }
(3bs :: ys=1bs)
= { intercambio }

(3bs :ys =bs: True)

= { término constante }

True

El caso base cuando la primera lista no es vacia serd entonces

Caso (z>zs, ys=[])
Q.(x>xs).[]

= { especificacién de P }
(Jbs :: [|=(z>xs)Hbs)

= { igualdad de listas }
(3bs :: [|=(xpas) A[]=bs)

{ igualdad de listas }

(3bs :: False N][]=bs)
= { intercambio, rango vacio }
False

y el caso inductivo sobre ys sera
Caso (zb>xs, y>ys)
Q.(x>xs).(y>ys)
= { especificacién de P }
(3bs :: ypys=(x>xs)+ bs)
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= { definicién de + }

(3bs :: ypys=a> (xs+H bs))
= { igualdad de listas }

(Fbs :: y=x AN ys=axsHbs)
= { distributiva del A conel V }

y=a A (Jbs :: ys=xs+bs)
= { hipdtesis inductiva }

y=x N Q.rs.ys

El programa completo queda entonces

P : [Num]w— [Num]— Bool
Q : [Num]+— [Num|— Bool
Pllys = True
P.(x>xs).]] = False
P(x>as).(ypys) = (x=y A Qus.ys) V P.(x>xs).ys
Q.[lys = True
Q.(x>xs).[] = False
Q.(z>xs).(ypys) = z=y A Q.xs.ys

Nota: La funcién derivada implementa un algoritmo de btisqueda de cadenas cuyo
costo es proporcional al producto de las longitudes de las listas. Los algoritmos de
busqueda de cadenas han sido muy estudiados. Algunos tienen costo proporcional
a la longitud del texto sobre el que se quiere buscar pero utilizan estructuras
intermedias para lograrlo (tablas, autématas, etc.). Para una resena de los més
conocidos ver [Wik08].

13.2 Problema de los paréntesis equilibrados

Dada una expresién matematica, se pide determinar si los paréntesis estan
equilibrados, donde esto significa que debe haber igual cantidad de paréntesis iz-
quierdos como derechos y que nunca puede aparecer un paréntesis derecho sin que
antes haya habido uno izquierdo. Para simplificar el problema, consideraremos ex-
presiones constituidas solo por paréntesis. Por ejemplo, “()”, “(())”, “0(0)” v “(00)”
tienen los paréntesis equilibrados, mientras que “(”, “(()”, “())” y “)()()” no son ex-
presiones con paréntesis equilibrados. El caso en el cual aparezcan otros caracteres
en las expresiones (por ejemplo nimeros y operadores aritméticos) es facilmente
generalizable.
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Noétese la similitud de este problema con el de la lista balanceada (la expresién
matemadtica puede pensarse como una lista de caracteres). En este caso, ademds de
plantear que la cantidad de elementos de cada clase sea la misma, debemos exigir
también que en todo momento la cantidad de paréntesis izquierdos sea mayor o
igual que la cantidad de paréntesis derechos leidos.

La forma de resolver el problema es similar a la del ejemplo 12.5. Sean abr y
cie las funciones que cuentan la cantidad de paréntesis izquierdos (abren) y dere-
chos (cierran), respectivamente. Podemos especificar estas funciones de la siguiente
manera:

abr : [Char] — Num

abr.aes = (N i :0<i<#xs: xzsi="_)

cie : [Char] — Num

ciexs=(Ni:0<i<#xs: xzsi="))

La definicién inductiva de estas funciones es facil de calcular y se deja como
ejercicio.

abr : [Char] — Num

abr.]] = 0
abr.(‘('vxs) = 1+ abr.as
abr.(Y >axs) = abras

cie : [Char] — Num

cie]] = 0
cie.(‘('vxs) = cie.xs
cie.(Y >xs) = 1+ ciexs

La funcién pareq que resuelve el problema puede especificarse como sigue

pareq : [Char] — Bool

pareq.xs = (Vi : 0 <i < #xs: abr.(xsli) > cie.(zsTi)) A
abr.xs = cie.rs

o bien usando el estilo de segmentos
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pareq : [Char] — Bool

pareq.xs = (Vas,bs : xs = as +Hbs: abr.as > cie.as ) A
abr.zs = cie.xs

Usaremos esta tltima especificacion. Derivemos ahora una definicién recursiva
para la funcién paregq.

Caso base (zs =[])

pareq.[]
= { especificacién de pareq }
(Vas,bs : [] =as+bs: abr.as > cie.as) A abr.[] = cie.[]
{ definicién de +- ; propiedad de abr y cie }
(Vas,bs :[]=as+Hbs ANas=[] ANbs=][]: abr.as > cie.as) N 0=0
= { anidado; rango unitario; dlgebra; célculo proposicional }
(Vbs :[]=0bs: abr[] > cie[])

= { rango unitario; definicién de abr y cie }

True

Para el paso inductivo analizaremos el caso en que el primer elemento de la
lista sea un paréntesis abierto.

Paso inductivo (‘('bxs)
pareq.(‘('>xs)
= { especificacién de pareq }
(Vas,bs :‘('bxs = as H bs: abr.as > cie.as) A abr.(‘('>as) = cie.(‘('>xs)

{ particién de rango (as =[] oas #[]) }

(Vas,bs :‘('bxs=as Hbs A as=[]: abr.as > cie.as)
A (Yas,bs :‘('"bxs=as H bs A as #[]|: abr.as > cie.as)
A abr.(‘('bas) = cie.(‘('bxs)
= { anidado; rango unitario; igualdad de listas }
(Vbs : ‘('bxs =bs: abr.[] > cie.[])
A (Yas,bs :‘('>xs =as H bs A as # []|: abr.as > cie.as)
A abr.(‘("bas) = cie.(‘('bxs)
{ definicién de abr y cie }
(Vbs :‘(‘bes=bs: 0>0)
A {(Vas,bs :‘('bxs=as H bs A as £ []|: abr.as > cie.as)
A abr.(‘('bas) = cie.(‘('bas)
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= { término constante; cdlculo proposicional }

(Vas,bs :‘('bxs =as Hbs A as # []: abr.as > cie.as)
A abr.(‘('bas) = cie.(‘('bas)

= { reemplazo as « a>as (valido por as # []) }

(Va,as,bs: ‘('bas = (a>as) HbsAa>as#[]:abr.(a>as) > cie.(a>as))
A abr.(‘('bas) = cie.(‘('bas)

= { anidado; rango unitario; igualdad de listas }

(Yas,bs : xs = as+ bs: abr.(‘('bas) > cie.(‘(">as) )
A abr.(‘('bas) = cie.(‘('bxs)

= { propiedad de abr y cie }

(Vas,bs : xs =as+H bs: 1+ abr.as > cie.as)
A 1+ abr.xs = cie.xs

Con esto hemos llegado a un punto donde resulta imposible aplicar la hipdtesis
inductiva. Probemos generalizar la funcién. Sea:
g : Num — [Char| — Bool

g.k.xs=(Vas,bs : xs = as+bs: k+ abr.as > cie.as) A
k 4 abr.xs = cie.xs

Es claro que g generaliza a pareq, pues g.0.xs = pareq.xs. Derivemos una
definicién recursiva para g.

Caso base (zs =[])
g-k.[]

= { razonamiento andlogo al anterior }
k=0

Paso inductivo (‘(‘> zs)
g.k.(‘(‘>xs)
= { especificacién de g }

(Vas,bs :‘(‘>xs =as+bs: k+ abr.as > cie.as)
Ak +abr.(‘(‘vas) = cie.(‘(‘ > xs)

= { razonamiento andlogo al anterior }

(Vbs : ‘(‘paxs=bs: k+abr[] > cie]])

A {(Vas,bs :xs=as+Hbs: k+abr.(‘(‘ >as) > cie.(‘(‘ > as) )
Ak +abr.(‘(‘vas) = cie.(‘(‘ > xs)
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= { rango unitario; dlgebra; propiedad de abr y cie }
E>0A (Yas,bs :xs =as+bs: k+abr.(‘(‘>as) > cie.(‘(‘>as) )
A k+abr.(‘(‘>as) = cie.(‘(‘ > zs)

= { propiedad de abr y cie }

E>0A (Vas,bs : xs =as+Hbs: k+ 1+ abr.as > cie.as)
AN k+ 1+ abr.xs = cie.xs

= { hipétesis inductiva }
E>0 A g.(k+1).xs
El caso ‘)b xs es simétrico.

Ejercicio: Derivar el caso ‘) > xs.

Finalmente, podemos dar la siguiente definicién recursiva para la funcion g:

g : Num — [Char] — Bool

gk[] = (k=0)
gk.((ras) = kE>0Ag(k+1)as
gk.()ras) = k>0Ag(k—1)as

13.3 Problema del segmento de suma minima

Dada una lista de enteros, se desea hallar la suma del segmento de suma minima
de la lista. Por ejemplo, si la lista es s = [1,—4,—2,1, —5,8, —7], el segmento que
da la suma minima es [-4,-2,1,-5], cuya suma es -10. Si xs = [1, 3, 5], el segmento
que da la suma minima es [], pues la suma de la lista vacia es cero.

En el ejemplo de la seccion 13.1 se especificéd y derivé una funciéon que determina
si una lista es un segmento de otra. Podria usarse esa definicién para especificar
el problema en cuestiéon como sigue.

f: [Num] — Num
fas={(Min bs : (Jas,cs :: xs=as+H bsHcs): sum.bs)

Es facil demostrar que esta especificacién es equivalente a una mas simple con
un solo cuantificador:

f: [Num] — Num
f.xs = (Min as,bs,cs : ©s = as H bs H cs : sum.bs)

Derivaremos entonces una definicién recursiva para f.
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Caso base (zs =[])
Al
= { especificacién de f }
(Min as, bs,cs : [] = as H bs +cs: sum.bs)

= { propiedad de H }

(Min as, bs, cs :
[|=as+bs+Hes ANas=[] ANbs=[] ANes=]]: sum.bs)

= { anidado; rango unitario; término constante }
sum.[]

= { definicién de sum }
0

Paso inductivo (z > xs)
f(z>xs)
= { especificacién de f }

(Min as, bs,cs : x>xs = asH bs+H cs: sum.bs)

= { particién de rango (as =[] oas#[]) }
(Min as,bs,cs :x>xs=as+H bs+Hcs A as=][]: sum.bs)
min (Min as,bs,cs : x> xs =asH bs+Hcs A as#[]: sum.bs)

= { anidado en el primer término; reemplazo as < a > as en el segundo
término (vélido por as # []) }

(Min as :as=1[]: (Min bs,cs : x> xs = as H bs Hcs: sum.bs))
min
(Min a,as,bs,cs :xp>xs= (a>as)+Hbs+Hcs A adas#[]: sum.bs)

= { rango unitario; definicién de + }

(Min bs,cs : x> xs =bs Hcs: sum.bs)

min

(Min a,as,bs,cs :xp>xs= (a>as)+HbsHcs A adas#[]: sum.bs)
= { definicién de -+ y de igualdad de listas }

(Min bs,cs : x> xs =bs Hcs: sum.bs)
min (Min a,as,bs,cs :x =a N xs = as H bs H cs: sum.bs)

= { anidado; rango unitario }

(Min bs,cs : x> xs =bs +H cs: sum.bs)
min (Min as,bs,cs : xs = as H bs + cs: sum.bs)
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= { hipétesis inductiva }

(Min bs,cs : x> xs=bs H cs: sum.bs)
min f.xs

= { introduccién de g.xs = (Min bs,cs : xs = bs +H cs: sum.bs) }

g.(x>xs) min f.as

Por lo tanto puede definirse

f: [Num] — Num
fll =0

f(zpzs) = g.(x>xs) min fxs

Adn falta dar una definicién explicita para la funcién g introducida en el razo-
namiento anterior. Notemos que g.xs = (Min bs,cs : xs = bsH cs : sum.bs) da
la suma del “segmento inicial” de suma minima.

El caso base es similar al anterior.

Ejercicio: Derivar el caso base de g.

Veamos el caso inductivo.
Paso inductivo (z > xs)

g.(x>xs)
= { especificacién de g }

(Min bs,cs : x> xs =bs Hcs: sum.bs)
= { particién de rango (bs =[] 0 bs #[]) }

(Min bs,cs :xp>xs=0bs+Hcs A bs=][]: sum.bs)
min (Min bs,cs : x> xs=bs +Hcs A bs#[]: sum.bs)

{ anidado en el primer término; reemplazo bs < b > bs en el segundo
término (vélido por bs # []) }

(Min bs :bs=1[]: (Mincs : x>xs=>bs+H cs: sum.bs))
min (Min b,bs,cs :xp>xs = (b>bs) Hcs A(b>bs) #[]: sum.(b>bs))

= { rango unitario }

(Mincs :xz>as=[]+Hecs: sum.[])
min (Min b,bs,cs x> xs= (b>bs) Hcs A(b>bs) #[]: sum.(b>bs))

= { término constante; definicién de sum.[] }

0 min (Min b,bs,cs : x> xzs = (b>bs) Hcs A (b>bs) #[]: sum.(b>bs))
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= { definicién de H y de igualdad de listas }
0 min (Min b,bs,cs :x =0 A xs =bs Hcs: sum.(b>bs))
= { anidado; rango unitario }
0 min (Min bs,cs : s =bs +Hcs: sum.(z>bs) )
= { definicién de sum }
0 min (Min bs,cs : xs =bs Hcs: x + sum.bs)
= { distributividad de + con respecto a min (el rango es no vacfo) }
0 min (x + (Min bs,cs : xs = bs H cs: sum.bs))
= { hipétesis inductiva }

0 min (z + g.zs)

Por lo tanto,

g : [Num] — Num

gl] = 0
g(zxraxs) = 0 min(z+ g.zs)

De esta manera, tenemos f.(z>xs) = 0 min (x+g.xs) min f.xs. Pero f.xs <0
YV xs (si todos los elementos de la lista son positivos, el minimo se obtiene con la
lista vacia), por lo que resulta:

f:[Num] — Num
fll=0

f(z>zs) = (r+g.xzs) min f.xs
Ejercicio: Probar que el costo de calcular g es lineal y el de f es cuadratico.

Aun podemos reducir el costo en el célculo de la funcién f. Para lograrlo,
usemos la técnica de tuplas: postulemos h.xs = (f.rs,g.xzs) y busquemos una
definicién recursiva para h.

Caso base (zs =[])

h.[]

= { especificacién de h }
(f:l],9.01)

= { definicién de f y g }
(0,0)
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Paso inductivo (z > xs)

h.(x>xs)
= { especificacién de h }
(f(z>as), g.(x>xs))
= { definicién de f y g }
((x + g.xs) min f.xs, 0 min (z + g.xs))
= { introducimos a, b }
((x 4+ b) min a, 0 min (z + b))
[(a,b) = (f.xs,g.xs)]
= { hipétesis inductiva }
((x +b) min a, 0 min (z + b))
[(a,b) = h.xs)

Entonces, para h tenemos:

h : [Num] — (Num, Num)

h.[] = (0,0)
h.(x>xs) = ((z+b) min a, 0 min (z + b))
[(a,b) = h.xs]

o bien, usando analisis por casos,

h: [Num] — (Num, Num)

has = ( xs=[] — (0,0)
O xs #[] — ((s.0 +b) min a, 0 min (xs.0 + b))
[(a,b) = h.(zs|1)]

Ejercicio: Probar que el costo de calcular h es lineal.

13.4 Ejercicios

Ejercicio 13.1 (Cantidad de apariciones de un segmento)
Especificar y derivar la funcién que calcula la cantidad de apariciones de un seg-
mento en una lista.

Ayuda: Ver cémo se especificé y derivé el ejemplo de la seccion 13.1.
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Ejercicio 13.2
Derivar una definicién recursiva para la funcién [ especificada como sigue:
l: [Char] — [Char] — Bool

l.xs.ys =
(Fas,bs,c,cs:xs =asH bsAys=asH (c>cs):bs=[]Vbs.0<c)

donde < indica una relaciéon de orden entre caracteres.
Decir en palabras cuando l.zs.ys es True.

Ejercicio 13.3 (Contar “la”)

Derivar una funcién recursiva cantla : String — Num tal que, dada una lista
de caracteres, devuelva la cantidad de apariciones del segmento “la”. El costo de
evaluar la misma debe ser lineal en el tamano de la lista.

Ejercicio 13.4
Derivar una funcién recursiva maziguala : [A] — A — Num especificada como
mazxiguala : [A] — A — Num

maxiguala.xs.y =
(Max as,bs,cs : xs = as + bs H cs A iguala.bs.y : #bs)

donde iguala es la funcién a derivar en el ejercicio 11.1. El costo de la funcion
resultado debe ser lineal en el tamano de la lista.

Ayuda: Para obtener costo lineal puede ser necesario utilizar la técnica de tuplas.
Ejercicio 13.5 (Maxima longitud de iguales)
Derivar la funcién especificada como

maxigual : [A] — Num

mazigual.xs = (Max as, bs,cs: xs = as H bs H ¢cs A iguales.bs : #bs)

donde iguales es la funcién derivada en el ejercicio 12.1. La funcién obtenida debe
tener costo lineal.

Ayuda: Para obtener costo lineal puede ser necesario utilizar la técnica de tuplas.



Capitulo 14

Especificaciones implicitas

Estas ambigiiedades, redundancias y deficiencias recuerdan las que
el doctor Franz Kuhn atribuye a cierta enciclopedia china que se titula
Emporio celestial de conocimientos benévolos. En sus remotas paginas
estd escrito que los animales se dividen en (a) pertenecientes al Em-
perador, (b) embalsamados, (¢) amaestrados, (d) lechones, (e) sirenas,
(f) fabulosos, (g) perros sueltos, (h) incluidos en esta clasificacién, (i)
que se agitan como locos, (j) innumerables, (k) dibujados con un pincel
finisimo de pelo de camello, (1) etcétera, (m) que acaban de romper el
jarrén (n) que de lejos parecen moscas.

Jorge Luis Borges: El Idioma analitico de John Wilkins

Dans I’émerveillement de cette taxinomie, ce qu’on rejoint d’un
bond, ce qui a la faveur de ’apologue, nous est indiqué comme la char-
me exotique d’'une autre pensée, c’est la limite de la nétre: 'impossibi-
lité nue de penser cela.

Michel Foucault: Les mots et les choses

En este capitulo veremos un ejemplo de derivacién de programas que nos in-
troducird a una nueva técnica para obtener algoritmos.

14.1 Aritmética de precision arbitraria

Un problema comin que se presenta cuando utilizamos algunos lenguajes de
programacién es el de poder manipular nimeros enteros de gran magnitud. Por

217
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lo general los lenguajes brindan una serie de operaciones aritméticas sobre nime-
ros enteros, pero los nimeros que se pueden manipular tienen solo una precision
limitada. Esta limitacién suele estar determinada por la arquitectura del ordena-
dor sobre la cual se ejecutan los programas; las arquitecturas de los ordenadores
estdn basadas en tamanos fijos de registros para manipular los valores represen-
tados, por lo cual no serd posible manipular enteros muy grandes directamente
con mecanismos de hardware. Por ejemplo, la mayor parte de los compiladores
que corren sobre arquitecturas tipo PC permiten representar niimeros desde —23!
a 231 — 1. De esta forma sera imposible representar niimeros mayores a 23 (por
ejemplo 16384 x 20000 * 31321 — 3) con las primitivas que brindan estos lenguajes
sobre estas arquitecturas.

Una forma de solucionar el problema es creando nuestra propia representacién
de ntimeros enteros. Simplificando el problema, pensemos que queremos represen-
tar solo nimeros enteros positivos con una precisién arbitraria. Una posibilidad
es hacerlo con la lista de sus digitos en una base dada. Estos ultimos seran re-
presentados con el tipo entero que brinda el lenguaje. Asi, por ejemplo podriamos
representar el ntimero 2147483648 con la lista [648,483,147,2] (con los digitos en
orden inverso) en base 1000. Notemos en este ejemplo que la base es grande en
comparacion a las usadas habitualmente aprovechando el hecho que los digitos
pueden representar valores hasta la precision de los enteros dados por el lenguaje.
Con esta eleccion las listas tendrdan menor longitud y ocupardn menos espacio en
memoria.

Para poder utilizar estas representaciones de nimeros en un entorno de pro-
gramacién hara falta construir funciones para operar con ellas. De esta forma
tendremos funciones para sumar, restar, multiplicar y comparar los nimeros de-
notados por las mismas. Para llevar a cabo esta tarea deberemos derivar estas
operaciones a partir de especificaciones, las cuales tendremos que encontrar.

Para especificar estas operaciones definamos la funcién

MNUm]I—)Num
[zs]lp = (300 10 <i< #as: xs.ixB")

la cual, dada una lista de ntimeros, devuelve el que representa en la base B
(con B > 1). Este tipo de funciones suelen denominarse funcién de abstraccién
y relaciona los valores concretos con los abstractos que queremos representar (en
nuestro caso listas y niimeros respectivamente).

La funcién tiene algunas propiedades que seran de utilidad al momento de
encontrar las operaciones sobre las representaciones. Mencionaremos algunas de
ellas, dejando las demostraciones como ejercicio para el lector.

Propiedades

Py: [[l]B=0

Py: [zvas|lp =2+ Bx[zs]s
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Como ejemplo encontremos la funcién (&) : [Num| — [Num] — [Num| que,
dadas dos listas de numeros, devuelve otra que representa el valor suma de los
dos nimeros representados por las anteriores. Utilizando la funcién [_] g se puede
especificar esto de una forma muy simple:

(®) : [Num] — [Num]| — [Num]
[zs ® ysls = [zs]5 + [ysls

Tratemos de encontrar una definicién recursiva de esta operacién de la forma
habitual. Comencemos con el caso base:

Caso base (rs = [])
[[1®wysls

= { especificacién de & }

[z + lysls

{P1}

0+ [ysls

{ 4lgebra }

[ys]s

Con esto obtenemos la igualdad

[[1®ysls = [ysls

con lo cual tenemos un problema ya que no obtenemos una definicién para “[|®ys”
de la forma

Hoys ="

sino una para [[| ® ys]5-
Olvidemos por un momento esta cuestion y sigamos derivando los otros casos.

Caso base (ys =[])

[zs @[]l
= { especificacién de @ }
lzs]s + [[ 15
{P1}
[xs]s +0
{ algebra }

[xs] B
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Hipétesis inductiva: [zs ® ys]p = [zs]5 + [ys] s
Paso inductivo (z>zs, y>ys)

[x>2xs Dy ys]s

= { especificacién de & }

[z>as]p + [y>ys]s

{ P2}

r+ Bx[zs|p+y+ Bx*[ysls

= { Conmutatividad y asociatividad de la suma }
(x +y)+Bx[zs]g+ Bx*[ys]s

= { Distributividad de la suma respecto al producto }

(z+y) + B ([zs] + [ys]B)

{ hipétesis inductiva }

(z+y)+ Bx[rs D ys]p

{ P2}

[(z+y)> (s @ ys)ls

Como fue mencionado, todavia no pudimos encontrar una definicién recursiva
de @. A lo sumo demostramos, por el principio de induccién (capitulo 10), que si
el operador cumple:

[[Teysle = lysls
[zs® [l]lz = [zs]s (14.1)
[zras@yrysls = [(z+y)>(zsDys)ls

entonces se satisface la especificacién:
[zs ® ys]p = [zs]B + [ysls -

Pero el problema se puede solucionar facilmente; la propiedad 14.1 del operador
@ es implicada, usando Leibniz (seccién 1.6), por la siguiente definicién

(®) : [Num] — [Num| — [Num]

[Joys = ys
xs®[] = s
zpxs®dyvys = (x+y)>(xsDys)

y con esto logramos eliminar la funciéon de abstraccién obteniendo la definicion
recursiva buscada.
En la proxima seccion veremos mas detalladamente el proceso realizado.
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14.2 Especificaciones implicitas

Analicemos de forma mas abstracta el problema y la resoluciéon que acabamos
de ver.

La mayor parte de las especificaciones vistas en capitulos anteriores declaran
explicitamente la funcién a derivar. Esto es, las especificaciones tienen la forma

fX=EX

donde f es la funcién a encontrar, X su lista de pardmetros y F una expresion
que depende de los mismos (generalmente una expresién cuantificada). Ejemplo
de este tipo de especificaciones es la evaluacién de un polinomio (pag. 189)

evasy= (3 i :0<i<#as: zsixy’)

A esta clase de especificaciones las denominaremos especificaciones explicitas.
En el ejemplo anterior sucedié que fue mds claro y conveniente hacer una
especificacién como una ecuacién de la funciéon buscada, con la forma

g.(fX)=EX

donde ¢ es una funcién definida (en nuestro ejemplo la funcién de abstrac-
cién “[_] 8", f es la funcién a encontrar (“®” en el ejemplo), X su lista de pardme-
tros y E una expresion que depende de los mismos. A esta clase de especificaciones
las denominaremos especificaciones implicitas y una estrategia para encontrar
la funcién f es, a partir del miembro izquierdo de la igualdad, reescribir el derecho
E.X en una expresién equivalente de la forma g.(E’.X) (en el ejemplo aplicando
induccién). Con esto obtenemos la igualdad g.(f.X) = g.(FE’.X) la cual cumple

¢.(fX)=E.X
< { Por derivacién }

g9-(f.X) = g.(E"X)

concluyendo que la igualdad encontrada implica la especificaciéon implicita desde
la cual partimos.
Ademsds, si definimos

fX=F.X,
por la regla de Leibniz se satisface
9.(£.X) = g.(E".X)
< { Leibniz }
fX=EFE.X
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Por lo tanto, juntando los dos pasos previos, obtenemos
g.(fX)=E.X

< { Por derivacién }
g9-(fX) = g.(F'.X)

< { Leibniz }
fX=F.X

y aplicando transitividad de = llegamos a

fX=FX=g(fX)=EX

lo cual nos dice que si definimos la funcién incégnita f como

fX=FE.X

se satisfard su especificacién implicita g.(f.X) = E.X y con ello encontramos la
funcién que estdbamos buscando.

14.3 Revision del ejemplo

En el ejemplo inicial vimos cémo obtener la suma de dos nimeros de precisién
arbitraria representados como listas. Las listas contenian, en orden inverso, los
digitos del nimero en una base dada. Pero hemos olvidado un detalle; la especi-
ficacion que dimos del operador & nada dice acerca que los digitos del resultado
deben estar entre 0 y la base. Una forma de hacerlo es definir un predicado Ip

Ipaxs=(Vi :0<i<#xs: 0<zsi<B)

el cual requiere para su validez que todos los elementos de la lista se encuentren
entre 0 y B — 1. Con el mismo podemos especificar el operador @ como

(®) : [Num] — [Num] — [Num]

[xs ® ys]s = [zs]s + [ys]s A Ig.(xs D ys)

y con ello requerimos que el resultado de la operacién cumpla Ig.

Notemos que esta nueva especificacién es mds fuerte que la anterior (agrega un
término conjuntivo). Podriamos debilitarla levemente solicitando que los pardme-
tros xs y ys verifiquen el predicado Ig:

(®) : [Num] — [Num]| — [Num]

Ip.xs N\ Ip.ys
= [zs®ys]p = [zs]s + [ys]s A I.(xs D ys)
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Esta nueva especificacion es acorde a los requerimientos del problema ya que su-
pone que todas las representaciones de enteros que usaremos son listas de enteros
de precisién acotada.

Veamos si nuestra definicién del operador & (pdg. 220) cumple con esta especi-
ficacién. Segin su derivacién, esta definicién satisface [xs @ ys]p = [zs]s + [ys] -
Restaria ver si cumple el predicado Ig. Para ello instrumentaremos la prueba
de la forma usual: supondremos valido Ig.xs A Ip.ys e intentaremos demostrar
Ip.(xs @ ys) para el caso inductivo. Los casos bases lo satisfacen y se dejan como
ejercicio al lector.

Hipotesis inductiva: Ip.(zs ® ys)

Suposiciones: Ip.(x>xs), Ig.(y>ys)

Paso inductivo (z>xs, y>ys)

Ig.(z>zs®y>ys)

{ definicién de & }

I((z+y)> (zs® ys))

= { definicién de I }

(Vi :0<i<#(z+y)p(zsdys)): 0< ((z+y)>(zsDys))i< B)
{ definicién de #; particién de rango; rango unitario }

0<z+y<BA
(Vi:0<i<#(xzsdys)+1: 0<((z+y)>(zsdys)).i<B)

{ reemplazo i < i + 1, aritmética; definicién de > }
0<z+y<BA(Vi:0<i<#(zsPys): 0< (zsdys)i<B)
= { definicién de Ip }

0<z+4+y<BAIp(zs®ys)
= { hipétesis inductiva }

0<z+y<B

En este punto no podemos avanzar mas con la demostracién; aunque por las
suposiciones tenemos que 0 <z < By 0 <y < B, a partir de ellas no es cierto
en general que 0 < x + y < B. Por lo tanto nuestra definicién de @ no cumple
con la nueva especificacién.

Intentemos obtener entonces otra definicion de @ volviendo a hacer la deriva-
cién de la pagina 219 pero ahora teniendo en cuenta las suposiciones y la restriccién
sobre el tamano de los digitos. Para los casos base dejaremos los mismos resultados
ya que estos si cumplen con el predicado Ig. Veamos el caso inductivo analizando
dos posibilidades: z+y < By x+y > B.
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Suposiciones: Ip.(x>xs), Ig.(y>ys)

Caso: z+y< B

Paso inductivo (z>xs, y>ys)

[x>2s Dy ys]s

= { por demostracién anterior }
[(@+y)>(zs Dys)]s

Como vemos, para este caso podemos dejar la misma definicién de & obtenida
anteriormente, ya que la condiciéon z+y < B asegura que los digitos estan acotados
por la base.

Veamos el segundo caso

Caso: z+y>B
Paso inductivo (z>xs, y>ys)

[z>zs®y>ys]s
= { por demostracién anterior }

(z+y)+ B ([zs]s + [ys]B)
= { aritmética }

(x+y— B)+ B+ Bx([zs]s + [ys]s)
= { aritmética }

(x+y—B)+ Bx((1+ [zs]s) + [ys]B)
= { definicién de [] 5 }

(z+y—B)+ B (([[ls + [=s]5) + [vs]z)
= { hipdtesis inductiva }

(z+y—B)+ B+ ([[1] ®2s]s + [ysls)
= { hipdtesis inductiva }

(z+y—B)+Bx([[1]®xs®ys]s)
= { P2}

[(z+y—B)>(l]®zs©ys)ls

Por lo tanto

[xrazsdy>ys]lp =[(z+y—B)>([l]®zs B ys)]s
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< { Leibniz }
zrasdyrys=(x+y—B)>([1]®zs B ys)

Nota: En la demostraciéon anterior se aplicé dos veces hipétesis inductiva. En
ambas se hizo induccién completa sobre la longitud de la concatenacion de las dos
listas pardmetros del operador .

Ejercicio: Comprobar con esta hipotesis inductiva que la derivacion es correcta.

A partir de las demostraciones anteriores hemos encontrado una nueva defini-
cién del operador @ :

(®) : [Num] — [Num] — [Num]

[l&ys = ys
xs®[] = as
zrxsPyvys = ( z+y<B — (x+y)>(zsDys)
Da+y>B — (x+y—B)>([1]®as®ys)
)

Falta ahora demostrar que este resultado cumple el predicado I suponiendo
que lo cumplen los pardmetros. Los casos base son triviales y se dejan como ejer-
cicios para el lector. El caso inductivo tendra dos casos al igual que la derivacion
anterior y se utilizard la misma hipdtesis inductiva que en la tltima derivacién.
Para el caso x + y > B tendremos

Suposiciones: Ip.(z>zs), Ip.(y>ys)

Caso: z+y>1B
Paso inductivo (z > zs, y>ys)

Ig.(x>xs®Dy>ys)

{ definicién de @ }

IL({(z+y—B)> (1] ®zs @ ys))

= { definicién de Ip }

(Vi :0<i<#(z+y—B)p([l]Pxsdys)):
0<((z4+y—B)r([l]®zs®ys)).i < B)

{ definicién de #; particién de rango; rango unitario }

0<z+y—B<BA (Vi:0<i<#(l|DzsDys)+1:
0<((z+y—B)r([l]®rs®ys)).i < B)
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= { reemplazo ¢ < i + 1, aritmética; definicién de > }
0<z+y—B<BA
(Vi :0<i<#(l]|@zsdys): 0<([1]Pasdys).i < B)
= { definicién de Ip }
0<z4+y—B<BAIg.(l]®zs®ys)
= { suposiciones; aritmética; cdlculo proposicional }
Ip.([1]® zs @ ys)
= { hipétesis inductiva dos veces }
Ip.[1] A Ip.zs A Ip.ys
= { suposiciones; célculo proposicional }
Ip.[1]
= { definicién de Ig; B > 1; aritmética }
True

El caso en que x + y < B es trivial y se deja como ejercicio al lector.
Con las dos tdltimas demostraciones probamos respectivamente que

Ig.xs N Ip.ys = [zs @ ys]p = [zs] B + [ys] &

Ig.axs N Ipys = Ig.(xs D ys)

por lo tanto hemos encontrado una definiciéon de @ que satisface su nueva espe-
cificacion.

14.4 Especificaciones implicitas con invariante de
representacion

Veamos de forma mads general el proceso de derivacion realizado en el ejemplo
anterior. En el mismo comenzamos con una especificaciéon un tanto méas compli-
cada, donde ademas de una especificacién implicita aparece un predicado I de la
siguiente manera:

(Va : x pardmetro en la lista X : I.z)

=g9.(fX)=EX AN IL(fX)
A este predicado lo llamaremos invariante de representacién. En palabras, lo que
esta especificacion dice es que si el invariante de representacién se cumple sobre

los pardmetros, entonces el resultado también debe cumplirlo (ademds de cumplir
con la especificacién implicita). Por esto mismo su nombre; es una condicién que
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se cumple en los parametros y en el resultado, o sea que se mantiene invariante
al aplicar la funcién. Este tipo de especificaciones funcionan claramente como un
contrato (ver seccién 9.1) entre el programador y el potencial usuario del programa.
En él se establece que si el operador se ejecuta para cierto conjunto de valores,
entonces el resultado satisfara la propiedad deseada.

Para simplificar la notacién escribiremos I.X en vez de la cuantificacién uni-
versal sobre la lista de parametro. Con ello la especificacion quedard como

1.X
= g.(fX)=EX A L(f.X)

Para obtener una definicién de la funcién incégnita f trabajaremos como usual-
mente hemos hecho cuando queremos demostrar implicaciones. Supondremos vé-
lido I.X y trabajaremos con cada término de la conjuncién (del lado derecho de
la implicacién) por separado.

El primer término de la conjuncién es g.(f.X) = E.X y tiene la forma de una
especificaciéon implicita. Por lo tanto repetiremos la metodologia vista para las
mismas aunque suponiendo que el invariante de representacion se cumple para los
parametros.

Suposicién: I.X

g.(fX)=E.X
< { Por derivacién suponiendo I.X }
9.(f.X) = g.(E".X)
< { Leibniz }
[ X=F.X
Como sucedié con las especificaciones implicitas, ya tenemos un candidato a

definicién de la funcién f. Pero todavia no demostramos que esta definicién cumple
el invariante. Solo demostramos

IX = (fX=E.X=g(fX)=E.X)
o0 lo que es lo mismo (por célculo proposicional)
fX=EXANILX=g(fX) =EX . (14.2)

Esto es, si la funcion estd definida como fue derivada y se cumple el invariante de
representacién sobre los parametros, entonces se cumple la parte implicita de la
especificacion. Todavia resta demostrar que definiendo la funcién de esta forma,
se cumple el invariante. En el ultimo ejemplo realizamos esto probando:

FX=EXANILX=I(fX). (14.3)
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Esto es, si la funcién estd definida como fue derivada y se supone I.X, entonces
el resultado también cumple el invariante I (ver que en el ejemplo anterior se hizo
justamente esto).

Por lo tanto, a partir de (14.2), (14.3) y aplicando cdlculo proposicional, de-
mostramos

fX=EX=(IX=g(fX)=EX AL(fX))

lo cual dice que la funcién derivada cumple con su especificacién.

Es posible que esta demostraciéon no pueda ser realizada, debido a que simple-
mente el resultado obtenido no cumple el invariante (como sucedié en el ejemplo).
En este caso habra que rever la derivacién hecha a partir de la especificaciéon im-
plicita para obtener una nueva definicién de la funcién f que la verifique. Con
este nuevo resultado habra que volver a intentar demostrar el invariante (ecuacién
(14.3)).

14.5 Ejercicios

Ejercicio 14.1
Derivar el operador multiplicacién de enteros de precisién arbitraria. La especifi-
cacién del mismo es la siguiente:

(®) : [Num] — [Num]| — [Num]

Ip.xs N Ip.ys
= [zs @ ys]p = [zs]B * [ys]ls A Ig.(xs @ ys)

Ejercicio 14.2
Derivar la funcién convg que dado un nimero mayor o igual a cero, devuelve su
representacién en base B. Esto es

convg : Num — [Num]
[convg.n]g =n A Ig.(convg.n)

Nota: La funcién convg esta definida como la inversa a derecha de la funcién de
abstraccién [_] . En particular, esto quiere decir que la funcién [_]p es sobre-
yectiva pero no necesariamente inyectiva. En caso que no lo sea buscar algunos
contraejemplos en que la funcién evaluada en distintos valores devuelva como re-
sultado el mismo niimero.

Ejercicio 14.3
Rehacer el ejemplo de la seccién 14.3 generalizando el operador @ con la funcién
definida como
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g : Num — [Num] — [Num| — [Num]

Ip.xs N Ip.ys
= [g.k.xsys|p =k + [zs]s + [ysls A I.(g.k.xs.ys)

Demostrar también que la funcién g especificada de esta forma, es una genera-
lizacién del operador @ . Esto es, demostrar que si se define & como

s Dys = g.0.xs.ys

entonces satisface su especificacion.

Ejercicio 14.4

Los numeros representados en el ejemplo de aritmética de precisiéon arbitraria son
siempre positivos. Una forma de implementar ademads los negativos es cambiando
ligeramente la representacion de los niimeros:

[-15 : (Bool, [Num]) — Num

[(s,29)]lp = ( s— (3@ :0<i<#axs: xs.ixB")
O-s—— (21 :0<i<#as: wsixB")

)

Esto es, si el booleano s es verdadero el nimero serd positivo y en caso contrario
negativo.

A partir de esta nueva funcién de abstraccién especificar y derivar las opera-
ciones de suma, resta y multiplicaciéon de enteros de precisién arbitraria.

Ejercicio 14.5 (Notacién factorial)

En el ejercicio 12.7 se planteo el problema de evaluar un ntimero entero positivo
representado en su notacién factorial. La funciéon de abstraccién fue planteada
como:

[-] : [Nat] — Nat

[zs] = (300 : 0<i<Has: zsix(i+1))

Ademas, los nimeros asi representados cumplen con el siguiente invariante de
representacion:

Tas=(Vi:0<i<#xs: 0<axs.i<i+1)

esto es, los digitos deben ser niimeros positivos menores o iguales al nimero cuyo
factorial los multiplica.
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Algunos ejemplos de nimeros en esta representacién son:

[0 1] = 2 [[1,2] =5
[, = 9 [[0,2,1]] = 10
[1,2,3]] = 23 [[0,0,0,1]] = 24

Especificar y derivar la funcién que dado un ntimero devuelve su representaciéon
factorial y el operador de suma en esta representacién.

Ayuda: Para obtener la funcién que devuelva la representacién factorial de un
nimero serd necesario generalizarla. Ver la generalizaciéon en el ejercicio 12.7 y
plantear una inversa a derecha de aquella.



Capitulo 15

Recursion final

Unwin, cansado, lo detuvo.

- No multipliques los misterios - le dijo -. Estos

deben ser simples. Recuerda la carta robada de Poe,
recuerda el cuarto cerrado de Zangwill.

- O complejos - replicé Dunraven -. Recuerda el universo

Jorge Luis Borges:
Abenjacdn el Bojari muerto en su laberinto

Existen algunos tipos de definiciones recursivas que gozan de buenas propieda-
des. Uno de los esquemas recursivos mas importantes es el llamado de recursion
final, o recursién a la cola (en inglés, tail recursion). Una de las propiedades im-
portantes de dicho esquema es que las funciones asi definidas pueden traducirse
facilmente a programas iterativos. Mds aun, la prueba de correccién del programa
iterativo puede obtenerse a partir de la definicién recursiva de la funcién.

Diremos que una funcién es recursiva final si es posible definirla explicita-

mente de la siguiente manera:
H:A— B

Hzx = ( bx— fx
O —bax — H.(g.2)
)

donde puede deducirse el tipo de las componentes:

b: A~ Bool
f: A— B
g: A— A

231
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Notese el abuso de notacién implicito en la funcién g. Si, por ejemplo, H es una
funcién de dos parametros, en realidad haran falta dos funciones -sean estas gg, g1-
(o una funcién que devuelva pares), quedando entonces la definicién explicita de
la siguiente manera:

Hzxy = ( baxy — fay
O —b.x.y — H.(g0-2.y).(g1-2.y)

)

En la definicion de H.x la recursividad se da solo cuando no se cumple la
condicién b.x y consiste en una aplicacién de la funcién a una modificacién del
argumento original. El esquema de cédclulo de la funcién es modificar sucesivamente
el argumento hasta llegar a un valor que satisface la condicion b; en este punto se
acaba la reduccién.

Para asegurarnos que la condicién b efectivamente se hace cierta, requeriremos
también la existencia de una funcién

t: A~ Int

la cual satisface

—bx = txz>0
-bx = t(gx) <tz

Ejemplo 15.1
La funcién med (maximo comun divisor) se puede definir, para z,y > 0, como una
recursién final:

medaxy = ( z=y—u
O z#y— med.(maz.x.y — min.z.y).(min.z.y)

)

En este caso, las funciones involucradas son:

bxy=(x=y)

frxy==x

Jo.T.Yy = Max.r.y — min.x.y
g1.2.y = min.x.y

La funcién t puede ser, por ejemplo, t.x.y = x + y. Efectivamente, si = # y,
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try t.(go-.y).(g1.2.y)
= { definicién de ¢ } = { definicién de ¢ }
T+y max.r.y — min.z.y + min.z.y
> {z,y>0} = { élgebra }
0 max.zr.y
<{z,y>0}
r+y
= { definicién de ¢ }
t.x.y
Ejemplo 15.2

La definicién recursiva de fac que hemos dado en capitulos anteriores,

facO = 1
fac.n+1) = (n+1)x*facn

no es recursiva final (por la aparicién del factor n + 1).

Muchas funciones recursivas pueden expresarse como recursivas finales. Una
forma de lograrlo es usar la técnica de generalizacion por abstraccién de la funcién.
Veamos cémo hacerlo con la funcién fac:

Sea gfac especificada por
(Vm,n :: gfac.m.n =m=* fac.n)

Es claro que gfac generaliza a fac, pues fac.n = gfac.1.n. Derivemos una definicién
recursiva final de gfac.

Caso base Paso inductivo
gfac.m.0 gfacm.(n + 1)
= { especificacién de gfac } = { especificacién de gfac }
m * fac.0 m x fac.(n + 1)
= { definicién de fac } = { definicién de fac }
mx* 1 mx ((n+ 1) % fac.n)
= { dlgebra } = { dlgebra }
m (m* (n+1)) * fac.n

{ hipétesis inductiva }

gfac.(m* (n+1)).n
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Por lo tanto,

gfac.m.0
gfac.m.(n + 1)

que es recursiva final, pues puede escribirse con el esquema descripto al comienzo
del capitulo:

gfac.(m* (n+1)).n

gfacmn = ( n=0—>m
On+#0— gfac.(m*n).(n —1)

)

La principal dificultad que se presenta al buscar una definicién recursiva final de
una funcién, es determinar la funcién generalizada a partir de la cual se derivara
la expresion recursiva final. Si bien no daremos reglas generales para encontrar
esta expresion, el problema puede generalmente resolverse usando la técnica de
generalizacion por abstraccién.

Ejemplo 15.3
Dar una definicién recursiva final de la funcién especificada por:

grzn={_3>i:0<i<n:a")

En la seccién 11.5 dimos una definicién recursiva para g:

gx.0 =20
gx.(2+«n) = (1+z)xg(xxx)n sin>0
gxr.2xn+1) =14+zxxg2.(2%n)

Observando esta definicién, vemos que su “forma general” es la siguiente: cuan-
do el segundo argumento es par, el valor asignado es un miltiplo de g, mientras que
cuando el segundo argumento es impar, el resultado es un multiplo de g méas una
constante. Esto sugiere proponer una funcién generalizada de la siguiente forma:

hzyxn=z+y*xgxn .
Derivemos una definicién recursiva final de h.
Caso base (n =0)

h.z.y.xz.0
= { especificacién de h }

z+y*xg.xz.0



= { definicién de g }
z+yx*x0
{ élgebra }

z

Paso inductivo (n = 2xk, k > 0)

= { especificacién de h }
z2+yxg.x.(2xk)
= { definicién de g, k > 0 }
z4+yx(1+x)xg.(v*xx).k
= { 4lgebra }
24+ (yx(1+x))xg.(z*z)k
= { hipdtesis inductiva }
hz.(y* (1+x)).(xxx).k

Por lo tanto,

h.zy.x0 =

hzyz(2xk+1) =
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Paso inductivo (n = 2xk+1)

h.zyxz.(2xk+1)

{ especificacién de h }
z4+y*xgar.(2xk+1)

{ definicién de g }
z+yx(1+zxgx.(2xk))
{ algebra }
z+ytyxc*xgx.(2xk)

{ algebra }

(z+y)+ (yxx)xg.x.(2x k)
{ hipétesis inductiva }

hzyxz(2xk) = hz(yx(14+2)).(zxx)k sik>0
h(z+y).(yxx).x.(2*k)

que es una definicién recursiva final, la cual puede escribirse como:

hzyaxn =(n=0—z

)

)

On#0—( nmod2=0—
hz(yx (1+x)).(xxx).(n div 2)

On mod2#0—
h(z+y).(yxx).z.(2* (ndv 2))

Este programa puede traducirse directamente a uno iterativo. Nétese que la

derivacion es esencial para asegurarse la correccion del mismo, dada la complejidad
de las expresiones obtenidas.
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15.1 Ejemplos de funciones recursivas finales

En el capitulo 12 desarrollamos una serie de ejemplos, derivando para cada uno
de los problemas planteados una definicién recursiva para el calculo de la funcién
deseada. En esta seccién derivaremos definiciones recursivas finales para algunos
de dichos ejemplos. Los demads seran tratados més adelante o se dejardan como
ejercicio.

Ejemplo 15.4 (Evaluacién de un polinomio)

Recordemos que el problema consiste en la evaluacién de un polinomio de la forma
p(r) = ap2™ + ap_12" "t + ...+ @12 + ag en un valor dado de la variable inde-
pendiente, digamos y. Para calcular p(y) definimos recursivamente una funcién
ev.xs.y, donde xs era la lista de los coeficientes de p(z), de la siguiente manera:

ev.[ly =0
ev.(x>xs).y = x + Y * ev.xs.y

Buscamos ahora una definicién recursiva final de ev. Para ello procederemos
usando la técnica de generalizacién por abstraccién. Sea

gev.xs.Y.z.w = w + 2z * ev.TS.Y .

Es claro que gev generaliza a ev, pues ev.xs.y = gev.xs.y.1.0. Derivemos ahora
una definicién recursiva para gev:

Caso base (zs =]) Paso inductivo (z > zs)
gev.[|.y.z.w gev.(z>xs).y.z.w

= { especificacién de gev } = { definicién de gev }
w+zxev|]|y w+zxev.(r>xs).y

= { definicién de ev } = { definicién de ev }
w+z*0 w+ z* (x + y*ev.xs.y)

= { dlgebra } = { élgebra }

w (w+zxx)+ (z*xy) *ev.xs.y

{ hipétesis inductiva }

gev.zs.y.(z xy).(w+ z x x)

Es decir, tenemos la siguiente definiciéon recursiva de gev:

gev.]].y.zw = w
gev.(z>xs).y.zw = gev.as.y.(z*xy).(w+ z *x)
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la cual es recursiva final y puede escribirse de la siguiente manera:

gev.xsyzw = (xzs=[] - w
Oxs # [] — gev.(xs|l).y.(z xy).(w + z * x5.0)

)

Ejemplo 15.5 (Un problema para listas de nimeros)

Dada una lista s de nimeros, la funcién P.xs determina si alguno de los elementos
de s es igual a la suma de todos los elementos que lo preceden. Este problema
se resolvio generalizando la funcién P con gP, para la cual se obtuvo la siguiente
definicién recursiva:

gPn.|] = False
gPn.(zpxs) = (x=n)VgP.(n+ z).as

Para encontrar una definicién recursiva final para gP usaremos nuevamente la
técnica de generalizacién por abstraccién. Sea

hPbmn.xs =bV gPn.xs .

La funciéon hP generaliza a gP, pues gP.n.xs = hP. False.n.xs. Derivemos
ahora una definicién recursiva para hP:

Caso base (zs =[]) Paso inductivo (z > xs)
hP.b.n.[] hP.b.n.(z > xs)

= { especificacién de hP } = { definicién de hP }
bV gPn.]] bV gPn.(x>xs)

= { definicién de gP } = { definicién de gP }
bV False bVz=nVgPnuxs

= { célculo proposicional } { hipétesis inductiva }

b hP.(bV x =n).n.xs

Por lo tanto una definicién recursiva final para el calculo de P es

hPbn.xzs = (zs=[]—b
Oxzs#[] — hP.(bVxs.0 =n)n.(xs|1)

)

15.2 Recursion lineal y recursién final

Un esquema mas general que la recursién final es el de recursién lineal. En este
esquema, la referencia recursiva aparece a lo sumo una vez (en cada posible rama).
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Diremos que una funcién es recursiva lineal si es posible definirla explicita-
mente como

F:A— B

Fz = ( bz — fx
O -bx — hax® F.(g.x)

)

donde @ puede ser cualquier operador.

La funcién h es -estrictamente hablando- innecesaria (se puede evitar redefi-
niendo el operador @), pero facilita el enunciado de las propiedades de la definicién.

Nuevamente, se supone la existencia de una funcién de cota t : A — Int de
iguales propiedades que en el caso de la recursién final.

Ejemplo 15.6
La funcién fac es recursiva lineal, puesto que puede expresarse de la siguiente
manera;:

facm = ( n=0 —1
)E|n7é0 — n* fac.(n — 1)

Las funciones f, g y h que aparecen en la definicién de funcién recursiva lineal
son en este caso las siguientes:

fn=1Vn
gn=n-—1
hn=n

y el operador & es la multiplicacion.
El teorema que sigue es la generalizacién de la derivacion hecha en el ejemplo
del célculo del factorial a una funcién recursiva lineal arbitraria.

Teorema 15.1
Toda funcién recursiva lineal en la cual el operador @ es asociativo y tiene
neutro a izquierda se puede expresar como una funcién recursiva final.

DEMOSTRACION
Sea F' una funciéon recursiva lineal y sea G especificada por

(Vy,z :: Gyax=yd Fa)
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La funcion G es una generalizacién de F', pues F.x = G.e.x, donde e es el elemento
neutro a izquierda del operador &. Veamos que G es recursiva final realizando un
analisis por casos:

Caso (b.x) Caso (—b.x)
G.y.x G.y.x

= { especificacién de G } = { especificacién de G }
yo Fx y® Fx

= {bz} = { -bax}
ye fo y @ (h.x ® F.(g9.x))

{ @ es asociativo }
(y® h.ax) @ F.(g.x)
= { hipdtesis inductiva }

G.(y® h.x).(g.x)

Por lo tanto la funcién G es recursiva final:
Gyx = ( bx —ydfa
O bz — G.(y® h.a).(g.2)
)

Ejemplo 15.7
Usando el teorema, obtenemos la siguiente funcion recursiva final para el calculo

de fac:

Gyn = ( n=0—y
)Dn#OHG.(y*n).(n—l)

y fac.n se calcula a través de G.1.n, pues 1 es el neutro de la multiplicacién. Notar
que se trata de la misma funcién que se obtuvo en el ejemplo 15.2.

La asociatividad del operador & puede ser un requisito demasiado restrictivo.
A continuacién enunciamos un teorema que no requiere como hipétesis la asocia-

tividad de .

Teorema 15.2
Sean

f0 =
fn+1)

|
o
w

G.zm.0 =
nd f.n Gzm.(n+1) = G(m®z).(m+1).n
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entonces
G.(fm)mn=f(m+n) .

Notar que la funcién G es recursiva final. El teorema dice que cualquier funcién
definida con el esquema de f se puede expresar como una recursiva final; mas ain,
nos brinda la definicién explicita de dicha funcién recursiva final.

DEMOSTRACION
Hacemos induccién sobre n.

Caso base (n =0) Paso inductivo
G.(f-m).m.0 G.(fm)m.(n+1)

= { definicién de G } = { definicién de G }
fm G.(m@® f.m).(m+1).n

= { dlgebra } = { definicién de f }
f(m+0) G.(f.(m+1)).(m+1).n

= { hipétesis inductiva }
f((m+1)+n)

= { élgebra }
f(m+(n+1))

Corolario 15.3
Con f y G definidas como en el teorema, G.c.0.n = f.n .

El teorema y su corolario resultan ttiles para encontrar funciones recursivas
finales que permiten calcular funciones definidas con el esquema de la funcién f
del teorema. Lo unico que se requiere es identificar la constante ¢ y el operador .

Ejemplo 15.8
Consideremos nuevamente la funcién fac, definida por

fac0 =1
fac.(n+1) = (n+ 1) * fac.n

Para escribirla como recursiva final usando el tltimo teorema, debemos identi-
ficar “c” y “@” en este caso. Claramente, ¢ = 1. Con @ hay que ser cuidadosos, pues
el primer factor en la expresién de fac.(n + 1) no es n. Para responder al esquema
de la funcién f del teorema debemos considerar @ definido por z @y = (z+1) xy.
Entonces la funcién G debe ser
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G.zm.0 =z
Gzm.(n+1) = G((m+1)*z).(m+1).n

y el teorema asegura que

G.(fac.m).m.n = fac.(m +n)

Asi, segin el corolario, tenemos otra definiciéon recursiva final para el célculo
de fac:

facnm=G.1.0.n

15.3 Recursion final para listas

Cuando se definen funciones sobre listas, el requisito de asociatividad del ope-
rador usado para definir la funcién es innecesariamente estricto. En esta seccion
presentamos un teorema para obtener definiciones recursivas finales a partir de
definiciones recursivas lineales que no requiere que el operador sea asociativo. A
cambio, es necesario introducir una nueva funcién en el enunciado del teorema. Se
trata de la funcién rev, que invierte el orden de los elementos de una lista:

rev.[] = []
rev.(x>xs) = (rev.xs)<dx

Antes de enunciar el teorema, estudiemos un ejemplo. La funcién sum que
hemos usado en secciones anteriores es recursiva lineal:

sum.[] = 0
sum.(x>xs) = x + sum.zs

Se desea una expresién recursiva final que permita calcular sum. Como ya
hemos hecho antes, primero planteamos una generalizacién de la funcién y luego
buscamos una definicién recursiva final de la generalizacién. Sea

G.y.xs =y + sum.zs .
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La funciéon G generaliza a sum, pues sum.xs = G.0.zs. Busquemos ahora una
expresion recursiva final para G.

Caso base (zs = []) Paso inductivo (z > xs)
G.y.[] G.y.(x>xs)

= { especificacién de G } = { especificacién de G }
y + sum.[] y + sum.(x > xs)

= { definicién de sum } = { definicién de sum }
y+0 y+ (z + sum.xs)

= { 4lgebra } = { asociatividad de + }
Y (y + x) + sum.xs

{ hipétesis inductiva }

G.(y+x)xs

Esto es,

Gyzxzs = (as=[]l>y
)EI xzs # [|= G.(y + xs.0).(xs]1)

Para encontrar la definicién recursiva final de G hemos usado la asociatividad
del operador 4. Supongamos ahora que queremos dar una definicién recursiva
final de sum sin usar la asociatividad del operador +. Notemos que al poner
G.uy.xs = y + sum.xs, en y vamos acumulando sumas parciales (interpretacién
operacional). Tratemos de expresar esto:

(Vas,ys,y :y = sum.ys: G.y.xs = sum.(xs H ys))

Trabajemos ahora a partir de esta especificacién.



15.3 RECURSION FINAL PARA LISTAS

Caso base (zs =[])

G.y.[]
= { especificacién de G }
sum.([] Hys)
= { propiedad de 4+ }
sum.ys
{y=sum.ys}
)
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Paso inductivo (z > zs)

G.y.(x>xs)
{ especificacién de G }
sum.((x > xzs) H ys)
{ lema (ejercicio siguiente) }
sum.(xs H (x> ys))
{ introduccién de y’; hipdtesis
inductiva }
G.y .xs
[y = sum.(z>ys)]
{ definicién de sum }
Gy .xs
ly' = = + sum.ys]
{y=sum.ys }
Gy .xs
[y =z +y]
{ eliminacién de y’ }
G.(z+vy).xs

Ejercicio: Demostrar sum.((z > xzs) H ys) = sum.(zs H (z>ys)) .

Si bien hemos arribado a la misma definicién de G que antes, la forma de obte-
ner este resultado merece ser tenida en cuenta, pues no hace uso de la asociatividad
del operador. A cambio, usa la conmutatividad del operador en el lema que se usa
en la derivacién. La conmutatividad del operador no es estrictamente necesaria,

como se vera en el siguiente resultado.

El ejemplo que acabamos de analizar se puede generalizar mediante el siguiente

Teorema 15.4
Sean

fll=e¢
flxzpas) =z fuas

entonces

Gz[] ==
Gz.(zpxs) = Gz P 2).as

G.(f.ys).xs = f.(rev.xs Hys) .
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DEMOSTRACION

Caso base (zs =[]) Paso inductivo (z > zs)
G.(fys).[] G.(fys).(x>as)

= { definicién de G } = { definicién de G }
fys G.(r® fys).axs

= { propiedad de 4 } = { definicién de f }
£1) + ps) G.(f (x> ys).a5)

= { definicién de rev } = { hipdtesis inductiva }
f(rev.]] Hys) f(rev.xs H (x> ys))

= { propiedad de + }
f((rev.xs<x) H ys)
= { definicién de rev }

f.trev.(x>xs) H ys)

Observacion: La funcion G del teorema anterior es recursiva final.

Corolario 15.5
Con f y G como en el teorema, G.c.xs = f.(rev.zs)

El teorema y su corolario son particularmente ttiles cuando la funcién f que
se desea calcular es independiente del orden de los elementos de la lista a la cual
se aplica, pues en este caso f.(rev.xs) = f.rs, de donde resulta f.xs = G.c.xs,
es decir, el teorema nos indica cémo obtener una definiciéon recursiva final para el
célculo de f.

Ejemplo 15.9 (El problema del segmento de suma minima)

Recordemos que este problema consiste en determinar la suma del segmento de
suma minima de una lista de enteros. En la seccién 13.3 resolvimos este proble-
ma utilizando la técnica de tuplas, arribando finalmente a la siguiente definicién
recursiva:

h : [Num] — (Num, Num)

has = ( xs=[]—(0,0)
O xs#[] — ((s.0 +b) min a, 0 min (2s.0 + b))
: [(a,b) = h.(zs]1)]
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Usemos el teorema para dar una definicién recursiva final para h. Como antes,
lo primero es identificar “c” y “@”. De la definicién de h surge ¢ = (0,0). Por
la forma que debe tener la funcién G del teorema, debemos definir p ® (¢,r) =
((p+r) min ¢,0 min (p 4+ r)). Entonces

h.xs = G.(0,0).zs

es decir, hemos encontrado una definicién recursiva final para el problema del
segmento de suma minima.

15.4 Ejercicios

Ejercicio 15.1

Sea P : [Int] — Bool la funcién que determina si en una lista de enteros hay algiin
elemento que es igual a la suma de todos los demas. Dar una definicién recursiva
final para P.

Ejercicio 15.2
Dar una definicién recursiva final para el problema del célculo de una aproximacién
de la constante matemadtica e (ver seccién 12.2).

Ejercicio 15.3
Dar una definicién recursiva final para el problema de la lista balanceada (ver
seccién 12.5).

Ejercicio 15.4
Dar una definicién recursiva final para el problema de los paréntesis equilibrados
(ver ejemplo 13.2).

Ejercicio 15.5
Una lista de enteros se denomina esferulada si cumple las siguientes dos condicio-
nes:

(i) La suma de cualquier segmento inicial es no negativa.
(ii) La suma de sus elementos es 0.

Se pide:

1. Especificar esf : [Int] — Bool.

2. Derivar una funcién recursiva que resuelva esf.

3. Calcular una definicién recursiva final para esf.
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Capitulo 16
La programacion imperativa

I fear those big words, Stephen said, which make us so unhappy.

James Joyce: Ulysses

A partir de ahora cambiaremos el modelo de computacién subyacente, y por
lo tanto el formalismo para expresar los programas. Esto no significa que todo
lo hecho hasta ahora no nos sea 1til en lo que sigue. La utilidad puede verse al
menos en dos aspectos. El primero es que la experiencia adquirida en el cdlculo de
programas, vy la consecuente habilidad para el manejo de férmulas, seguira siendo
esencial en este caso, mostrando asi que pese a sus diferencias la programacion
funcional y la imperativa tienen bastante en comun. El segundo se vera en los
capitulos finales y es un método para obtener programas imperativos a partir de
programas funcionales (recursivos finales o de cola).

A diferencia de la primera parte, el material aqui presentado estd cubierto
en numerosos libros cuya consulta se aconseja a los lectores [Dij76, Gri81, DF88,
Kal90, Coh90].

16.1 Estados y predicados

Los problemas que se presentan a un programador estan, en general, expresados
de manera informal, lo cual resulta demasiado impreciso a la hora de programar.
Por eso es necesario precisar los problemas por medio de especificaciones formales.
En la primera parte del curso se especificaba, usando logica y un calculo de fun-
ciones, el valor que debia calcularse. Este tipo de especificacion era adecuado para
el desarrollo de programas funcionales. En el estilo de programacién imperativa,
la computacion no se expresa como céalculo de valores sino como modificacién de
estados. Para desarrollar programas imperativos es por lo tanto deseable expresar
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las especificaciones como relaciones entre estados iniciales y finales. Asi es que un
problema a resolver estard especificado por un espacio de estados, una precon-
dicion y una postcondicion. El espacio de estados es el universo de valores que
pueden tomar las variables. La pre y postcondicion son predicados que expresan
el problema dado en términos precisos.

La notacién que usaremos para expresar la especificacion de un programa im-

perativo es
{P}S{Q}

donde P y @ son predicados y S es un programa (o sentencia, o instruccién, o
comando). Las sentencias dirdn cémo se modifican los estados. La terna { P} S {Q}
se denomina terna de Hoare (en inglés, Hoare triple) y se interpreta como sigue:

“Cada vez que se ejecuta S comenzando en un estado que satisface P,
se termina en un estado que satisface Q).”

Derivar un programa consiste en encontrar S que satisfaga una especificacién
dada.

Ejemplo 16.1
Derivar un programa que satisfaga {P} S {z = y} consiste en encontrar S tal que,
aplicado a un estado que satisfaga P, termine en un estado que satisfaga = = y.

En los lenguajes imperativos es necesario explicitar el tipo de las variables y
constantes usadas en los programas, lo cual se hace a través de una declaracion
de variables y constantes. Esto completa la especificacion del programa a la vez
que indica implicitamente las operaciones que se pueden realizar con las variables
y constantes declaradas.

La declaracién de variables y constantes debe figurar al comienzo del programa:

[var z,y : Int

con X,Y :Int

{X>0ANY >0Ne=XAy=Y}
S

{x = med. XY}

]

Aqui x e y estan declaradas como variables de tipo entero, mientras que X e
Y son constantes de tipo entero (y por lo tanto no pueden ser modificadas por S).
Esto implica que el espacio de estados serd Int x Int. El programa debe ser tal
que comenzando con z = X e y =Y, siendo X,Y > 0, al finalizar su ejecucién la
variable x contenga el méaximo comun divisor entre los niimeros X e Y.

En los predicados pueden aparecer tres tipos de nombres: las constantes X,Y
las cuales pueden pensarse como variables universalmente cuantificadas cuyo ob-
jetivo principal es proveer una forma de referirse en la postcondicién a los valores
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iniciales de la computacion; las variables de programa x,y que no aparecen dentro
del rango de ningin cuantificador y que decriben el estado del programa; por tulti-
mo, usaremos también las variables de cuantificacion (dummies) como ya venfamos
haciendo para el caso de los programas funcionales.

Antes de continuar con el desarrollo de programas, veremos algunas reglas para
la correcta interpretacion y utilizaciéon de ternas de Hoare. Para indicar que un
predicado es vélido para cualquier estado, lo encerraremos entre corchetes [ ].

La primera regla, conocida como ley de exclusion de milagros, expresa

’ {P}S{False} = [P = False] ‘

Esta regla dice que para cualquier programa S si se requiere que termine y que
los estados finales satisfagan False, entonces ese programa no puede ejecutarse
exitosamente para ningun posible estado inicial. O bien, leido de otra manera, no
existe ninguin estado tal que si se ejecuta un programa S comenzando en él se
puede terminar en un estado que satisfaga False.

La expresion

{P} S{True}

indica que, cada vez que comienza en un estado que satisface P, la ejecucién de S
concluye en un estado que satisface el predicado T'rue. Esto se interpreta diciendo
que la ejecucién de S termina cada vez que se comienza en un estado que satisface
P.

Las reglas que siguen expresan el hecho que la precondicién puede “reforzarse”,
mientras que la postcondicién puede “debilitarse”:

[{(PYS{QIA[P = P] = {R}S{Q}]
{P}S{Q} A Q= Qo] = {P}S{Qu}]

La primera regla dice que si Py es mas fuerte! que Py vale { P} S {Q}, entonces
{Po} S{Q} también es valido.

La segunda regla dice que si Qg es mas débil que Q y vale {P} S {Q}, entonces
también vale {P} S {Qo}.

Las dos reglas que siguen establecen equivalencias para los casos en que los
estados inicial/final contienen una conjuncién o una disyuncién.

Si las ternas {P} S{Q} vy {P} S {R} son validas, entonces ejecutar S comen-
zando en un estado que satisface P, termina en un estado que satisface Q) y también

1Se dice que Py es mds fuerte que P si y solo si Py = P.
Reciprocamente, se dice que Py es mds débil que P siy solo si P = Py
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R, es decir, satisface @ A R. Reciprocamente, si la terna {P}S{Q A R} es véli-
da, entonces ejecutar S comenzando en un estado que satisface P, termina en un
estado que satisface Q A R, es decir, satisface tanto a () como a R.

[{P}S{Q} A {P}S{R} = {P}S{QAR}|

Si las ternas {P} S{Q} y {R} S{Q} son vélidas, entonces ejecutar S comen-
zando en un estado que satisface o bien P o bien R, es decir, PV R, termina en un
estado que satisface @), por otro lado, si cada vez que se comienza con un estado
que satisface PV R al terminar vale @, entonces a fortiori (fortalecimiento de la

condicién) vale que comenzando en un estado que satisface P (o R) al terminar
valdra Q.

[{P}S{Q} A {R}S{Q} = {PVR}S{Q}]

16.2 EI transformador de predicados wp
Para cada comando S se puede definir la funcién
wp.S : Predicados — Predicados

tal que si @ es un predicado, wp.S.Q) representa el predicado més débil P para
el cual vale {P} S {Q}. Para cada Q, wp.S.Q se denomina precondicidn mds débil
de S con respecto a @ (en inglés, weakest precondition). En otras palabras, para
todo predicado @

() {P}S{Q}
wpSQ="P] { (i4) {Po}S1Q} = [Py = P)

La definicién de wp.S permite relacionar las expresiones {P} S {Q} y wp.S.Q:

[{P}S{Q} = [P = wp.SQ]|

De esta manera, podemos decir que un programa es correcto con respecto a
su especificacién si [P = wp.S.Q)], lo cual nos permitird, una vez definido wp
para todos los posibles comandos, trabajar en el conocido campo del calculo de
predicados.

Observemos que {wp.S.Q} S {Q} es correcto, es decir, wp.S.Q siempre es una
precondicién admisible para un programa S con postcondicién Q.

Las reglas enunciadas en la seccién anterior se deducen a partir de las siguientes
propiedades de wp.S.Q:

w [wp.S. False = False]
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s [wp.S.QAwp.S.R = wp.S.(Q A R)]
w [wp.S.QVwp.S.R = wp.S.(QV R)]

Observar que las propiedades de la disyuncién involucran solo una implicacion,
no una equivalencia. Esto nos dice que la precondicién mas débil de S con respecto
al predicado @ V R no es suficiente para asegurar que se cumple al menos una de
las dos precondiciones mas débiles, wp.S.Q o wp.S.R. Este fenémeno se debe a que
aceptaremos programas no-deterministicos, esto es, donde puede haber méas de un
resultado. Por ejemplo, si consideramos el “programa” S que tira una moneda al
aire y tomamos @) = sale cara y R = sale ceca, obviamente wp.S.(Q V R) = True,
pero wp.S.QQ = False (no hay ningin estado que asegure que al tirar la moneda
saldra cara) y wp.S.R = False (andlogamente).

16.3 Ejercicios

Ejercicio 16.1
Dadas las siguientes propiedades del transformador de predicados wp,

Exclusién de milagros: [wp.S.false = false]
Conjuntividad: [wp.S.(P A Q) =wp.S.P A wp.S.Q]

1. Demostrar monotonia:

[(P=Q) = (wp.S.P= wp.S.Q) .
2. Usando la monotonia de wp, demostrar:
{Q}S{A} N (A= R) = {Q}S{R} .

Ejercicio 16.2
Usando las propiedades de wp.S.Q, demostrar las reglas de la seccién 16.1.
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Capitulo 17

Definicion de un lenguaje de
programacion imperativo

And while T thus spoke, did there not cross your mind some thought
of the physical power of words? Is not every word an impulse on the
air?

Edgar Allan Poe: The power of words

En esta seccién veremos una serie de comandos que definen un lenguaje de
programacion imperativo bésico. Para cada uno de ellos se dara la respectiva pre-
condicién mas débil y se mostraran ejemplos de su funcionamiento.

17.1 Skip

La sentencia skip no tiene ningin efecto sobre el estado vélido antes de su
ejecucién (no lo modifica). La utilidad de una instruccién que “no hace nada” se
entenderd més adelante, pero podemos adelantar que serd tan 1itil como lo es el 0
en el algebra.

Queremos caracterizar la sentencia skip usando ternas de Hoare. Comencemos
estudiando wp.skip.Q). Claramente, el predicado méas débil P tal que {P} skip {Q}
es (O, pues lo minimo necesario para asegurar el estado final @) cuando “no se hace
nada” es tener () como estado inicial. Por lo tanto, la precondicién mas débil del
comando skip con respecto a un predicado es dicho predicado:

’ [wp.skip.Q = Q) ‘

253
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Esto podria inducirnos a caracterizar skip usando la terna {Q} skip {Q} como
axioma, pero como ya hemos visto que es posible reforzar la precondicién, daremos
una caracterizacion mas general en terminos de una equivalencia:

(P} skip{Q} = [P = Q]

Ejemplo 17.1
El programa
[var = : Int
fo>1}
skip
{z > 0}
]

es correcto, puesto que [z > 1=z > 0].

17.2 Abort

La instruccién abort estd especificada por

’ {P}abort{Q} = [P = False] ‘

El programa abort representa un programa erréneo. La seméntica dice que no
existe ningun estado en el cual abort pueda ejecutarse y terminar.

En términos de la precondiciéon més débil, tenemos

’ [wp.abort.Q) = False] ‘

17.3 Asignacién

La asignacién se usa, como su nombre lo indica, para asignar valores a variables.
La sintaxis es
r:=F

donde x es una lista de variables separadas por comas y E es una lista de ex-
presiones de la misma longitud, también separadas por comas, tal que la n—ésima
expresion es del mismo tipo que la n—ésima variable de z. El efecto de la sentencia
z := F es reemplazar el valor de z por el de E. Ejemplos de asignaciones son:

ri=x+1 T,y =x—2,x+y y,p :=y/2,True

Para analizar el significado de {P}z := E{Q} estudiemos en primer lugar
wp.(z := E).Q. Lo minimo que se requiere para que el predicado @ sea vélido



17.3 ASIGNACION 255

luego de efectuar la asignacién z := E, es el predicado Q(x := FE). En otras
palabras, la precondicion més débil de una asignacién con respecto a un predicado
es

’ [wp.(x := FE).Q = Q(z := E)] ‘

Entonces, para que la terna { P}z := E {Q} sea correcta, el predicado P debe
ser mas fuerte que el predicado Q(x := F). De esta manera, la asignacién estd
especificada por

[{P}o:=E{Q} = [P = Qz:= B)]|

Asumiremos que en E solo se admitirdn expresiones bien definidas, sino habria
que agregar el predicado def.E (que es True solo si la expresién E estd bien
definida) en el segundo miembro de la implicacién:

{P}x:=FE{Q} = [P=def. EANQ(z:=E)] .

Notese que la expresion “z := E” del miembro izquierdo es una sentencia valida
de nuestro lenguaje de programacion, mientras que la del miembro derecho, en la
sustitucién Q(z := FE), es una operacién sintdctica que se aplica a expresiones
logicas, por lo tanto no son iguales.

Ejemplo 17.2
Encontrar E tal que se satisfaga {True}z,y =+ 1,E{y=2+ 1}
[True= (y=z+1)(z,y =2+ 1, E)] (esto es [P = Q(z := E)])
{(True=R)=R}
[(y=x+1)(z,y =2+ 1, F)]
{ sustitucién en predicados }
[E=z+1+1]
= { aritmética }
[E=z+2

Es decir, cualquier expresién E que valga lo mismo que z+2 es vélida; en particular,
podemos tomar F = x + 2.

Notemos que la definicién de wp.(x := E).Q nos permite escribir
{P}z:=FE{Q} = [P = wp.(x:= E).Q]

De aqui que una forma préctica de derivar las expresiones que se deben usar en las
asignaciones es comenzar la derivacién analizando wp.(z := E).Q y usar en algin
momento de la misma la validez de P.
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Ejemplo 17.3
Desarrollar un programa que satisfaga

{q:a*c/\w:c2}a,q::a+c,E{q:a*c}
Derivemos FE a partir de la precondicién mas débil:

wp.(a,q:=a+c¢, E).(¢g=axc)
= { definicién de wp }
(g=axc)(a,qg:==a+ ¢, E)
= { sustitucién en predicados }
E=(a+c)xc
= { aritmética }
E=ax*c+c?
= { precondicién (aqui se usa la validez de P) }

E=q+w

A veces, programas que son aparentemente diferentes (por su sintaxis) son en
realidad equivalentes en cuanto a los cambios de estados que producen. Esto motiva
la siguiente definicién:

Definicion 17.1 (Equivalencia de programas)
Dos programas Sy T se dicen equivalentes si solo si (VQ :: wp.S.Q = wp.T.Q ).
Lo denotaremos S =T

Ejercicio 17.1
Usando la definicién de equivalencia de programas, demostrar:(z := ) = skip.

17.4 Concatenacion o composicion

La concatenacion permite describir secuencias de acciones. La ejecucién de dos
sentencias S y T, una a continuacién de la otra, se indicaréd separando las mismas
con punto y coma:

S; T

siendo la de la izquierda la primera que se ejecuta.

La precondiciéon més débil de la concatenacién S; T con respecto a un predicado
() se obtiene tomando primero la precondicion mas débil de T con respecto a
Q (wp.T.Q) y luego la precondicién més débil de S con respecto a este tltimo
predicado:

’[wp.S;T.Q = wp.S.(wp.T.Q)]‘
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Para demostrar {P}S;T {Q} hay que encontrar un predicado “intermedio” R
que sirva como postcondiciéon de S y como precondicién de T

|{P} $;T{Q} = existe R tal que {P} S {R} A {R} T {Q}]

Ejemplo 17.4

El programa
[var z,y : Int
{z >y}
y=y+Lzrz:=x+1
“{w >y}

es correcto, puesto que {R: x > y} es un predicado intermedio vélido.

Ejercicio 17.2
Usando la definicién de equivalencia de programas, demostrar:

(a) S;skip =Sy skip; S =S (es decir, skip es el elemento neutro de la conca-
tenacion).

(b) S;abort = abort y abort; S = abort

17.5 Alternativa

Los comandos vistos hasta el momento solo permiten derivar programas muy
simples. Un comando que amplia notablemente las posibilidades de desarrollar
programas es el que permite una alternativa. La sintaxis es

if By — Sy
O Bl—>Sl

B, — Sn
fi

donde para todo 0 < i < n, B; es una expresién booleana y S; es una instruccién.
Las expresiones B; se llaman guardas o protecciones (en inglés, guards) y B; — S;
se denominan comandos resguardados o protegidos (en inglés, guarded commands).
Notar la analogia con lo expuesto en la seccién 7.5.

La alternativa funciona de la siguiente manera: todas las guardas son evaluadas;
si ninguna es True, se produce un abort; en caso contrario, se elige (de alguna
manera) una guarda B; que sea True y se ejecuta el correspondiente S;.
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Ya hemos dicho que abort no es una sentencia ejecutable; por lo tanto, un if
con ninguna guarda verdadera serd considerado un error.

La especificacion de la alternativa es la siguiente:

{P} if Byg— Sy {Q} = [Pé(B()\/Bl\/...\/Bn)}
O B — 5 AP A Bo} So{Q}
AN{P A B} S {Q}
O B,— S,
fi NP A B} S, {Q}

La implicacién P = (By V By V...V B,,) es necesaria para asegurarse que el
programa no es erréneo (contiene un abort), mientras que { P A B;} S; {Q} asegura
que ejecutar S; cuando se satisface P A B; conduce a un estado que satisface @,
es decir, cualquiera que sea la guarda verdadera, ejecutar el respectivo comando
conduce al estado final deseado.

Asumiremos que las expresiones B; estdn todas bien definidas, de otra manera
habria que agregar esta condicién en el segundo miembro:

[P=def.BoANdef.ByA\...Ndef.B, N(BoVB1V...VB,) .

En cuanto a la precondicién mas débil de la alternativa con respecto a un
predicado @, notemos que lo minimo requerido es que alguna de las guardas B;
sea verdadera y que cada una de ellas sea mas fuerte que la precondicién mas débil
del respectivo S; con respecto a Q:

\wp.if.Q =[(BoV By V...V Ba) A(By = wp.So-Q) A A (By = wp.S,.Q)] |

Asi, al derivar un if con precondiciéon P y postcondicién @) hay que probar:
(i) [P= (BoVB1V...VBy,)]
(ii) {P A B;} S; {Q} o, equivalentemente, [P A B; = wp.S;.Q)]

Ejemplo 17.5
Determinar S tal que:

{P:2=XANy=Y}S{Q: @=XVz=Y)Az>XAx>Y} ,

donde X e Y son constantes.

Teniendo en cuenta la precondicién, para lograr (x = XVa =Y) = True, podemos
hacer dos cosas: skip o x := y. Veamos lo que necesitamos para poder ejecutar la
segunda:



17.5 ALTERNATIVA 259

wp.(z:=y).(z=XVe=Y)Az>XAz>Y)

= { definicién de wp }
(z=XVe=Y)Az>XANz>Y)(z:=y)

= { sustitucién }
(y=XVy=Y)Ay=>XAy>Y

= { y =Y por precondicién }

True Ay > X AN True

= { True elemento neutro de A }
y=X
= { 2 = X por precondicién }
y>x
Esto nos dice que en caso de valer y > x, ejecutar x := y conduce a un estado
que satisface la postcondicién. En otras palabras, y > = es candidato a ser una
guarda, bajo la cual el comando a ejecutar es x := y. Es importante notar que

no podemos quedarnos con y > X como guarda, puesto que X no es variable de
programa y por lo tanto no puede figurar en una guarda.

Veamos ahora los requisitos para ejecutar skip:

wp.skip.((t=XVz=Y)ANx>X Az >Y)
= { definicién de wp }
(r=XVe=Y)Ae>XANz>Y
= { « = X por precondicién }
True NTrueAx >Y
= { True elemento neutro de A }
z>Y
= { y =Y por precondicién }
x>y
Esto nos dice que en caso de valer x > y, ejecutar skip conduce a un estado

que satisface la postcondicién. En otras palabras, x > y es candidato a ser una
guarda, bajo la cual el comando a ejecutar es skip.

Hasta aqui hemos demostrado

[PA(y>z)=wp(z:=y).Q] v [PA(x>y)= wpskipqQ] ,
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lo que nos conduce a proponer el siguiente programa:

Y>r—ri=y
x>y — skip

= 0O =

Todavia falta probar [P = (Bg V By)]. Pero (y > =V z > y) = True, por
lo tanto esta implicaciéon también es cierta para cualquier P, con lo cual queda
demostrado que el programa de arriba es correcto para la especificacién dada.

Ejercicio 17.3
Demostrar que if False — S fi es equivalente a abort.

17.6 Repeticion

La lista de comandos se completa con una sentencia que permitira la ejecucién
repetida de una accion, lo que recibird el nombre de ciclo. La sintaxis es

do By — S
O B —5
O B, — S,
od

donde para todo 0 < ¢ < n, B; es una expresion booleana también llamada guarda
y S; es una instruccién.

El ciclo funciona de la siguiente manera: mientras haya guardas equivalentes a
True, se elige (de alguna manera) una de ellas y se ejecuta la instruccién corres-
pondiente; luego vuelven a evaluarse las guardas. Esto se repite hasta que ninguna
guarda sea True. Si desde un principio ninguna guarda es True, el ciclo equivale
a un skip.

La especificacién de la repeticion es

{P} do BOHSO {Q} = [P/\"Bo/\_'Bl/\.../\_‘B7,:>Q]
O B —S5 NP A Bo} So{P}
N{P A B} S {P}
O B,—5,
od AN{P A B,} S, {P}

A el ciclo termina
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La implicacién P A =By A =B1 A ... A =B, = @ asegura el cumplimiento
de la postcondiciéon cuando ninguna guarda es verdadera, es decir, cuando el ciclo
termina, mientras que {P A B;} S; { P} asegura que ejecutar S; cuando se satisface
P A B; conduce a un estado que satisface P, lo cual es necesario para que tenga
sentido volver a evaluar las guardas. La condicién adicional “el ciclo termina” es
necesaria porque de otra manera el programa podria ejecutarse indefinidamente,
lo cual es ciertamente indeseable. Mas adelante formalizaremos esta condicién.

Asumiremos que las expresiones B; estan todas bien definidas, de otra manera
habria que agregar esta condicién en el segundo miembro.

Un predicado P que satisface {P A B;} S; { P} recibe el nombre de invariante.
La mayor dificultad de la programacion imperativa consiste en la determinacién
de invariantes (notemos que esto es de vital importancia para el armado del ciclo).
Hay varias técnicas para determinar invariantes, que analizaremos mas adelante.
Por ahora, intentaremos comprender el funcionamiento de los ciclos suponiendo
que ya se ha determinado el invariante.

Ejemplo 17.6 (Maximo Comin Divisor)
Desarrollar un algoritmo para calcular el maximo comun divisor entre dos enteros
positivos.

El programa tendra la siguiente especificacion:

[var =,y : Int

con X,Y :Int

{X>0ANY >0Nz=XAy=Y}
S

{x = med. XY}

]

Para derivar S, recordemos las propiedades del med:

(1) med.x.x = x

(2) med.x.y = med.y.x

B) x>y = meda.y =med.(v —y).y

y>x = medax.y =medx.(y —x)

Postulamos el siguiente invariante: {P : = > 0Ay > 0Amed.z.y = med. XY} (no-
temos que la precondicién implica P, es decir, P es un predicado que efectivamente
vale al comienzo de .5).
Derivemos ahora el ciclo, usando la propiedad (3):

PAx>y
= { reemplazando P }
x>0Ay>0Amedxy =med XY ANx >y
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= { propiedad (3) }
x>0Ay>0Amed.(z—y)y=mcd XY ANx >y
= { édlgebra }
x—y>0Ay>0Amed.(x —y)y=medX.Y
= { sustitucién en predicados }
Plz:=xz—vy)

Hemos demostrado que eligiendo como guarda x > y y como instruccién x := z—y,
luego de ejecutar la accién sigue valiendo P, es decir, {P Ax >y} x:=z —y{P}
es correcto. Andlogamente, partiendo de P Ay > x se arriba a P(y := y — ). Asi,
obtenemos el ciclo

[var =,y : Int

con X,Y :Int

{(X>0ANY >0Nne=XAy=Y}
do z>y—zx:=x—y

O y>r—y=y—=z

od

{r = med. XY}

]

Observemos que si © = y el ciclo equivale a un skip, lo cual es correcto por
propiedad (1) del med. En otras palabras,

(PA=(z>y)A=(y>zx)) = {x=mcd XY} .

Hasta este punto, hemos demostrado lo que se conoce como correcciéon par-
cial del ciclo. Esto es: suponiendo que el ciclo termina, demostrar

(i) (PA=ByA=BiA...A=B,) = Q
(i) {PAB;}S;{P} VO0<i<n

Ahora bien, atin no podemos asegurar que el programa derivado sea completa-
mente correcto, pues no hemos demostrado que el ciclo termina. Esta demostracion
se conoce como prueba de correccion total y consiste en encontrar una funcién
t : Estados — Int, acotada inferiormente y con la propiedad de decrecer en ca-
da paso de la repeticién. Esta funcién recibe el nombre de funcién variante o
funcién de cota. De aqui en adelante frecuentemente la llamaremos simplemente
cota.

Para demostrar que el ciclo termina, hay que encontrar alguna funcién
t : Estados — Int tal que:

(i) [PAN(BoVB1V...VB,) = t>0]
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(11) {P/\Bi/\tZT}Si{t<T} Vo<i<n

La condicién (i) asegura que mientras alguna guarda es verdadera, la funcién
de cota es no negativa; o bien, leido al revés, si la funcién de cota se hace negativa,
entonces ninguna guarda es verdadera (puesto que P siempre es verdadero):

PAt<0= =(ByVB1V...VB,) .

Por otra parte, la condicién (ii) asegura el decrecimiento de la funcién cota
con la ejecucién de cualquier S;. De esta manera, en algiin momento la cota sera
negativa y por lo explicado mas arriba queda claro que el ciclo habra terminado.

En el ejemplo precedente, una eleccién posible para la funciéon variante es
t = mazx.z.y. Otra cota posible es t = |z — y|. Reiteramos que basta con encontrar
una funcién de cota; damos aqui dos funciones diferentes solo a modo de ejemplo.

No hemos mencionado atn la precondiciéon mas débil de la repeticiéon. La razén
es que su expresion es complicada y no resulta de utilidad para la derivacion de
ciclos. Lo que se usa es el denominado teorema de invariancia, cuyo enunciado
resume lo que hicimos en el ejemplo precedente. El teorema de invariancia asegura
que si probamos correccién parcial y correccion total, el ciclo estd bien disenado.

Teorema 17.2 (Teorema de invariancia)

{P} @BOHSO {Q} [P/\ﬁBo/\ﬁBl/\.../\ﬁBn@Q]

A Existe t . Estados — Int tal que

o B,—S, () [PN(BoVB1V...VB,) = t>0]

od (i) {PAB;ANt=T}S; {t<T}
Vo<i<n

Ejercicio 17.4
Demostrar que todo ciclo se puede reescribir como un ciclo con una sola guarda:

do By—S = do ByVDB —
O B —5 if By — S
od OB — 5
fi
od

El enunciado del ejercicio resulta ttil, pues no todos los lenguajes de progra-
macién admiten ciclos con varias guardas.
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17.7 Ejercicios

Ejercicio 17.5

En cada uno de los siguientes casos, determinar la precondiciéon mas débil wp para
que el programa sea correcto. Suponer que las variables x, y, z, ¢, r son de tipo
Int, las variables 7, j son de tipo Nat y las variables a, b son de tipo Bool.

L. {wp}z:=8{x =8}

2. {wpo =8 {z £ 8}

3. {wp}z:=8{x =T}

4 {wptr=2+2, y:=y—-2{z+y=0}

5. {wplr =z + 1 y:=y—1{zxy=0}

6. {wpyz:=x+1; y:=y—1{z+y+10=0}
7. {wptz:i=zxy; x:=x—1{z*xy* =c}

8. {wp}x, z,y:= Lc,d{z*my:cd}

9. {wp}ti,j=i+ij; j=j+i{i=j}

10. {wp}az = (v —y)* (v +y) {z +y° = 0}

1. {wp}q,r:=q+1Lr—y{g*y+r=a}

12. {wpla=a=bb=a=b a:=a=b{(a=B)A(b=A)}

Ejercicio 17.6
[vdS93] En cada uno de los siguientes casos, determinar el predicado @ més fuerte
para que el programa sea correcto. Suponer que las variables x, y son de tipo Int.

1. {z =10}z =2+ 1{Q}
2. {22 > 45}z =2+ 1{Q}
3. {z > 10}z =2 — 10{Q}
4. {0 <z <10}z =22 {Q}
5. {a® =y} z = |2[{Q}

Ejercicio 17.7
Calcular expresiones E tales que:

1. {A=q«B+r}q:=E;r:==r—B{A=qg+«B+r}
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2. {xxy+pxq=N}rx:=x—p;qg:=FE{r*xy+pxq=N}

Ejercicio 17.8
Demostrar: {r = AANy=Bler:=z—y;y:=ax+y; c:=y—z{x=BAy=A}

Ejercicio 17.9
Demostrar que los siguientes programas son correctos. En todos los casos x, y : Int
y a, b: Bool.

1. {True} 2. {True}
ife>1—-z:=0+1 if x >y — skip
Ozrx<l—-azx:=x-1 Oz<y—=uzy:=y2
fi fi
{z #1} {z >y}

3. {True} 4. {True}

T,Y =Y*Y,T*T if -aVb—a:=-a
ife>y—-ax=0c—y OaV-b—b:=-b
Ozx<y—y=y—ux fi

fi {a Vv b}

{r>0Ay >0}

5. {N >0} 6. {N >0}
z:=0 z,y :=0,0
dox#N—-z:=x+1 dox#0—zx:=x—-1
od Oy#N—zy:=Ny+1
{z =N} od

{r=0Ay=N}

Ejercicio 17.10

Suponiendo que el programa de la izquierda es correcto, demostrar que el de la
derecha también lo es, es decir, siempre se puede lograr que el if sea deterministico
(solo una guarda verdadera).

{P} if By — So {Q} {P} if ByA-B1 — Sy {Q}
OB — S O By — 51
fi fi

Ejercicio 17.11

Demostrar que el siguiente programa es equivalente a Skip:
do False — S
od
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Ejercicio 17.12
Demostrar las siguientes implicaciones:

1. {P} {P}

if B— S
fi = S
{Q} {Q}
2. {P} {P}
if Bo— S if By— So
O B1 — Sl = O ﬁBQ — Sl
fi fi

(@) Q)
3. {P} {P}

. ﬁ Bo—> SO
£ Bo— S 0 -By— if B -5
0 Bi— 5 = O By, — S
O BQ_’ 52 P 2 2
fi f =

{Q} {Q}

Ejercicio 17.13
[vdS93] En la seccién 17.2 se ha especificado la sentencia abort mediante

{P}abort{Q} = [P = False] .
Considerar ahora una sentencia “inversa”, es decir, especificada por:
{P}troba{Q} = [Q = False] .

iSerfa 1til una sentencia como esta en un lenguaje de programacién? ;Es po-
sible implementarla?

Ejercicio 17.14
[vdS93] Tomando como invariante {True} y como funcién de cota t.x = 2%, se

puede demostrar que el programa
{True} doTrue — x:=x—1od {True}

es correcto. ;Cuadl es el error?



Capitulo 18

Introduccion al calculo de
programas imperativos

The Road goes ever on and on

Down from the door where it began.
Now far ahead the road has gone,

And I must follow, if I can,
Pursuing it with weary feet,

Until it joins some larger way
Where many paths and errands meet.

And wither then? I cannot say.

J.R.R.Tolkien:
The Lord of the Rings

En el capitulo anterior definimos los comandos bésicos de un lenguaje de pro-
gramacién imperativo. Salvo en el caso de la repeticién, para cada uno de ellos
definimos la precondicién méas débil, la cual indica la forma en que se deben derivar
programas que contengan estos comandos. En este capitulo nos concentraremos en
la derivacién de programas que incluyen repeticiones.

18.1 Derivacion de ciclos

El teorema de invariancia proporciona las condiciones necesarias para demos-
trar que un ciclo es correcto. Ahora bien, ;cémo desarrollar un ciclo a partir de la
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especificacion mediante pre y postcondiciéon de un problema?

Pensemos, para simplificar, en un ciclo con una sola guarda. Podemos expresar
el teorema de invariancia de la siguiente manera:

{P AB}S{P}
{PABAt=T}S{t<T} = {P}do B— S od{P A-B}
PAt<0=-B

Supongamos ahora que el problema a resolver estéd especificado por una precon-
dicién general R y una postcondicién general ). Comencemos por la postcondicién:
si se cumplen

» {P}do B— Sod{PA-B}
= PA\-B = Q@

entonces, por debilitamiento de la postcondicién, se cumple
{P}do B — S od {Q}

En otras palabras, si @ es la postcondicién del problema, el invariante P y la
guarda B deben elegirse de tal manera que P A -B = Q.

Consideremos ahora la precondicién: como P debe valer al inicio del ciclo,
debemos derivar un programa S’ tal que {R} S’ { P}, proceso que se conoce como
inicializacién. De esta manera, tenemos

= {R}S"{P}

» {P}do B — S od{Q}
y concatenando ambos, tenemos un programa con precondicién R y postcondicién
Q, como desedbamos.

Concentrémonos ahora en el desarrollo del ciclo propiamente dicho, es decir en
encontrar un programa S tal que {P}do B — S od{P A—B}, donde P es el
invariante. Por el teorema de invariancia, S debe satisfacer

{PAB}S{P}
{PABAt=T}S{t<T}

En este punto del desarrollo, tanto el invariante P como la guarda B han sido
determinados, por lo que no hay nada que agregar a la primera condicién. Pero
en la segunda condicién interviene la cota t, que aun no ha sido determinada.
El préoximo paso es, entonces, elegir la funcién variante, lo cual debe hacerse de
manera tal de satisfacer lo requerido por el teorema de invariancia, es decir, debe
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cumplir P At < 0 = —B. Una vez determinada t, solo resta derivar el cuerpo del
ciclo, S.

Sintetizando, dadas una precondicién R y una postcondicién @, los pasos a seguir
son:

1. Elegir el invariante P y la guarda B de manera que se satisfaga PA—~B = Q.
Esto garantiza el cumplimiento de la postcondicién al finalizar el ciclo.

2. Inicializar, desarrollando S’ tal que {R} S’ {P}. Esto garantiza el cumpli-
miento del invariante al comenzar el ciclo.

3. Elegir la cota t de manera que P At < 0 = —B, es decir, una funcién cuyo
decrecimiento asegure que la guarda B sea falsa en algin momento. Esto
garantiza la finalizacién del ciclo.

4. Derivar S de tal manera que {P A B} S{P}y{PABAt=T}S{t <T}, es
decir, un programa que mantenga el invariante y decrezca la funcién variante.

La eleccién del invariante resulta crucial para el desarrollo correcto del ciclo.
El capitulo 19 esta dedicado al estudio de algunas técnicas que se pueden aplicar
para la determinacién de invariantes, pero antes de introducirnos en este tema,
sugerimos resolver los ejercicios que siguen, en los cuales el invariante esta dado.

18.2 Ejercicios

Ejercicio 18.1
Derivar dos programas que calculen » = XY a partir de cada una de las siguientes
definiciones de la funcién exponencial:

(a) exp(z,y) = (y=0—1
Oy#0—zxexp(r,y—1)

)
(b) exp(z,y) = (y=0—1
ODy#0—( ymod2=0— exp(z*z,y div 2)
Oy mod2 =1— xxexp(x,y—1)
)
)
Disenar los dos programas a partir de:
Precondicion R: {a=XAy=Y Az >0Ay >0}
Postcondicién Q:  {r = XY}
Invariante P: {y>0Ar*a¥y=XY}

Para cada programa usar una de las definiciones. Tener en cuenta las mismas
a la hora de decidir la manera de achicar la cota.
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Ejercicio 18.2
Dado n > 0, desarrollar un programa que devuelva en la variable k£ la mayor
potencia de 2 menor o igual que n.

Precondicién R:  {n > 0}
Postcondicién @: {0 <k<nAn<2xkA{(3j:0<j: k=21)}
Invariante P: {0<k<nA(3j:0<j: k=27)}



Capitulo 19

Técnicas para determinar
invariantes

In many of the more relaxed civilizations on the
Outer Eastern Rim of the Galaxy, the Hitchhiker’s
Guide has already suplanted the great
Encyclopedia Galactica as the standard repository
of all knowledge and wisdom, for though it has many
omissions and contains much that is apocryphal, or at
least wildly inaccurate, it scores over the older, more
pedestrian work in two important respects.

First, it is slighty cheaper; and second it has
the words DON’T PANIC inscribed in large friendly
letters on its cover.

Douglas Adams
The Hitchhiker’s Guide to the Galazy

El primer paso en la derivacién de un ciclo es la determinacién del invariante
P y la guarda B, los cuales, como hemos dicho, deben satisfacer P A =B = @,
donde @ es la postcondicién del problema. A continuacién describiremos algunas
técnicas para determinar invariantes.
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19.1 Tomar términos de una conjuncion

En algunas ocasiones la postcondicién es una conjuncién, digamos Q@ = QoAQ1,
o puede reescribirse como tal. En estos casos, la implicacion P A =B = @ puede
asegurarse facilmente tomando como P a uno de los términos de la conjuncion y
como B a la negacion del otro: P = Qg y B = —=Q;.

Ejemplo 19.1 (Division entera)
Dados dos niimeros, hay que encontrar el cociente y el resto de la divisién entera
entre ellos.

Para enteros x > 0 e y > 0, el cociente ¢ y el resto r de la divisién entera de x
por y estan caracterizados por x = ¢*y+r A0 <rAr <y. Por lo tanto, debemos
derivar un programa S que satisfaga

[var z,y,q,r : Int

{R: >0Ay>0} (precondicién)
S
{Q: z=q*xy+rAN0<rAr<y} (postcondicidn)

]

La poscondicién es una conjuncién de tres términos. El primero de ellos,
r=qx*xy+r, debe ser valido en todo momento, ya que en cualquier paso in-
termedio de una division se verifica que el cociente obtenido hasta el momento
multiplicado por el divisor més el resto que se tiene en ese momento es igual al
dividendo. El término 0 < r también debe valer en todo momento, puesto que la
divisién no admite restos negativos. El término restante, » < y, no es necesaria-
mente vélido en todo momento de la divisién; méas ain, solo se verifica al completar
la misma.

Por ello elegimos como invariante {P : = = ¢*y +r A0 < r}. La guarda
es la negacién del resto de la conjuncién, es decir =(r < y), de donde resulta
{B: r>y}.

El préximo paso es establecer el invariante inicialmente. Como en P intervienen
q vy T, que no aparecen en la precondicién R, la inicializacién debe consistir en una
asignacion de valores a estas variables. Debemos elegir, pues, expresiones enteras
E y F tales que R = wp.(q,r := E, F).P.

wp.(q,r .= E,F).P
{ definicién de wp y P }
(x=qgxy+rAN0<r)(q,r:=E,F)

{ sustitucién en predicados }

r=FExy+ FAOLF



19.1 TOMAR TERMINOS DE UNA CONJUNCION 273

< { precondicién y E, F : Int }
E=0NF=x

Hasta aqui tenemos:

[var z,y,q,r : Int

{R: 2>0Ay>0}

q,r:=0,x

{P: z=qxy+rA0<r}
dor>y—Sod

{Q: z=qxy+rAN0<rAr<uy}

]

El paso siguiente es determinar la cota t. Sabemos que el decrecimiento de
t debe asegurar que la guarda sea falsa en algin momento. Como la guarda es
r > vy, esto se lograria haciendo decrecer r o haciendo crecer y; pero lo segundo
no es factible, por lo que elegimos lo primero. Como funcién variante, tomamos
tr=r.

Lo tnico que resta es derivar el cuerpo del ciclo. El andlisis que hemos efec-
tuado para determinar la cota nos indica que r debe decrecer. Postulemos, en-
tonces, ejecutar ¢, := FE,r — k y determinemos los valores adecuados de F
y k, teniendo en cuenta que debemos mantener el invariante, es decir, se debe
satisfacer {P A B} (q,r := E,r — k) {P}. Esto queda garantizado demostrando
PAB = wp(q,r:=E,r—k).P.

wp.(q,7:= E,r —k).P
= { definicién de wp }

(r=q*xy+rAN0<r)(qgr:=E,r—k)
= { sustitucién en predicados }

r=Exy+(r—-kA0<r—k
= { Py aritmética }

gxy+r=Exy+r—kANk<r

= { aritmética }

k
EFE=q+—-ANEkE<Zr
Y
Como E debe ser entero, k debe ser multiplo de y. Ademas, k debe ser positivo,
para que t decrezca. Podemos elegir, entonces, cualquier multiplo positivo de y.

Continuemos la derivacién:

k
E=q+—-ANEkE<Zr
Y
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< { Elegimos k = y, el menor miltiplo positivo de y }
E=q+1Ay<r

={y<rporB}
E=q+1

Finalmente obtenemos el programa completo:

[var z,y,q,r : Int
q,r:=0,x
@TZZJ—’Q’T:Q'FLT’—ZJ@

]

En algunas ocasiones, la postcondicién no estd dada inicialmente como una
conjuncion, pero puede reescribirse como tal.

Ejemplo 19.2 (Bdsqueda lineal)
Dada f : Nat — Bool y suponiendo (In :0<n: f.n), encontrar el minimo
natural z tal que f.z.

Como precondicién tenemos {R: (In :0<n: fn)}

La postcondicién es {Q : z = (Mini : 0<4iA fi: i)}. Como esta expre-
sién no sirve para derivar el ciclo, busquemos una equivalente a ella que sea una
conjuncién, usando la definicién de minimo.

Tomemos {Q : 0 <z A faxA(Vi:0<i<z: -f.i)} El primer término de
la conjuncion establece que x debe ser natural, el segundo dice que debe valer f.x
y el tercero indica que f.i no es valida para ningtin natural ¢ menor que z, con lo
cual x resulta ser el minimo natural i para el que vale f.i.

El término f.x no puede formar parte del invariante, pues como este debe valer
al comienzo del ciclo, deberiamos inicializar con la solucién del problema, valor
que desconocemos. Por eso elegimos como guarda la negacion de este término y
como invariante el resto de la conjuncion:

P: 0<zA(Vi:0<i<ax: fi)
B:-fx
Como la tnica variable de estado que figura en el invariante es z, debemos
inicializar asignando un valor a esta variable, es decir, debemos encontrar E tal
que R = wp.(x:=E).P
wp.(x:=E).(0<zA(Vi:0<i<z: ~fi))
= { definicién de wp }
0<EA(Vi:0<i<E: —fi)
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< { rango vacio asegura que el segundo término sea True }

E=0

Hasta aqui tenemos:

[var « : Int
{R: (In :0<n: fn)}
z:=0

{P: 0<zA(Vi:0<i<zx: ~fi)}

do ~f.x — S od

{Q: 0<zANfaAN(Vi:0<i<x: ~fi)}
]

La tnica informacién que tenemos sobre f es que f.N vale para algun N, por
lo que el candidato a cota es t.x = N — .

El modo de hacer decrecer la cota es incrementar x. Propongamos la asignacién
z :=x + k y encontremos el valor adecuado de k, teniendo presente que se debe
satisfacer PA B = wp.(x ==z + k).P

wp.(x:=x+k).0<azA(Vi:0<i<z: ~fi))
= { definicién de wp }
0<z+kA(Vi:0<i<az+k: ~fi)
{ particién de rango }

0<z+kA(Vi:0<i<z: ~fi)A~farn(Vi:z+1<i<z+k: ~fi)

{ el segundo y tercer términos son equivalentes a T'rue por Py B }
O0<z+kA{Vi:z+1<i<xz+k: ~fi)

Cualquier valor positivo de k asegura el cumplimiento del primer término.
Dado que no conocemos ninguna propiedad de f que nos ayude, la tnica forma de

asegurar que el segundo término sea True es haciendo que el rango sea vacio, por
lo que el Unico valor posible para k es 1.

O0<z+kA(Vi:z+1<i<z+k: fi)
< {k=1}
0<z+1A(Vi:z+1<i<z+1: -fi)
= { x4+ 1> 0 por P; rango vacio en el segundo término }

True
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Finalmente estamos en condiciones de dar un programa para la busqueda lineal:

[var = : Int
{R: (In :0<n: fn)}
z:=0

{P: 0<zA(Vi:0<i<z: —fi)}

do ~fx—z:=x+1o0d

{Q: 0<zAfaAn(Vi:0<i<zx: ~fi)}
I

Ejemplo 19.3 (Division entera mejorada)

El costo de un ciclo se obtiene multiplicando la cantidad de operaciones realizadas
dentro del ciclo por la cantidad de repeticiones del mismo. Por eso, es deseable
repetir la menor cantidad de veces. Volvamos a considerar el problema de encontrar
el cociente y el resto de la division entera de dos nimeros. Al derivar este programa
vimos que el cuerpo del ciclo debia ser de la forma ¢,r := E,;r — k, donde E y k
debian satisfacer E = ¢+ k/y Ak < r. Ademds, por ser r la cota, k también debia
satisfacer 0 < k. De alli resulté que k debia ser un multiplo positivo de y. En aquel
momento elegimos k = y. Pensemos ahora en la posibilidad de considerar un valor
mas grande de k, lo que haria decrecer la cota mas rdpidamente, reduciendo la
cantidad de repeticiones del ciclo y por ende su costo. Para ello dejemos expresado
k = d * y, sin darle un valor especifico a d atun.

k

={k=dxy}
d
E:q+%A0<d*y/\d*y§T

= { y > 0 por precondicién, aritmética }
E=qg+dNO<dANdxy<r

= { 4lgebra }
E=q+dAN1<dAdxy<r

= { suponiendo 1 < dAdx*xy <r}
E=q+d

Esto nos permite escribir

[var z,y,q,r,d: Int

{R: z>0Ay>0}
q,r:=0,x

{P: z=qxy+rA0<r}
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dor>y—Sp;q,r:=q+d,r—dxyod
{Q: z=qgxy+rAN0<rAr<uy}

]

donde Sj consiste en determinar d tal que 1 < dAdxy < r. Més atn, para evitar
la multiplicacién d * y dentro del ciclo, podemos mantener invariante dd = d * y.
De esta manera, debemos derivar el siguiente algoritmo:

[var z,y,q,r,d,dd : Int

(R: 2>0Ay >0}

q,r:=0,2

{P: z=qxy+rA0<r}
dor>y—Sy;q,r:=q+d,r—ddod
{Q: z=qxy+rAN0<rAr<uy}

]

donde S; consiste en calcular d y dd tales que 1 <dAdx*xy <rAdd=dxy. Para
derivar Sp, llamemos

R()Z 1§d
Ry: dxy<r
Ro: dd=dxy

Lo que buscamos es el méximo valor de d que satisface Ry A R1, lo cual equivale
a buscar el minimo valor de d tal que r < (d + 1) * y. Como ademds sabemos que
existe un d que satisface esta condicién, podriamos pensar en resolver el problema
usando bisqueda lineal.

Ejercicio: Determinar d usando bisqueda lineal.

Sin embargo, esta solucidon no es eficiente, pues cada repeticién tendra costo
lineal. Para disminuir el costo, debemos encontrar una manera de incrementar d
mas rapido que linealmente. Pidamos, por ejemplo, que d sea una potencia de 2:

Rs3 : d es potencia de 2

Notemos que al pedir esto estamos tomando una decisién de diseno, pues esta-
mos restringiendo los candidatos a d; pero no es una restriccién tan drastica como
la que hicimos al tomar d =1 (k = y).

Ademais, pediremos que d sea la maxima potencia de 2 posible, lo que -debido
a R;- da lugar a una restriccién mas:

Ry: r<2xdxy

En otras palabras, S tiene como postcondicién RR = Ry A Ry A Ro A R3 A Ry
y su precondiciéon es P Ar > y.
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Derivemos ahora S7 a partir de su especificaciéon. Aprovechando que la post-
condicién es una conjuncién, intentemos derivar un ciclo. El primer paso es elegir
el invariante. Claramente, tanto Ry como R3 deben formar parte del invariante,
pues contienen informacién acerca de d que no debe ser cambiada. Lo mismo ocu-
rre con Ry, que es el Unico término de la conjuncién que dice algo acerca de dd.
De las otras dos, solo una puede usarse en la guarda, debiendo la otra quedar en
el invariante. Eligiendo R4 para la guarda (la eleccién es arbitraria), obtenemos

invariante: PP : Ry A Ri ARy N Rs3
guarda: BB : =Ry,

Ahora debemos inicializar d y dd de manera tal que
{PAr>y}d,dd:= E,F{PP} .
Ejercicio: Probar que la inicializacién d,dd := 1,y es corrrecta.

Hasta este punto, tenemos
{PAr =y}

d,dd =1,y

{PP}
dor>2xd+xy— SS od
{RR}

Nos resta derivar S.S. Lo tnico que podemos hacer para lograr que la guarda
sea falsa en algiin momento es incrementar d. Por lo tanto, elegimos como cota
t.r.d =r — d. Como la variable dd depende del valor de d, también serd necesario
modificarla. En otras palabras, proponemos como SS la asignacién d,dd := E, F.
Ahora bien, como esta asignacién debe mantener el invariante (en particular d debe
ser una potencia de 2) la forma obvia de modificar d es d := d+2 y consecuentemente
también habra que hacer dd := dd * 2. Probemos que esto es correcto, es decir, que
{PP ABB}d,dd:=2xd,2«dd{PP}:

wp.(d,dd :== 2 xd,2 * dd).PP
= { definicién de wp y PP }

(1 <dAdxy <rAdd=dxyN{Tk :k>0: d=2"))(d,dd :=2xd,2xdd)
{ sustitucién en predicados }
1g2>«d/\2*d*ygr/\2*dd:2*d*y/\<3k :k>0: 2*d:2k>

{ aritmética, definicién de BB }

1<2xdANBBAdd=d+yA(Jk :k>0: d=2F1)

{d>1por PP}

1<2+xdABBAdd=dxyA(3k :k>1: d=2""1)
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< { aritmética }

1<dABBAdd=dxyA(3k :k>0: d=2")
{ definicién de PP }

PP ABB

Finalmente, tenemos el programa completo:

[var z,y,q,r,d,dd : Int

qg, 7 =0,z

dor>y—
d,dd:=1,y
dor>2xdd—d,dd:=2xd,2x*dd od
q,r:=q+d,r—dd

Observacion: Las variables d y dd solo son necesarias en el ciclo interno, por lo
que puede definirselas como variables locales:

[var z,y,q,r : Int

q, 7 =0,z
dor>y—
[var d,dd : Int
d,dd =1,y

dor>2xdd—d,dd:=2xd,2x*dd od
q,r:=q+d,r—dd

Ejercicio: Derivar S; tomando como invariante PP = Ry A Ry A R3 A R4 y como
guarda BB = —R;.

19.2 Reemplazo de constantes por variables

A veces es imposible expresar la postcondicién como una conjuncién. En es-
tos casos, hay que apelar a otras técnicas para la determinacién de invariantes.
Una técnica muy simple, pero no por ello menos 1til, es la de reemplazar en la
postcondicién constantes por variables.

Antes de dar un ejemplo, queremos introducir la nocién de arreglos o vectores
(en inglés, arrays), los que van a cumplir el rol de estructuras ordenadas, similares
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a las listas que manejabamos al usar programacién funcional. Un arreglo es una
funcién definida sobre un segmento de los naturales. En general, un arreglo se
declara de la siguiente manera:

a: array [p,q) of [4]

donde p < q y A indica el tipo de los elementos del arreglo. Por ejemplo:
a:array [0,4) of Int declara un arreglo de 4 elementos de tipo entero.

a:array [5,7) of Bool declara un arreglo de 2 elementos de tipo Bool.

= La cantidad de elementos de un arreglo es ¢ — p. Como permitimos ¢ = p, el
arreglo puede no contener elementos. En este caso, se dird que es un arreglo
vacio.

= No es necesario que el primer indice del arreglo sea 0.

= Un elemento de un arreglo a se referenciard por a.n, donde m solo tiene
sentido en el rango p < n < q.

= Diremos que un valor v estd en el arreglo si algun elemento del arreglo es
igual a v.

= Es posible usar variables cuantificadas en relacién a arreglos. Por ejemplo: si
a: array [p,q) of Int, entonces (Maxi :p <4 < ¢: a.i) indica el maximo
elemento del arreglo.

Ahora si, veamos un ejemplo de determinacién de invariantes mediante el re-
emplazo de constantes por variables en la postcondicion.

Ejemplo 19.4 (Suma de los elementos de un arreglo)
Dado un arreglo de enteros, se debe devolver en una variable la suma de todos los
elementos del arreglo.

Debemos derivar un programa que satisfaga la siguiente especificacién:

[con N : Int; a:array [0,N) of Int

var x : Int
{R: N >0}
S

]|{Q x={1:0<i<N: ai)}

El cuantificador que aparece en la postcondicién involucra las constantes 0 y V.
Tomemos como invariante P lo que se obtiene al reemplazar en la postcondicion
la constante N por la variable n:

{P: 2= i:0<i<n:ai)}.
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Con esta definicién de P, resulta P A (n = N) = Q. De aqui que la guarda es
—(n = N), es decir, n # N. Ahora bien, no podemos permitir valores de n mayores
que N, pues la evaluacion a.i que aparece en el invariante solo tiene sentido cuando
0 < i < N. Por eso, al introducir variables nuevas, es generalmente necesario
reforzar el invariante, a fin de evitar indefiniciones. El refuerzo consiste en agregar
una cldusula indicando el rango para la variable recientemente introducida. En
nuestro caso, debemos pedir

invariante: P: x={>.i:0<i<n: ai) AN0<n<N
guarda: B: n#N
Observar que el refuerzo del invariante permitirfa tomar como guarda n < N
en lugar de n # N.

De aqui en maés, la derivacion se desarrolla del modo acostumbrado. El paso
siguiente es inicializar de manera tal de asegurar { R}inicializacion{ P}.

Ejercicio: Probar que la inicializaciéon n,z := 0,0 es correcta.

Como cota elegimos la funcién t.n = N — n. El cuerpo del ciclo consistira,
pues, en incrementar el valor de n. Naturalmente, una modificacién en el valor de n
producird una modificacién en el valor de x, pues este depende de n. Probemos con
un incremento de n en una unidad. Debemos encontrar, entonces, una expresion
E tal que PAB = wp.(n,x :=n+1,E).P:

wp.(nyz:=n+1L,E).(z=3i:0<i<n:ai) N0<n<N)
= { definicién de wp }
E=03i:0<i<n+1:ai)A0<n+1<N
= { particién de rango y P }
E=3i:0<i<n:ai)+anA0<n<N
= {por Py B}
EFE=z+anN0<n<N

Por lo tanto, arribamos al siguiente programa:

[con N : Int; a:array [0,N) of Int
var x : Int

n,x :=0,0

don#N —z,n:=x+an,n+1od

]

Ejercicio: Derivar el programa tomando como invariante lo que resulta al reem-
plazar en la postcondicién la constante 0 por la variable n.
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Ejemplo 19.5 (Exponenciacién de enteros)
Dados dos enteros no negativos A y B, calcular AP (suponer, para simplificar,
00 =1).

La especificaciéon del programa es:

[con A, B : Int
var r : Int

{R: A>0AB>0}
S

{Q: r= 4P}

I

En la postcondicién aparecen las constantes A y B. Podriamos pensar en re-
emplazar solo una de ellas o bien ambas a la vez por una variable, es decir, los
candidatos a invariante son: » = A%, r = 2B, r = z¥. El segundo es inadecuado,
dado que no podemos hacer induccién sobre z. El tercero es una generalizacién
del primero. Tomemos, pues, el primero: r = A* Ax = B = @, de donde resulta
que la guarda del ciclo debe ser =(x = B). Reforcemos el invariante agregando un
rango para x:

invariante: P: r=A*AN0<z<B
guarda: B: x#8B
Ejercicio: Probar que la inicializacién z,r := 0,1 es correcta.
La cota es t.z = B — x, que decrecera mediante un incremento de la variable
z, el cual, a su vez, producird una modificacion de la variable r. Nuevamente, el
incremento natural es en una unidad.
Busquemos E tal que PA B = wp.(z,r :==z+ 1, F).P:
wp.(x,r:=x+1,E).(r=A*N0<z < B)
= { definicién de wp }
E=A*T1A0<z+1<B
< { 4lgebra }
E=A"xAN0<L<2z<B
= {por Py B}
E=rxA

De esta manera, el programa buscado es

[con A, B : Int

var 7 : Int

z,r:=0,1
dozx#B—z,r:=(x+1),r«Aod
]
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Ejercicio: Después de leer la seccién 19.3, resuelva el problema tomando como
invariante r = x¥.

19.3 Fortalecimiento de invariantes

El método usado para construir un ciclo consiste en plantear la forma de este
dejando algunas expresiones sin resolver, lo cual puede pensarse como ecuaciones
con estas (meta)variables formales como incégnitas. Luego calculamos para “des-
pejar” las incégnitas. Este proceso puede dar lugar a nuevas expresiones las cuales
no admitan una expresién simple en términos de las variables de programa. Una
forma de resolver esta situacién es introducir nuevas variables que se mantengan
invariantemente igual a algunas de estas subexpresiones. Esto resuelve el problema
a costa de introducir la necesidad de mantener el nuevo invariante.

La técnica de fortalecimiento de invariantes es en algunos casos analoga a la
aplicacién en funcional de la técnica de modularizacién (junto con la técnica de
tuplas para mejorar la eficiencia) y en otros a una forma particular de aplicacién
de la técnica de generalizacion.

Ejemplo 19.6 (Tabla de cubos)

Consideremos el problema de calcular 2 = N3, con N natural, usando solamente
sumas. Aplicando la técnica de reemplazo de constantes por variables, proponemos
como invariante

PZP()/\Pl,
donde
Pozx=n3; P:0<n<N ,

siendo la guarda del ciclo n # N y la funcién de cota t.n = N — n.

Ejercicio: Probar que la inicializacién z,n := 0,0 es correcta.

Incrementemos n en una unidad y derivemos el programa que mantiene P,
invariante (la invariancia de P; se deja como ejercicio para el lector):

wp.(x,n:=E,n+1).Py
{ def. de wp }
E=(n+1)3

= { aritmética }

E=n34+3n?+3n+1
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Para obtener el valor de F, es necesario sumar 3n? + 3n + 1 al valor anterior
de z. Pero esta suma no puede expresarse facilmente en términos de n y x usando
solo sumas. Por ello, introducimos una nueva variable que representa este valor y
fortalecemos el invariante agregando un término que mantenga la invariancia de
la nueva variable:

P P() AN P1 A P2 5
donde

Py:y=3n2+3n+1.
Ejercicio: Probar que la inicializacién x,y,n := 0,1,0 es correcta.

wp.(z,y,n:=E, F,n+1).(Py A Py)

= { def. de wp }
E=n+13AF=3n+1)?+3(n+1)+1
{ aritmética }
E=n*+3n?+3n+1AF=3n>+6n+3+3n+3+1

= {por P}
EF=x+yANF=y+6n+6

Aplicando nuevamente la misma estrategia, introducimos z = 6n + 6 y fortale-
cemos el invariante:

P: BhbAPLANP,ANP; |
donde
Py: z=6n+6 .
Ejercicio: Determinar la inicializacién correcta.

Con una derivacién analoga a la anterior, se obtiene finalmente el siguiente
programa:

[ con N : Int;var x,y, z : Int;
{N =0}
z,y,z,n:=0,1,6,0
{Po NPy NPy A\ Ps3}
don#N —z,y,z,n:=x+y,y+z22+6n+1od
{z = N%)
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Ejemplo 19.7 (Fibonacci)
Consideremos nuevamente la funcién que calcula la sucesién de Fibonacci.

fib: Nat — Nat

Fib0 = 0
fibl = 1
fib.n+2) = fibn+ fib.(n+1)

Derivaremos un programa imperativo que calcule Fibonacci para un valor da-
do. El desarrollo presentado puede encontrarse en [Kal90]. La especificacién del
problema es la siguiente:

[ con N : Int; var r: Int;

{NV =0}
S
{r = fib.N}

]

Usando la técnica de reemplazo de constantes por variables, proponemos como
invariante

P: PhANP
donde
Py: r= fib.n P:0<n<N ,

siendo la guarda n # N y la funcién de cota t.n = N — n.

Ejercicio: Probar que la inicializacién r,n := 0,0 es correcta.

Proceder como lo hemos hecho antes, es decir, incrementar n en una unidad,
conduce a la expresién fib.(n 4+ 1), la cual no puede expresarse ficilmente en
términos de r y n. Por ello agregamos una variable que represente este valor y
fortalecemos el invariante introduciendo un término que se ocupe de mantener
esta nueva variable invariantemente igual a fib.(n + 1):

P: Po/\Pl/\PQ 5
donde
Py: y=fib.ln+1) .

Ejercicio: Probar que la inicializacion r,y,n := 0,1, 0 es correcta.
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Incrementemos ahora n en una unidad y derivemos el programa que mantiene
Py A Py invariante:

wp.(r,y,n:=EFE F,n+1).(PyA Ps)

= { def. de wp }
E = fib.(n+ 1) AF = fib.(n+2)

= { definicién de fib, n > 0, validez de P }
E=yNF=FE+r

Por lo tanto, la asignaciéon simultanea r,y,n := y,y + r,n + 1 asegura el inva-
riante dentro del ciclo. De esta manera, obtenemos el siguiente programa:

[ con N : Int;var r,y : Int;
(N >0}
r,y,n:=0,1,0
{Py AP A Py}
@n#NHr,y,n::y,y+r,n+1@
{r = fib.N}

]

Ejemplo 19.8 (Un problema para listas de niimeros)
Consideramos aqui un problema ya resuelto en programacion funcional usando la
técnica de generalizacién por abstraccion. La especificacion es ligeramente diferente
para adaptarlo al caso imperativo (arreglos en lugar de listas).

Dado un arreglo A[0, N) de enteros, se pide determinar si alguno de sus ele-
mentos es igual a la suma de todos los elementos que lo preceden. Este problema
se puede especificar con la siguiente postcondicién:

r=(3i:0<i<N: Ai=Q j:0<j<i: Aj)).
Usaremos la siguiente abreviatura para la sumatoria:
suma= () j:0<j<i: Aj)
Con la ayuda de esta funcién, podemos especificar el problema como:
r=(3i:0<i<N: Aid=sum.i)

Reemplazando la constante N por una variable n, obtenemos los siguientes
invariantes y esquema de programa:
Py @ r=(31:0<i<n: Ai=sum.i)
P 0<n<N
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[con N : Int; A:array [0,N) of Int
var x : Int

[N >0}

n,r := 0, False

{PQ A Pl}

don#N —rn:=FEn+1od

I

Tratemos ahora de encontrar F

wp.(r,n:=E,n+1).P
= { def. de wp }

E=(3i:0<i<n+1: Ai=sum.i)
= { separacién de un término }

E=(3i:0<i<n: Ai=sum.i)V An=sum.n
={h}

E=rVvAn=sumn

En este punto introduciremos una nueva variable que nos permita eliminar la
expresion sum.n la cual no es una expresiéon valida del lenguaje de programacion.
Hay dos alternativas: una, usar una variable que se mantenga igual a todo el tér-
mino de la disyuncion A.n = sum.n. El problema es que serd imposible mantener
este nuevo invariante sin introducir nuevas variables (se invita al lector a intentar
ese desarrollo). La opcién que seguiremos aqui es la de introducir una variable s
que se mantenga invariantemente igual a sum.n. Es elemental completar esta de-
rivacién, por lo cual lo dejamos como ejercicio, presentando solamente la solucién

final:
Py : r=(3i:0<i<n: Ai=sum.i)
P, 0<n<N
P, : s=sum.mn

[con N :Int; A:array [0,N) of Int

var x : Int

[N >0}

n,r,s:=0, False,0

{Py A Py A Py}

don#N —rns:=rVAn=sn+1,s+ An od

]
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19.4 Problemas con los bordes

Los siguientes ejemplos presentan casos en los cuales la forma “obvia” de re-
forzar el invariante incluye una expresion que no estd definida en algin punto,
tipicamente debido a algun indice fuera de rango en un arreglo. Las soluciones a
estos problemas no son universales, cada caso debe ser considerado por separado.
Ejemplo 19.9 (Segmento de suma maxima)

Dado un arreglo de enteros, se debe guardar en una variable la suma del segmento
de suma maxima del arreglo.

La especificacién del programa es:

[con N : Int, A:array[0,N) of Int

var r: Int

(N0}

S

fr=(Maxp.g :0<p<q<N: sumpq)}
| [sum.p.g= > i :p<i<q: Ai)]

Reemplazando en la postcondicién la constante N por la variable n, postulamos
como invariante Py A Py, donde:
Py: r=Maxp,q :0<p<g<mn: sump.q)
[sum.p.gq= 3 i :p<i<q: Ai)]
P:0<n<N
La guarda esn # N y la funcién de cota es t.n = N —n. Inicializando n,r := 0,0
aseguramos el invariante, por lo que tenemos
[con N : Int, A:array[0,N) of Int
var 7 : Int
[N >0}
n,r:=0,0
{Po A Pr}
don#N — Sod
{r=Maxp,q:0<p<g<N: sump.q)}
[sum.p.q={>"i :p<i<q: Ai)]
I

Incrementemos n en una unidad y derivemos el ciclo que mantiene el invariante:
wp.(n,r:=n+1,E).(Py A Py)
= { definicién de wp }
E={Maxp,q:0<p<qg<n+1: sumpg) N0<n+1<N
[sum.p.gq={>"i :p<i<q: Ai)]
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= { particién de rango en el primer término; Py An # N }
E=Maxp,q :0<p<g<n: sump.q)
mar (Maxp,q :0<p<g=n+1: sum.p.q)
[sum.p.gq={> i :p<i<q: Ai)]
{ Py y anidado }

E=rmax Maxq :g=n+1: (Maxp :0<p<gq: sum.p.q))

[sum.p.gq={>i :p<i<q: Ai)]

{ rango unitario }
E=rmax Maxp :0<p<n+1: sump.(n+1))
[sump.g= > i :p<i<q: Ai)]
= { introducimos u = Maxp : 0<p<n+1: sump.(n+1)) (*)}

F =r max u
[u=Maxp :0<p<n+1:sump(n+1)) ,

sump.g= Qi :p<i<q: Ai)]

Ahora bien, para poder asignar r := r max u, la expresién para u deberia
formar parte del invariante (pues debe ser vélida cada vez que se inicie el ciclo).
Sin embargo, no podemos agregar en el invariante la expresion para u tal cual est4,
puesto que la misma no esta definida para n = N. Fortalezcamos el invariante
agregando

Py: u={Maxp :0<p<n: sumpmn).

Con la definicién de P, dada, la expresién para u obtenida en el razonamiento
anterior resulta ser Py(n := n + 1). Asi, la asignacién n,r := n + 1,7 max u
es correcta (uno puede convencerse recomenzando el computo de wp, pero ahora
incluyendo P, es decir, calculando F tal que

(Po/\Pl/\PQ/\TL?éN) = wp.(n,r::n+1,E).(P0AP1AP2) .

Pero para poder hacer r := r max u es necesario haber calculado antes u
(mds precisamente, necesitamos calcular Po(n := n + 1)). Por otra parte, también
es necesario inicializar v de manera de satisfacer el invariante Py A Py A P>. La
inicializacién adecuada es u := 0. Asi, tenemos:
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[con N : Int, A:array[0,N) of Int
var r,u : Int

N >0}

n,r,u:=0,0,0

{P: Po/\Pl/\PQ}

don # N — Sp;
{P: Po/\Pl/\Pg(nzzn—&-l)}
n,r:=n+1,r max u

od

fr= (Maxp.g :0<p<q<N: sumpq)
[sum.p.g= > i :p<i<q: Ai)]
]

donde Sy consistira en calcular u. Notemos que luego de ejecutar Sy, debe satisfa-
cerse Py(n := n+1), que es precondicién necesaria para la asignacién r := r max u.
Buscamos, entonces, una expresién E tal que

(PoANPLAP, AN #N) = wp.(u:=E).(Py(n:=n+1)) .

wp.(u:= E).(Pa(n:=n+1))
{ definicién de wp }
(Pe(n:=n+1))(u:=E)

{ sustitucién }

E=(Maxp :0<p<n+1: sump.(n+1))

{ particién de rango }
E={Maxp :0<p<n: sump.(n+1))
mar Maxp :0<p=n+1: sump.(n+1))

{ rango unitario }

E=(Maxp :0<p<n: sump.(n+1)) max sum.(n+1).(n+ 1)

{ definicién de sum }

E=Maxp :0<p<n: sumpn+ An) max 0

{ + distribuye con respecto a max, pues el rango no es vacio }

E=(An+Maxp :0<p<n: sum.pmn)) max 0

{ usamos P, }
E = (An+u) max 0
Por lo tanto el programa se completa con la asignacién u := (A.n + u) max 0.

Finalmente, obtenemos

[con N : Int, A:array[0,N) of Int
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var r,u : Int

(N >0}

n,r,u:=0,0,0

{Po/\Pl /\PQ}

don#N — u:=(An+u) max 0; n,r :==n+ 1,r max u od
{r=Maxp,q :0<p<qg<N: sump.q)

| [sum.pg= > i :p<i<q: Ai)]

Observacién: La cantidad de segmentos no vacios de A es del orden de N? y
calcular la suma de los elementos de un segmento requiere, en promedio, una
cantidad de operaciones del orden de N. Por lo tanto, calcular la suma de todos
los segmentos y luego tomar el maximo requeriria del orden de N3 operaciones. El
programa derivado requiere una cantidad de operaciones del orden de N.

Ejemplo 19.10

Consideremos el problema de tomar la maxima diferencia entre dos elementos de un
arreglo (en orden, el primero menos el segundo). Este problema puede especificarse
como sigue (nétese la precondicién para N).

[con N : Int, A:arrayl0,N) of Int
var 7 : Int

(N>1}

S

{r=Maxp,q :0<p<qg<N: Ap—Aq)}
]

Usando la técnica de reemplazo de constantes por variables obtenemos como
invariante Py A P;, donde

Py : r=(Maxp,q:0<p<qg<n: Ap—Aq)
Pl : 0§n§N

Tomaremos como cota la usual .n = N —n e incrementaremos n para decrementar
la cota. Queda por lo tanto el siguiente esquema de programa

[con N : Int, A:array[0,N) of Int
var r: Int

(N>1}

So

{Py NP1}

don#N —rn:=En+1od
{r=(Maxp,q :0<p<q<N: Ap—Aq)}

]

Calculemos E de manera tal que mantenga el invariante:
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wp.(r,n:=E n+1).P
= { def. wp }
E={(Maxp,q:0<p<qg<n+1: Ap— Aq)
= { particién de rango }
E=Maxp,q:0<p<qg<n: Ap—Aq)
max (Maxp,q :0<p<g=mn: Ap—Aq)
= { Py, rango unitario }

E=rmax (Maxp :0<p<n: Ap—An)

Aqui estamos tentados de fortalecer el invariante con una nueva variable que
se mantenga invariantemente igual a la expresién de la derecha, pero el problema
es que A.n no estd definida cuando n = N.

Una alternativa es intentar simplificar la expresion, pero para esto es necesario
asumir que el rango no es vacio. Esto puede conseguirse fortaleciendo ligeramente
el invariante con el requisito de que n sea estrictamente positiva, lo cual solo
complicard ligeramente la inicializaciéon. Continuemos con la derivacion:

E=rmax Maxp :0<p<n: Ap—An)
= { distributiva usando que 0 < n }

E=rmax((Maxp :0<p<mn: Ap)—An)
= { introduccién de s }

E =r max (s — A.n)
[s=(Maxp :0<p<n: Ap)]

Por ahora queda entonces el siguiente programa donde falta encontrar F, el
cual mantenga P» (dado que s no aparece en Py ni en P; estos se prservan)

Py @ r=Maxp,q:0<p<g<n: Ap—Aq)
P : 0<n<N
P, @ s=Maxp:0<p<n: Ap)

[con N : Int, A:array[0,N) of Int

var r: Int

(N>1}

So

{Po AP APy}

don#N —r,s,n:=rmax(s— An),F,n+1od
{r=(Maxp,q :0<p<qg<N: Ap—Aq)}

I
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Queda por resolver la inicializacion y el cédlculo de F'. Dado que se asumié que
el arreglo no es vacio puede inicializarse n en 1 y 7 y s de manera adecuada. El
calculo de F' es elemental y se deja como ejercicio para el lector, asi también como
la correccién de la inicializacion del ciclo. El programa completo queda entonces
como sigue:

[con N :Int, A:array[0,N) of Int

var 7 : Int

(N>1)

r,s,n:= —o0,A.0,1

{P()/\Pl/\PQ}

don#N —rs,n:=rmax(s— An),s max An,n—+1 od
{r=Maxp,q :0<p<qg<N: Ap—Aq)}

]

19.5 Ejercicios

Ejercicio 19.1
Calcular un programa que, dados dos enteros positivos = e y, devuelva en una
variable el minimo comin multiplo de ambos.

Ayuda: el minimo comin multiplo de dos enteros positivos se puede especificar
por:
mem.z.y = Minn :1<nAnmodz=0Anmody=0: n)

Ejercicio 19.2
Sea N > 0.

1. Derivar un programa que calcule el menor entero = que satisface z® +z > N.

2. Derivar un programa que calcule el mayor entero x que satisface 2 +x < N.

Ejercicio 19.3
Sea A un arreglo de enteros.

1. Derivar un programa que determine si todos los elementos de A son positivos.

2. Derivar un programa que determine si algin elemento de A es positivo.

Ejercicio 19.4
Derivar un programa que guarde en una variable el médximo elemento de un arreglo
de enteros.
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Ejercicio 19.5
Derivar un programa que calcule la cantidad de elementos pares de un arreglo de
enteros.

Ejercicio 19.6
Derivar un programa para la siguiente especificacién:

[con M : Int, A:array[0, M) of Int
var r : Int

{M =1}

S

{r=(Np,q:0<p<qg<M: ApxAqg>0)}
I

Ejercicio 19.7
Derivar un programa para la siguiente especificacién:

[con N : Int, A:array[0,N) of Int

var r : Int

(N>1}

S

{r=(Maxp,q :0<p<q<N: (Ap—Aq)?)}
I

Ejercicio 19.8
Derivar un programa para la siguiente especificacion:

[con N : Int, A:array[0,N) of Int

var 7 : Int

N>1)

S

{r=(3p,q:0<p<qg<N: Ap—Aqg<8)}
I

Ayuda: escribir la postcondicién usando el operador de minimo.



Capitulo 20

Recursion final y programacion
imperativa

Still round the corner there may wait
A new road or a secret gate;

And though I oft have passed them by,
A day will come at last when I

Shall take the hidden paths that run
West of the Moon, East of the Sun.

J.R.R.Tolkien:
The Lord of the Rings

En este capitulo mostramos cémo construir un programa imperativo para resol-
ver funciones que responden al esquema de recursién final. Este resultado brinda
una interesante conexién entre la programacion funcional y la imperativa, por
cuanto permite derivar definiciones recursivas finales usando el formalismo natu-
ralmente asociado a un lenguaje funcional y obtener luego un programa imperativo
para el computo de dichas funciones.

Recordemos que una funcién recursiva final es de la forma
Hzx = ( bax— fx
O —-b.x — H.(g.x)
)

donde estamos suponiendo que existe una funcién de cota t que decrece cada vez
que —b.z, es decir, t.(g.x) < t.z.

295
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Supongamos que el problema consiste en determinar H.X para cierto valor
X. Observemos el esquema repetitivo de cdlculo de una funcién recursiva final:
mientras no ocurre b.x, se sigue aplicando la funcién (variando los argumentos,
claro estd). En algtiin momento la condicién b.x se verifica, con lo cual el cémputo de
la funcién finaliza simplemente con la asignacion H.x = f.x. Este es precisamente
el esquema que hemos descripto para los ciclos. Por lo tanto, para calcular H.X
debemos derivar un ciclo.

La postcondicién del problema puede expresarse por medio de una variable que
guarda el valor que se desea calcular:

{Q: r=HX}

En primer lugar, debemos elegir el invariante. Ya hemos dicho que este es un
punto clave en la derivaciéon de un ciclo. La tactica en este caso consiste en elegir

{P: Hz=HX}

La validez del invariante al comienzo del ciclo se establece con la inicializacién
obvia z := X.

Antes de determinar la guarda, observemos nuevamente que la evaluacién de
H finalizara cuando ocurra b.x (para el x que haya quedado determinado), en cuyo
caso el valor asignado a H.x serd f.x. Pero como el invariante debe mantenerse,
debe valer H.x = H.X. Ademds, al finalizar el computo debe verificarse también
r = H.X. Por lo tanto, al finalizar el programa deberia satisfacerse r = f.x. Esto
nos induce a escribir como ultima instruccién del programa la asignaciéon a la
variable r del valor f.x:

[var z : [tipo adecuado]
var r : [tipo adecuado]

{R}

x:=X

{P: Hx=HX}
S

{fx=HX}
r:=f.x

{Q: r=HX}

]

Ahora debemos derivar S con precondicién P (invariante) y postcondicién
{fx = HX}. Como PAbzx = fa = H.X, la guarda debe ser —b.z. Y para
mantener el invariante, lo que debemos hacer en caso de satisfacerse la guarda es
asignarle a x el valor g.x. Asi, obtenemos:
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[var z : [tipo adecuado]
var r : [tipo adecuado]
{R}
=X
{P: Hx=HX}

do -b.x — x :=g.x od

{fx? H.X}
{Q .7‘ =HX}

]

Para garantizar terminacién, debemos encontrar una funcion entera t, acotada
inferiormente, que decrezca en cada paso de la aplicacién de H, es decir, una
funcién ¢ tal que

—ba = t.(gx) <tx y
-bax = tx>0

Si la funcién H estd bien definida (termina), esta funcién necesariamente tiene

que existir.

Ejercicio: Demostrar, justificando cada paso, que S es do —-b.x — = :=g.x od .

Ejemplo 20.1
Obtener un programa que calcule la suma de los digitos de la representaciéon en
base 10 de un nimero natural.

La funcion

fa = (z=0-0
02 #0— 2z mod 10+ f.(z div 10)
)

devuelve, para cada natural x representado en base 10, la suma de sus digitos. Pero
f no es recursiva final, por lo que primero debemos transformarla en una funcién
de este tipo.

Sea H.y.x = y + f.z, donde y y x son naturales. H es una generalizacién de
f, pues H.0.xz = f.x. Busquemos una definicién recursiva final para H. Como H
involucra a f, estudiemos por separado los casos x =0y x # O:
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Caso (z =0) Caso (z #0)
Hy.x Hy.x
= { especificacién de H } = { especificacién de H }
y+ fo y+ fa
= { definicién de f } = { definicién de f }
y+0 y + (z mod 10 + f.(z div 10))
= { aritmética } = { asociatividad de + }
y (y + = mod 10) + f.(x div 10)

= { hipdtesis inductiva }
H.(y +  mod 10).(z div 10)

Por lo tanto, la definicién recursiva final de H es

Hyx = (z=0-—y
Oz #0— H.(y+ 2 mod 10).(z div 10)
)

Si vemos que es posible definir una cota, podremos aplicar directamente el
programa anterior. En este caso, la funciéon g.x que figura en la expresién general
de funcién recursiva final es x div 10. Como se cumple

r#0=zdivi0<z vy
r#0=2>0,

podemos usar el programa para calcular H. Entonces, si lo que deseamos es cal-
cular f.X, evaluamos H.0.X simplemente sustituyendo en el programa derivado
anteriormente:

[var z,y : Nat

y,x:=0,X

{P: Hyx=H0X}

doz#0— y,z:=y+x mod 10,z div 10 od
{y=H.0.X}

ri=y

{Q: r=H0X}
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20.1 Programas imperativos sobre listas

En esta secciéon mostraremos céomo calcular un programa imperativo a partir
de un programa funcional recursivo final, algunos de cuyos argumentos son listas.

En general, los lenguajes imperativos no proveen un manejo adecuado de listas.
Existen sin embargo diversas maneras de implementar programas que usan listas
en un lenguaje imperativo. Se presentard uno de los méas usados, el cual consiste
en la implementacion de listas usando arreglos. Este método cuenta entre sus
ventajas la eficiencia (en general las operaciones sobre arreglos son implementadas
muy eficientemente por la mayoria de los lenguajes imperativos), la portabilidad
(los arreglos estdn presentes en casi todos los lenguajes de programacién, Fortran
incluido) y sobre todo la claridad. Una desventaja que no nos afectard en los
ejemplos a tratar, es que debe proveerse a priori una cota para el nimero maximo
de elementos de un arreglo.

Ejemplo 20.2 (Problema del segmento de suma minima)
Recordemos que la funcién h definida abajo se usé para calcular con costo lineal
la suma del segmento de suma minima de una lista (seccién 13.3).

h.[] = (0,0)
h.(x>xs) = ((z+b) min a, 0 min (x + b))
[(a,b) = h.xs]

Usando el teorema de recursion final para listas, obtuvimos la siguiente defini-
cién (seccién 15.3):
h.zs = G.(0,0).xs

donde G es recursiva final:
G.(a,b).xs=( xzs=[] — (a,b)

)D xs #[] = G.((£s.0+b) min a, 0 min (xs.0 +b)).(zs|1)

Primero supondremos que el lenguaje imperativo posee primitivas que permiten
el manejo de listas. De esta manera, la implementacién es inmediata usando el
teorema que nos permite construir programas imperativos a partir de funciones
recursivas finales.

En este caso el invariante sera
P: G.a,b).ys=G.(0,0).xs .

El programa se calcula facilmente como sigue:
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[var ys : [Int]
var a,b,r : Int
{r}
a,b,ys :==0,0,zs
{P: G.(a,b).ys=G.(0,0).xs}
do ys # [] —
a,b,ys := (ys.0+ b) min a, 0 min (ys.0 + b),ys|1
od
{(a,b) = G.(0,0).zs}
ri=a
“{Q : a= fuas}

Dado que en la mayoria de los lenguajes de programacién imperativos no se
dispone de un manejo de listas tan simple, mostramos ahora cémo pueden imple-
mentarse programas sobre listas usando arreglos. Para esto volveremos a usar el
concepto de funcién de abstraccién. Esta funcién se usara para definir la manera
en que un arreglo (y una o dos variables enteras) representaran una lista dada.
Las operaciones sobre listas seran entonces implementadas como funciones en la
representacién, que conmuten con la funcién de abstraccion de la manera en que se
detallard a continuacién. Esta técnica puede en principio usarse para cualquier ti-
po de datos, no necesariamente para listas. Es por esto que en la definicién general
no hace falta referirse explicitamente a estas.

Dada una definicién recursiva final H : A — B,

Hz = ( bx— fa
O —b.x — H.(g.x)

)

consideramos una funcién de abstraccién (ver capitulo 14)
[]:A— A

y funciones

: A" — Bool

: A'— B
A A

I |~ o~

que satisfacen, para y € A,

= b.[y]
= f.lyl
lgv]l = g.ly]

[~ 1o~
SIS
Il
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Se necesita también una constante X’ (el valor inicial) que represente al valor
inicial abstracto, esto es [X'] = X, siendo X el valor en el que se desea evaluar
la funcién H. Entonces, el calculo de H puede implementarse como un programa
imperativo como sigue:

[var y : A’

y =X’

{P: HJyl=HX}
do —by —y:=g.yod

{Ly:H.X}
ri=fuy
{Q: r=HX}

]

Volvamos al ejemplo del segmento de suma minima. Hemos dicho que la imple-
mentacion de las listas se hard a través del uso de arreglos. Definimos la siguiente
funcién de abstraccién:

[(A,0)] = [Ad, A(i+1), -, A(N = 1)]

donde A es un arreglo. Por ejemplo, Si A es el arreglo [2,4,6,8,10], entonces [(A4, 2)]
es la lista [6,8,10].

Si ys es la lista [(A,4)], tenemos las siguientes equivalencias:

ws=1) = (=N
ys.0 = A
(ys:=ysll) = (i:=i+1)

Escribamos ahora el programa imperativo para el problema del segmento de
suma minima usando arreglos:

[con N = #xs: Nat

var a, b, i : Int

var A : array[0..N) of Int
{l(A,0)] = zs}

a,b,i:=0,0,0
{P: G.a,b).[(4,7)] = G.(0,0).zs}

a,b,i:= (A.i+b) min a, 0 min (A.i +b),i+ 1
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Observar que la guarda usada en el ciclo, i # N, es equivalente a la desigualdad
i < N, puesto que se comienza el programa con la asignacién ¢ := 0 y en el cuerpo
del ciclo se incrementa el valor de esta variable en 1.

Resulta instructivo comparar este programa con el que se obtuvo en la seccién
19.2 al estudiar el problema del segmento de suma méxima, el cual es completa-
mente analogo al problema resuelto més aqui.

Ejemplo 20.3 (El problema de los paréntesis equilibrados)
En la seccién 13.2 derivamos la siguiente definicién recursiva para la funcién que
permite resolver el problema:

g : Num — [Char] — Bool

ghl] = (k=0)
gk(‘(vas) = k>0 A g(k+1)xs
gk.(Yras) = k>0 A g(k—1)zs

A partir de la misma, se puede derivar la siguiente funcién recursiva final:

G : Bool — Num — [Char] — Bool

Gok[] = bAk=0
Gbk(‘(‘pxs) = G(k>0).(k+1)zs
Gbk()rxs) = G(k>0).(k—1)zs

Ejercicio: Derivar la funcién recursiva final anterior.

Escribamos ahora un programa imperativo para el cémputo de esta funcién
usando el modelo del comienzo del capitulo y suponiendo que el lenguaje impera-
tivo permite manejar listas.

La funcién H.X del modelo es G.True.0.X.S, por lo cual el invariante es
{G.b.k.axs= G.True.0.XS}. Asi, tenemos

[var b: Bool, k : Int, xs: String
b, k,xs :=True,0,XS
{G.b.kaxs= G.True.0.XS}
do zs # []
if 2s.0="("—>0bk,xs:=bAk>0,k+1, xs|l
2s.0=) —=bkars:=bANk>0,k—1, xs|l

fi
od
{xs =[] A G.b.kxs= G.True.0.XS}
r=bAk=0

{r=G.True.0.XS}
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Ejercicio: Probar que el valor asignado a r es equivalente a pareq.X S (definicién
de pareq en seccién 13.2).

Implementando las listas por medio de arreglos a través de la funcién de abs-
traccién que definimos antes,

[(A,0)] = [Ad, A(i+1), -, A(N —1)]

podemos escribir el programa en lenguaje imperativo con arreglos:

[con N =#XS : Nat
var b: Bool, k,i: Int
var A : array[0..N) of Char
{[(4,0)] = X5}
b, k,i:=True, 0,0
{P: Gb.kJ(A )] =G .True.0.XS}
doi#N
if Ai=‘("—>bki:=bAk>0,k+1,i+1
Ai=9 —=bki=bANk>0,k—1,i+1

fi
od
{(i=N A GbE.[J(Ai)] = G.True.0.XS}
r=bAk=0

{r=G.True.0.XS}
]

20.2 Ejercicios

Ejercicio 20.1

Escribir programas imperativos para cada uno de los siguientes problemas, cuya
derivacién se realizé en el capitulo 12. En un primer paso, suponer que el lenguaje
dispone de primitivas para el manejo de listas; luego implementar las listas usando
arreglos.

1. Evaluacién de un polinomio.
2. Célculo de una aproximacién de la constante matematica e.

3. Problema de la lista balanceada.

W

. Problema del méaximo segmento balanceado.
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Apéndice A

Operadores booleanos

La siguiente tabla, extraida de [Kal90], resume algunas de las propiedades
importantes que involucran a los operadores booleanos definidos en el capitulo 5.
En todos los casos, P, Q y R son predicados.

Idempotencia: PAP=P
PVP=P

Conmutatividad: PAQ=QAP
PvQ=QVP
P=Q)=(@=Pr)
(PNQ)ANR=PA(QAR)
(PVQ)VR= P\/(Q\/R)
(P=Q)=R=P=(Q=

Asociatividad:

R)
AR)
VR)

Distributividad: ANQVR)=(PAQ)V (P
(QAR):(P\/Q) (P
V(Q=R)=PVQ=PVR
A(
v (

Absorcién:

PvQ)=
PAQ)=

Reglas verdadero-falso: P A True =P
P A False = False
PV True =True
PV False = P

Leyes de Morgan: ~(PAQ)=-PV-Q
-(PVQ)=-PA-Q
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Equivalencia:

Implicacién:

Negacién:

OPERADORES BOOLEANOS

P=P
P=P=True
-P =P = False

P=Q=-PVQ
P=Q=PANQ=P
P=Q=PVvQ@Q=Q
P=PVQ
PAQ=P
False = P

P = True
True= P =P

P = False =-P

-—P=P

P A-P = False
PV =P =True
~(P=Q)=-P=Q



Apéndice B

Sobre las implementaciones

El lenguaje de comandos protegidos o guardados (guarded commands) de Dijks-
tra, el cual hemos usado a lo largo de este curso, es una de las notaciones mas
adecuadas para expresar programas imperativos. Esto se debe esencialmente a su
claridad y a tener una semdantica bien definida y simple.

Pese a ser suficientemente cercano a los lenguajes de programacién imperativos
usuales (e.g. Pascal, C), cuando se quiere implementar un algoritmo escrito en esta
notacién hace falta tener algo de cuidado de preservar la correccion y la claridad
de la solucion. Los siguientes consejos pueden ser de utilidad.

1. En los lenguajes de programacion suele haber mas de una instruccién para
implementar repeticiones. La supuesta “flexibilidad” que esto permite es en
realidad fuente de confusiones y errores. Por ejemplo en Pascal se tienen tres
variantes: el while equivalente a nuestro do con una sola guarda (lo cual
sabemos que no es una restriccién a la expresividad), el repeat que evalia
la guarda al final del ciclo y el for que decrementa automaticamente una
variable que funciona como funcién de cota. Aconsejamos usar sélo el while,
dado que el repeat es un caso particular de éste (el cual no es particular-
mente interesante) y el for se presta a toda clase de confusiones: nunca se
sabe si la variable de cota se decrementa al comenzar o al terminar el ciclo
y por lo tanto cual es la condiciéon de terminacion de éste.

2. Si bien en los algoritmos desarrollados en el apunte suponemos siempre que
los datos de entrada satisfacen la precondicién, no es mala idea controlar eso
cuando no es demasiado caro hacerlo. Esto hace que los programas sean mas
robustos. Por ejemplo, en el algoritmo de la divisién se supone que el primer
argumento es mayor o igual a cero y el segundo mayor estricto que cero. Un
programa robusto controlaria esto al iniciarse y terminaria con un mensaje
de error si dicha condicién no se satisficiera.
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3. La claridad de un programa se ve significativamente aumentada si se escriben

como comentarios en el texto del mismo las aserciones maés relevantes. Se
esperaria que estuvieran escritas por lo menos las pre y post condiciones de
cada funcién, asi también como los invariantes de los ciclos. Con respecto
a esto ultimo, insistimos en que si no se puede expresar el invariante de un
ciclo es que no se ha comprendido bien lo que éste hace.

Las instrucciones de repeticién y alternativa disponibles en los lenguajes de
programacién imperativos son en general deterministas, i.e. s6lo se permiten
guardas disjuntas. Para implementar entonces una alternativa o repeticién
no-determinista es necesario fortalecer previamente las guardas. En gene-
ral, la alternativa suele tener una guarda else, la cual se entiende como la
negacién de todas las otras. Sugerimos indicar como comentario cual es la
guarda que le corresponde para evitar confusiones. En los casos de instru-
ciones de alternativa anidadas esto es atiin més recomendable, dado que muy
rapidamente se pierde de vista de que otras guardas es negaciéon un else.

Por ejemplo, el siguiente programa

Y>Tr —2: =T
TZ>2Y— 2=y

= O s

se transforma primero en el siguiente, al cual se le ha fortalecido una de las
guardas (preservando obviamente la correccién).

Y>r — 2=
r<yYy—>z:=y

=R

luego de lo cual se lo traduce por ejemplo a Pascal escribiendo la guarda del
else como comentario. Agregamos también la del then para mayor claridad,
aunque esto es menos necesario dada la proxmidad a la guarda (en una
composicion alternativa mas compleja la guarda asociada al else puede estar
decenas de renglones més arriba).

if y>x
then z:==x
else{x <y} =z:
fi

I
<

. En la mayoria de los lenguajes de progrmacién no se dispone de asignacién

multiple. En esos casos, ésta puede implementarse usando una secuencia de
asignaciones simples. A veces es necesario usar variables auxiliares, siendo
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recomendable entonces demostrar que la secuencia de asignaciones tiene la
misma semantica que la asignacién miiltiple, dado que un error de este tipo
es en general dificil de encontrar. Por ejemplo la asignacién multiple

So: zy:=2x%y,z+y
puede ser implementada por el programa

S1: xpi=x

;o xi=2x%y
; Yi=20+Y
pero no por
So: x:=2xy
; y=aty

Ejercicio: Demostrar que Sy es equivalente (cuando no se considera el valor
de zp) a S1 pero no a Sy

. Existen opiniones divididas acerca de la utilidad de usar nombres mnemo-
técnicos para las variables. En este trabajo hemos preferido usar nombres
cortos, lo cual vuelve més cortos los cédlculos. A veces un nombre mnemo-
técnico en un programa ayuda a reconocer de que variable se esta hablando
pero si no estd definido con precisién puede confundir mds que ayudar (jqué
significa por ejemplo la variable “prod”?). En el caso en que si esté defini-
do precisamente, la mnemotecnia se vuelve innecesaria. Aparentemente, los
nombres mnemotécnicos aparecieron en los programas “artesanales” pero se
vuelven superfluos cuando el programa es derivado formalmente.
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Contratapa

La programacion es una actividad que ofrece desafios intelectuales interesantes,
en la cual se combinan arménicamente la creatividad y el razonamiento riguroso.
Lamentablemente no siempre es ensenada de esta manera. Muchos cursos de intro-
duccién a la programacion se basan en el “método” de ensayo y error. Las construc-
ciones de los lenguajes de programacién son presentadas sélo operacionalmente, se
estudia un conjunto de ejemplos y se espera resolver problemas nuevos por analo-
gia, ain cuando estos problemas sean radicalmente diferentes de los presentados.
La presencia de errores es en estos casos mas la regla que la excepcién.

Existe, afortunadamente, otra forma de aproximarse a la programacién. Los
programas pueden ser desarrollados de manera metédica a partir de especificacio-
nes, construyendo a la vez el programa y su demostracién, con esta ultima guiando
el proceso. Ademés de su utilidad practica, este ejercicio intelectual es altamente
instructivo y vuelve a la programacién una tarea creativa e interesante.

En este punto la légica matematica es una herramienta indispensable como
ayuda para la especificacion y desarrollo de programas. Los programas son férmulas
légicas tan complejas y voluminosas que fue dificil reconocerlos como tales. Este
libro comienza presentando un estilo de légica orientado a trabajar de manera
méas adecuada con férmulas de gran tamafio. A partir de su estudio se mostrara
cémo desarrollar programas funcionales e imperativos utilizando este formalismo
de manera unificada.



