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Practico 1: Calculo proposicional, de predicados
y Cuantificacién generalizada
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El objetivo general de esta guia es retomar la préctica tanto del calculo proposicional como el de predicados, e
introducirnos al calculo con cuantificadores generales. Se pretende lograr familiaridad con los axiomas y teoremas, sus
formas de aplicacién, y al mismo tiempo adquirir las habilidades necesarias para resolver las cuentas.

En particular, el extremo detalle solicitado en el ejercicio 1 (requisito que no mantendremos en el futuro) intenta
llamar la atencion sobre el cuidado que debemos prestar cuando realizamos las demostraciones, para no aplicar un axioma
o teorema de forma incorrecta. El ejercicio 2 es un pequenio compendio de teoremas muy titiles.

A partir del ejercicio 3 se hace hincapié en la ejercitacion de las reglas bdsicas de los cuantificadores, cuyo manejo
fluido es un requisito indispensable para el resto de la materia. Notar que utilizamos indiscriminadamente el término
“regla” para denotar tanto axiomas como teoremas.

1. Demostra los siguientes teoremas del cilculo proposicional con méximo nivel de detalle. Justificd cada
paso con el nombre del axioma y/o teorema utilizado, y la correspondiente sustitucién. Cuando la regla
se aplique en una subférmula, senaldla subrayandola. Por ejemplo, la siguiente es una demostracion de

(pZE@ZET)=((pZE9 £7):

(p#(q#1))

{ (A6 - Definicién de #)(P,Q :=p, (¢ Zr)) }
~(p=(g#7)

{ (A6 - Definicién de #)(P,Q :=gq,r) }
—(p=-(g=7))

= { (A4 - Definicién de =)(P,Q :=q,r) }
“(p=—-q=r7)
= { (A6 - Definicién de #)(P,Q := (p = ~q),r) }
(p=—q) #7
= { (A2 - Conmutatividad de =)(P,Q := p,~q) }
(g=p)#r
= { (A4 - Definicién de =)(P,Q :=¢,p) }
~(g=p) #r
= { (A2 - Conmutatividad de =)(P,Q :=p,q) }
~p=q) Er
= { (A6 - Definicién de #)(P,Q :=p,q) }
pZa)Zr
a) Asociatividad de la conjuncién: pA(gAr)=(pAq)Ar.
b) Idempotencia de la conjuncién: pAp = p.
¢) Neutro de la conjuncién: p A true = p.
d) Absorcién: pA(pVgq)=p
e) De Morgan para A: —(pAq) =-pV —q

2. Demostra los siguientes teoremas del calculo proposicional:

a) Debilitamiento para A\: p A q = p.

=

Relacién = respecto a <=: p=q=q < p.

o

Intercambio para =: p= (g=r)=pAq=r.

QU

)

Doble implicacién: (p = q) A (qg=p) =p=q.

~

)
)
)
) Implicacion distribuye a izquierda con =: p= (¢=r)=p=qg=p=r.
)
) Contrarreciproca: p=-q= —q = —p.

)

g) Modus ponens: pA (p=q) = q.



h) Modus tollens: (p = q) A —~q = —p.

i) Transitividad: (p=q)AN(g=71)= (p=r).
j) Monotonia conjuncién: (p=q) = (pAT = qAT).
)

k) Monotonia disjuncién: (p = q) = (pVr=qVr).

3. Enuncia las reglas de rango vacio, rango unitario, particion de rango, término, término constante, dis-
tributividad, y anidado para cada uno de los siguientes cuantificadores:

a) Cuantificador universal (V)  d) Productoria (]]) g) Inteseccién ()
b) Cuantificador existencia (3) e) Mdaximo (Max)
¢) Sumatoria (}) f) Minimo (Min) h) Unién ()

4. Ademds de las reglas del item anterior, el cuantificador V posee un axioma extra, la regla de intercambio:
(Vi : Ri:Ta4)y=(Vi:: Ri=T.4i)
Utilizando la definicién de 3 en funcién de V (De Morgan generalizado), calculd la regla de intercambio
para 3.

5. Suponé que @ es un cuantificador asociado a un operador genérico @, que es conmutativo y asociativo
(asf como el V es el cuantificador asociado a la conjuncién A). Suponé ademas que Z es una constante, y
R.i.j y T.i.j predicados arbitrarios (posiblemente dependientes de i y j). Demostra la siguiente regla de
eliminacién de variable dummy:

@ij:i=2ZARij: Tijy=(Pj: RZj: T.2j)

a) (Es estrictamente necesario que Z sea constante?

b) El 3 es el cuantificador asociado a la disyuncién V, y éste es asociativo y conmutativo. Por lo tanto,
la regla anterior vale para el 3. jse puede utilizar esta regla para demostrar

(Fz,y : x =y : Pxy)=(3z :: Px.x)?
6. Demostré las siguientes reglas:
a) Distributividad de V respecto a =
(MVi:Ri:Z=Tiy=Z= (Mi: Ri:Tu4i)

;, Qué restricciones se deben establecer sobre Z7

b) Instanciacion de V:
(Vi ::Ta)y=Tx

donde z es una variable libre

;,Como serfa la regla de instanciaciéon para 37 Enunciala y demostrala.

¢) Intercambio para V (generalizada):
(Vi : RiNSi:Ti)=(Vi: Ri: Si=T.i)
7. Demostra la siguiente relacion entre el maximo y el minimo:

(Min i : R.i: —T.4)=—(Max ¢ : R.i : T.4)

Ayuda: utilizd una variable m para denotar el mdximo (o minimo) y partiendo de m = (Min ¢ : R.i : —T.3)
intentd llegar a m = —(Max ¢ : R.4 : T.4)



8. El cuantificador aritmético N esta definido utilizando la sumatoria: (Ni : R.4 : T.i) = (3 i : RiAT.i : 1)

a) Enuncid y demostrd las reglas de rango vacio, rango unitario y particién de rango para N.
b) Demostrd (3" : RiAT.4 : k)= (Ni: Ri:Ti)xk

9. Sélo utilizando las reglas de término, intercambio, anidado, distributividad, De Morgan e instanciacion,
demostré las siguientes reglas para el cuantificador universal:

a) (Vi : R.i : true) = true
b) Particién de rango

¢) Particién de rango generalizada

10. Sea €P el cuantificador asociado a un operador &, R.i, S.i y T.i predicados arbitrarios. Demostra:

@i Ri:Tiyo(@i:Si:Ti) = (@i: RivSi:Ti)o(@Di: RinSi: Ti)



