Practico 1: Calculo proposicional y
Expresiones cuantificadas

Algoritmos y Estructuras de Datos I

El objetivo general de esta guia es retomar la practica tanto del calculo proposicional como el de predicados, e
introducirnos al cdlculo con cuantificadores generales. Se pretende lograr familiaridad con los axiomas y teoremas, sus
formas de aplicacion, y al mismo tiempo adquirir las habilidades necesarias para resolver las cuentas.

En particular, el extremo detalle solicitado en el ejercicio 1 (requisito que no mantendremos en el futuro) intenta
llamar la atencién sobre el cuidado que debemos prestar cuando realizamos las demostraciones, para no aplicar un axioma
o teorema de forma incorrecta. El ejercicio 2 es un pequeno compendio de teoremas que seran utilizados a lo largo de la
materia.

A partir del ejercicio 3 se hace hincapié en la ejercitacion de las reglas bdsicas de los cuantificadores, cuyo manejo fluido
es un requisito indispensable para el resto de la materia. Notar que utilizamos indiscriminadamente el término “regla”
para denotar tanto axiomas como teoremas.

Al final del préactico hay ejercicios extra para hacer si termind los anteriores antes de comenzar el préximo préctico.
Si no los realizé se recomienda hacerlos al momento de estudiar para los examenes con el fin afianzar los conocimientos.

1. Demostrar los siguientes teoremas del cdlculo proposicional con méximo nivel de detalle. Justificar cada
paso con el nombre del axioma y/o teorema utilizado, y la correspondiente sustitucién. Cuando la regla
se aplique en una subférmula, senidlela subrayandola. Por ejemplo, la siguiente es una demostraciéon de

(pZE@Zr)=((pZEq £7):

(p#(q#r))

= { (A6 - Definicién de #)(P,Q :=p,(¢ 1)) }
~(p=(g#7))

= { (A6 - Definicién de #)(P,Q :=¢,7) }
(p=-g=r))

= { (A4 - Definicién de =)(P,Q :=¢q,r) }
“(p=-q=r)
= { (A6 - Definicién de #)(P,Q := (p = —~q),7) }
(p=—q) #r
= { (A6 - Definicién de Z: Q=-P=-(Q =P))(P,Q:=q,p) }
~(p=q) #7
= { (A6 - Definicién de # )(P,Q :=p,q) }
(pZq £r

a) Idempotencia de la conjuncién: pAp = p.
b) Neutro de la conjuncién: p A True = p.

¢) Absorcion de la conjuncion: pA(pVq) =p
2. Demostrar los siguientes teoremas del célculo proposicional.

Nota: No hace falta escribir las sustituciones como en el ejercicio anterior. Solo hay que marcar la
subférmula donde se aplica la regla.

Ayuda: Las las siguientes heuristicas pueden ser ttiles al momento de hacer las demostraciones:

1) Cuando tengamos una férmula donde aparezca la conjuncién, puede ser 1til aplicar la Regla Dora-
da (A12) con el fin de obtener una férmula con disyuncién y equivalencias, para las cuales existen
mas reglas que se pueden aplicar.

11) Puede ser til aplicar distributividad de V con = para eliminar paréntesis y poder asi aplicar otras
reglas.

11) Si hay que demostrar una equivalencia puede ser 1til comenzar con el término mds complejo y llegar
al termino mas simple aplicando reglas.



1v) Para resolver un ejercicio se pueden utilizar los resultados obtenidos en ejercicios previos.

v) Una vez demostrado Morgan (ejercicios 2f 2¢), si un ejercicio es parecido a uno anterior reemplazan-
do A por V (o a la inversa) puede ser ttil introducir una doble negacién (T2), aplicar Morgan y
ver si se puede utilizar aquel ejercicio previo.

vI) Una vez demostrada Contrareciproca (ejercicio 2¢), si un ejercicio es parecido a uno anterior reem-
plazando = por < y A por V (o a la inversa) puede ser 1til aplicar aquella regla para poder
utilizar el ejercicio previo.

viI) Una vez demostradas distributividades entre A y V (ejercicios 2h 2i) probar utilizarlas para eliminar
paréntesis.
Absorcion de la disyuncién: pV (pAq)=p
Debilitamiento para \: p A q = p.
Debilitamiento para V: p=pVq.
Relacién entre = y V: p=q=-pVq.
Ayuda: Usar Teorema (*)
e) Contrarreciproca: p = q= —q = —p.
Ayuda: Usar Teorema (*)
f) De Morgan para A: —(pAq) =-pV —q
g) De Morgan paraV: —(pVq)=-pA—q
Ayuda: Usar la anterior (ver heuristicas).
h) Distributividad de V con A\: pV (gAr)=(pVqg) A(pVrT)
i) Distributividad de A con V: pA(qVr)

Ayuda: Usar la anterior (ver heuristicas).
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j) Intercambio para =: p= (¢q=r)=pAqg=r.
k) Implicacién de la disyuncién: pVqg=r=((p=r)A(g=71).
1) Distributividad de = con respectoa A: p= (gAr)=(p=q¢ A(p=r).

Ayuda: Usar la anterior (ver heuristicas).

m) Relacién de=con Ay V: p=q=(pAq)V (—pA—q)

3. Defina de manera recursiva y utilizando el formalismo bésico (lenguaje del tedrico) las siguientes defini-
ciones con cuantificadores.

Nota: Para poder implementar los cuantificadores extenderemos un poco la notacién para indicar el rango
R de la cuantificacién como la lista de valores que lo satisface:

<@i:ieR: T.i> ,

con el operador pertenece ( € ) sobre listas, que determina si un valor es un elemento de la lista:

i€[] = False
i€xprs = (i=2x)Vi€uws

Ayuda: Hacer induccién sobre el rango (lista R).

a) La funcién paratodo, que dada una lista de valores R : [A] y un predicado T : A — Bool (predicado
sobre elementos en A), determina si todos los elementos en R hacen verdadero el predicado T, es
decir:

paratodo : [A] — (A — Bool) — Bool

paratodo.RT = (Vi :i€ R: T.i)

b) La funcién existe, que dada una lista de valores R : [A] y un predicado T : A — Bool, determina si
algin elemento en R hace verdadero el predicado T', es decir:

existe : [A] = (A — Bool) — Bool

existe. RT =(3i :i€ R: T.i)



¢) La funcién sumatoria, que dada una lista de valores R : [A] y una funcién T : A — Num (toma
elementos de A y devuelve niimeros), calcula la suma de la aplicacién de T a los elementos en R es
decir:

sumatoria : [A] = (A — Num) — Num

sumatoria.RT = (D i :i€ R: T.i)

d) La funcién productoria, que dada una lista de valores R : [A] y una funcién T : A — Num, calcula
el producto de la aplicaciéon de T a los elementos de R, es decir:

productoria : [A] = (A — Num) — Num

productoria.RT =([[i :i € R: T.i)

4. Los ejercicios del punto 3 son similares: se aplica la funcién término T" a cada elemento de la lista rango R
y luego se aplica algin operador entre todos los elementos transformados, obteniendose asi el resultado
final.

Guidndose por esta observacion, definir de manera recursiva y utilizando el formalismo bésico, la fun-
cién cuantGen (denota la cuantificaciéon generalizada) que tomando como argumento un operador, su
neutro, una lista rango de la cuantificacién y una funcién término de la cuantificacién, aplica el operador
a los elementos del rango transformados por la funcién término:

cuantGen : (B— B —- B) -+ B —~ [A]—» (A— B)—> B
cuantGen. ® 2. RT = (@i :i€ R: T.i)

con z el neutro del operador ®.

5. Enuncie las reglas de rango vacio, rango unitario, particion de rango, término, término constante, distri-
butividad, y anidado para cada uno de los siguientes cuantificadores:

a) Cuantificador universal (V)  d) Productoria (]]) g) Inteseccién ()
b) Cuantificador existencia (3) e) Méximo (Max)
¢) Sumatoria (>) f) Minimo (Min) h) Unién ()

6. Verificar que se cumplan las reglas de rango vacio y unitario en los ejercicios 3b, 3¢ y 4. Para ello plantear
la regla utilizando la funcién y demostrar la proposicion desplegando la definicion.

Por ejemplo, el rango unitario para la funcién paratodo (3a) se plantea y demuestra de la siguiente forma:

Planteo de la regla:
paratodo.[N].T =T.N

Demostracion:
paratodo.[N).T

= { Constructor > }
paratodo.(N > []).T

= { Desplegado funcién (caso inductivo) }
T.N A paratodo.[].T

= { Desplegado funcién (caso base) }
T.N NTrue

= { Neutro conjuncién }
T.N

7. Ademas de las reglas generales de cuantificadores, el cuantificador V posee un axioma extra, la regla de

intercambio:
(Vi : Ri : Ta)y= (Vi :: Ri=Tui)

Utilizando la definicién de 3 en funcién de V (De Morgan generalizado), calcule la regla de intercambio
para d.



8. El cuantificador aritmético de conteo N estd definido utilizando la sumatoria:
(Ni :Ri: Ti)={( i :RiATi: 1)
a) Enuncie y demuestre las reglas de rango vacio, rango unitario y particién de rango para N.
b) Demuestre (> i : RiAT.i : k)y=(Ni: Ri: T.a)xk
9. Demuestre las siguientes reglas:

a) Distributividad de V respecto a =
Mi:Ri:Z=Ti)y=Z= (¥Vi: Ri:Tui

. Qué restricciones se deben establecer sobre Z7
b) Instanciacién de V:
Vi ::Ti)y=Tux
donde z es una variable libre
i Como serfa la regla de instanciacién para 37 Entnciela y demuéstrela.

¢) Intercambio para V (generalizada):
(Vi : RiNSd:Ti)=(Vi: Ri: Si=T.i)
10. Demuestre la siguiente relacion entre el maximo y el minimo:

(Min ¢ : R : =T.4) =—(Max i : R.i : T.4)

Ayuda: utilice una variable m para denotar el mdximo (o minimo) y partiendo de m = (Min 4 : R. : —T.7)
intentd llegar a m = —(Max ¢ : R.i : T.3)

11. (Separacién de un término 2D) Suponga que € es un cuantificador asociado a un operador genérico @,
que es conmutativo y asociativo (asf como el V es el cuantificador asociado a la conjuncién A). Demuestre
las siguientes reglas:

a) (Pij:0<i<j<n+1:Tij)=
@ij:0<i<j<n:Tij)®(@i:0<i<n+1: Tin)

b) (@i :0<i<j<n+1l: Tij)=
@Pj:0<j<n+1:T0)®@ij:0<i<j<n:T(i+1).G+1))

Ayuda: Escribir las desigualdades en el rango 0 <i<j <n+1lcomo0<iA7<jAj<n+1, aplicar
anidado, particion de rango y rango unitario. Puede ser 1itil esquematizar el rango en ejes cartesianos.



Ejercicios extra

1. Suponga que € es un cuantificador asociado a un operador genérico @, que es conmutativo y asociativo
(asf como el V es el cuantificador asociado a la conjuncién A). Suponga ademas que Z es una constante, y
R.i.j y T.i.j predicados arbitrarios (posiblemente dependientes de ¢ y j). Demuestre la siguiente regla de
eliminacién de variable dummy:

(Pi,j:i=ZANRij :Tijy=(Pj: RZj:T.27Zj)

a) (Es estrictamente necesario que Z sea constante?

b) El 3 es el cuantificador asociado a la disyuncién V, y éste es asociativo y conmutativo. Por lo tanto,
la regla anterior vale para el 3. ;se puede utilizar esta regla para demostrar

Bz,y i x=y : Pxy)= {3z :: Pax) ?

2. Sélo utilizando las reglas del término, término constante, intercambio, anidado, distributividad, De Morgan
e instanciacién, demuestre las siguientes reglas para el cuantificador universal:

a) (Vi : True) = True

b) Particién de rango

¢) Particién de rango generalizada
d) Cambio de variable

Ayuda: Puede demostrar las siguientes implicaciones por separado. Para la segunda, puede ademas utilizar
la primera.

w (Vi: Ri:Ta)y= (Vj: R(fJ): T.(f.5))
w (Vi : Ri:Ta)y< (Vj: R(fj): T.(f.7)) para f invertible

3. (Separacién de un término 2D) Suponga que @ es un cuantificador asociado a un operador genérico
@ conmutativo y asociativo. Demuestre las siguientes reglas:

a) Pi,j:0<i<j<n+4+1l:Tij)=
(@Pi,j:0<i<j<n:Tij)e@i:0<i<n: Tin)

D) (@i, :0<i<j<n+l:Tij)=
@j:0<j<n: TO0G+1))®@ij:0<i<j<n: T.(i+1).(G+1))

4. Sea €D el cuantificador asociado a un operador &, R.i, S.i y T.i predicados arbitrarios. Demuestre:

(@Pi: Ri:Tiyd(Pi: Si:Ti) = (Pi:RivSi:Ti)yd(Pi: RiNSi: Tui)



