Practico 1: Calculo proposicional y
Expresiones cuantificadas
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1" cuatrimestre 2016

Un objetivo de esta guia es retomar la practica del calculo proposicional y de predicados, e introducirnos al calculo con
cuantificadores generales. Otro objetivo es recuperar la practica en la definicién de funciones recursivas y demostraciones
por induccion. Lograr familiaridad con los axiomas y teoremas del cdlculo, y habilidad en las demostraciones es necesario
para poder encarar la tarea de derivacion y demostracion de programas que encararemos de aqui en adelante.

1. Demostra los siguientes teoremas del calculo proposicional utilizando unicamente los axiomas del digesto.
Cuando el axioma se aplique en una subférmula, subrayala para ayudar a distinguir la correccién del paso
aplicado. Por ejemplo, la siguiente es una demostracion de (p Z (¢ £ r)) = ((p £ q) Z7r):

(p#(q#1))

= { Definicién de # }
~(p=(¢#1))

= { Definicién de # }
—(p=-(a=r))

= { Definicién de — }
ﬁ(p = q = 7")

= { Definicién de # }
(p=—q)#r

= { Definicién de # }
“p=q #r

= { Definicién de # }
pZaq) #r

a) Idempotencia de la conjuncién: pAp = p.
b) Neutro de la conjuncién: p A True = p.
¢) Absorcion de la conjuncién: pA (pVq) =p
2. Los siguientes teoremas van a ser de mucha utilidad a lo largo de toda la materia, por lo tanto es 1til
recordarlos! Demostralos utilizando los axiomas y teoremas del calculo proposicional listados en el digesto

(y cualquier otro teorema que se te ocurra y demuestres, claro). Tené en cuenta las siguientes ayudas que
pueden serte utiles:

= Si hay que demostrar una equivalencia, puede ser mejor comenzar con el término més complejo e
intentar llegar al termino mas simple.

= La Regla Dorada siempre es 1til cuando el teorema incluye la conjuncién, ya que permite obtener
una férmula que incluye la disjuncion, para la cual existen mas reglas.

= Las reglas de distributividad ayudan a eliminar paréntesis.

= Para resolver un teorema se pueden utilizar los demds teoremas ya demostrados, sobre todo si tienen
la misma pinta.

a) Absorcién de la disyuncién: pV (pAq)=p
b) Debilitamiento para A\: pAq = p.

¢) Debilitamiento para V: p=pV gq.

d) Relacion entre = y V: p=q¢=-pVg.
e) Contrarreciproca: p = q = —q = —p.

f) De Morgan para A: —(pAq) =-pV g



10.

11.

) De Morgan para V: —(pV q) =-pA—q

) Distributividad de V con A: pV (gAr)=(pVq)A(pVr)

) Distributividad de A con V: pA(gVr)=((@Aq)V(pAT)
j) Intercambio para =: p= (¢q=r)=pAqg=r.

) Implicacion de la disyuncion: pVg=r=(p=1)A(qg=71).

) Distributividad de = con respecto a A: p= (gAr)=(p=q) A(p=r).
m) Relacién de =con Ay V: p=q=(pAq)V (-pA—q)

. Defini recursivamente la funcién €: A — [A] — Bool que determina si un elemento pertenece a una lista,

es decir, © € xs devuelve True si y s6lo si el valor x ocurre al menos una vez dentro de la lista xs.

. Para cada una de las siguientes férmulas, describi su significado utilizando el lenguaje natural, y es-

cribi férmulas equivalentes utilizando la funciéon € del ejercicio anterior.

a) (Vi :0<i<#xs: xs.i>0)

b) (Fi :0<i<#Hxs: zsi=u)

c) (Vi :0<i<#zxzs: (T :0<j< #ys: xs.i=1ys.j))
d) (Vi :0<i<#xs—1: xsi=uwxs.(i+1))

. Defin{ recursivamente una funcién paratodo : [Bool] — Bool que verifica que todos los elementos de una

lista son T'rue, es decir, que satisface la siguiente especificacién:

paratodo.xs = (Vi : 0 < i< #xs: xs.i)

. Suponiendo que f : A — Bool es una funcién fija cualquiera, y zs : [A]. Caracterizd con una férmula la

siguiente funcién recursiva:
existe : [A] — Bool

existe.[| = False
existe.(x > xs) = f.x V exists.xs

Enuncia los axiomas de rango vacio, rango unitario, particion de rango, término, término constante,
distributividad, y anidado para cada uno de los siguientes cuantificadores:

a) Cuantificador universal (V)  d) Productoria (]]) g) Inteseccién ()
b) Cuantificador existencia (3) e) Méaximo (Max)
¢) Sumatoria (}) f) Minimo (Min) h) Unién ()

. Considerd una funcién sumatoria : [Num] — Num que suma todos los elementos de una lista. Por un

lado, escribi una especificacién que caraterice esta funcién, utilizando el cuantificador . Por otro lado,
escribi un programa recursivo que compute la funcién.

. Suponé que sumatoria es la funcién del ejercicio anterior. Aunque pueda parecer extrafio en principio, no

es cierto que
sumatoria.xs = () x :x €xs: x)

;Se te ocurre un contraejemplo que demuestre tal afirmacion?
Suponiendo que T : A — Bool es un predicado cualquiera, y xs : [A], demostrd por induccién en zs que

(Vi :0<i<#axs: T.(xs.i))=(Ve :x€xs: T.x)

Utiliza los axiomas de V del digesto, y la definicién de & del ejercicio 3.

Demostra los siguientes teoremas sobre V, utilizando los axiomas y teoremas del digesto:

a) Instanciacién de V: (Vi :: T.i) = T.z, cuando = no estd cuantificada.
., Como seria la regla de instanciacién para 37 Enunciala y demostrala.

b) Intercambio para V (generalizada): (Vi : RiAS.i : T4y = (Vi : Ri : Si = T.i)



12. Podemos definir un cuantificador de conteo N utilizando la sumatoria:

a)
b)

(Ni :Ri: Ti)={ i :RiATi: 1)

Enuncid y demostra las reglas de rango vacio, rango unitario y particion de rango para N.
Demostrd que (3¢ : RiAT.G : k)= (Ni: Ri: Ti)xk

13. Demostra la siguiente relacion entre los cuantificadores de maximo y el minimo:

z=Min i : Ri : —Ti)=z=—Max i : Ri : T.3)

14. Defini recursivamente las siguientes funciones.

a)

La funcién paratodo’, que dada una lista de valores xs : [A] y un predicado T': A — Bool, determina
si todos los elementos en zs hacen verdadero el predicado T', es decir:

paratodo’ : [A] = (A — Bool) — Bool
paratodo’.xs. T = (Vi : 0 < i< #xs: T.(xs.1))

Puede ser de ayuda recordar la funcién del ejercicio 5.
La funcién existe’, que dada una lista de valores xs : [A] y un predicado T : A — Bool, determina si
algin elemento en xs hace verdadero el predicado T', es decir:

existe’ : [A] = (A — Bool) — Bool
existe’. xs.T = (3i :0<i< #xs: T.(xs.1))

Puede ser de ayuda recordar la funcién del ejercicio 6.

La funcién sumatoria, que dada una lista de valores xs : [A] y una funcién T : A — Num (toma
elementos de A y devuelve nimeros), calcula la suma de la aplicacién de T a los elementos en zs es

decir:
sumatoria’ : [A] = (A — Num) — Num

sumatoria’ . xs.T = (D i : 0 <i < #xs: T.(vs.i))
Puede ser de ayuda recordar la funcién del ejercicio 8.

La funcién productoria, que dada una lista de valores xs : [A] y una funcién T : A — Num, calcula
el producto de la aplicaciéon de T a los elementos de xs, es decir:

productoria : [A] = (A — Bool) — Bool

productoria.xs.T = ([ : 0 <i < #as: T.(xs.i))

15. Demostra los teoremas de Separacién de Término para un cuantificador arbitrario:

a)
b)

(@Pi:0<i<n+l:Ti)y=(@Pi:0<i<n:Ti)®Tn
(@Pi:0<i<n+l:Ti)y=TO0a(Pi:0<i<n: T.(i+1))

16. Todas las funciones del ejercicio 14 son similares entre si: cada una aplica la funcién término 7' a todos
los elementos de una lista, y luego aplica algin operador entre todos ellos, obteniendose asi el resultado
final. Para el caso de la lista vacia, se devuelve el elemento neutro.

Guidndote por esta observacion, defin{ de manera recursiva la funcién cuantGen (denota la cuantificaciéon
generalizada) que tomando como argumento un operador, su elemento neutro, una lista de elementos y
una funcién término, aplica el operador a los elementos de la lista, transformados por la funcién término:

cuantGen : (B— B — B) - B — [A] - (A— B)— B

cuantGen. ® zrs.T =@z :x €rs: T.x)



