Practico 1: Célculo Proposicional y
Expresiones Cuantificadas

Algoritmos y Estructuras de Datos I
1" cuatrimestre 2019

Un objetivo de esta guia es retomar la practica del calculo proposicional y de predicados, e introducirnos al calculo con
cuantificadores generales. Otro objetivo es recuperar la practica en la definicién de funciones recursivas y demostraciones
por induccion. Lograr familiaridad con los axiomas y teoremas del cdlculo, y habilidad en las demostraciones es necesario
para poder abordar la tarea de derivacién y demostracion de programas que encararemos de aqui en adelante.

1. Demuestre los siguientes teoremas del cdlculo proposicional utilizando tnicamente los axiomas del digesto.
Cuando el axioma se aplique en una subférmula, subrayela para ayudar a distinguir la correccién del paso
aplicado. Por ejemplo, la siguiente es una demostracion de (p Z (¢ £ r)) = ((p £ q) Z7r):

(p#(q#1))

= { Definicién de # }
~(p=(¢#1))

= { Definicién de # }
—(p=-(a=r))

= { Definicién de — }
ﬁ(p = q = 7")

= { Definicién de # }
(p=—q)#r

= { Definicién de # }
“p=q #r

= { Definicién de # }
pZaq) #r

a) Idempotencia de la conjuncién: pAp = p.
b) Neutro de la conjuncién: p A True = p.
¢) Absorcion de la conjuncién: pA (pVq) =p
2. Los siguientes teoremas van a ser de mucha utilidad a lo largo de toda la materia, por lo tanto es 1til
recordarlos. Demuéstrelos utilizando los axiomas y teoremas del cdlculo proposicional listados en el digesto

(y cualquier otro teorema que se te ocurra y demuestres, claro). Tenga en cuenta las siguientes ayudas
que pueden serle ttiles:

= Si hay que demostrar una equivalencia, puede ser mejor comenzar con el término més complejo e
intentar llegar al termino mas simple.

= La Regla Dorada siempre es 1til cuando el teorema incluye la conjuncién, ya que permite obtener
una férmula que incluye la disjuncion, para la cual existen mas reglas.

= Las reglas de distributividad ayudan a eliminar paréntesis.

= Para resolver un teorema se pueden utilizar los demds teoremas ya demostrados, sobre todo si tienen
la misma pinta.

a) Debilitamiento para A: p A q = p.

b) Debilitamiento para V: p=-pVq.

¢) Relacién entre = y V: p=q=-pVq.
d) Contrarreciproca: p=-q= —q = —p.

e) De Morgan para A: —(pAq) =-pV —q
f) De Morgan para V: —(pV q) =—pA—gq



g) Distributividad de V con A: pV (gAr)=(pVq) A(pVr)
h) Distributividad de A con V: pA(qVr)=(pAqV(pATr)

i) Intercambio para =: p= (¢q=r)=pAqg=r.
j) Implicacién de la disyuncién: pVq=r=(p=r)A(g=r).
)

k) Distributividad de = con respectoa A: p= (qAr)=(p=q) N (p=71).

. Para cada una de las siguientes férmulas, describa su significado utilizando el lenguaje natural.

a) (Vi :0<i<#xs: x5.i>0)

b) (i :0<i<#xs: zsi=uz)

) (Vi :0<i<frws: (I7:0<j<Hys: xsi=ysj))
) (Vi

d i 0<i<F#xs—1: zsi=uzxs.(i+1))
Observacién: Las desigualdades de la forma A < B < C son abuso de notacién para (A < B)A(B < C).

. Para cada uno de los ftems del ejercicio anterior, evalie la férmula en las siguientes listas:

a) xs =[-5,-3,4,8]
b) xs =[11,2,5,8]

Para el {tem b), considerar x = 5. Para el item ¢), considerar ys = [2,—3,11, 5, 8].

Ejemplo: Férmula 4.a) aplicada a xs = [-5,—3,4, 8]:

(Vi :0<i<#axs: x5.i>0)
= { calculo rango sabiendo que #xs =4}
(Vi :1€{0,1,2,3}: zs.i>0)
= { aplico el término a cada elemento del rango }
(zs.0 > 0) A (zs.1 > 0) A (5.2 > 0) A (zs.3 > 0)
= { evaldo las indexaciones con zs = [-5,—3,4, 8] }
(=5>0)A(=3>0)A(4>0)A(8>0)
= { evalio las desigualdades }
False N False NTrue A True
= { resuelvo las conjunciones }
False

. Escriba féormulas para las siguientes expresiones en lenguaje natural.

a) Todos los elementos de xs e ys son iguales (jojo! jsujeta a interpretacion!).
b) Todos los elementos de xs ocurren en ys.

¢) Todos los elementos de s ocurren en ys en la misma posicién.
. Para cada una de las siguientes férmulas, describa su significado utilizando el lenguaje natural.

(JI¢:1<i<n: i)

)
)
)

(Max i :0<i<#xs: xs.i)<(Min i :0<1i < #ys: ys.i)
(Fi,j :(2<i<n)A(2<j<n):ixj=n)

. Para cada uno de los items del ejercicio anterior, evalie respectivamente con los siguientes valores:

n =>5.
xs =16,9,3,9,8].
Ts = [737938]7y8 = [63 778]



10.

11.

12.

13.

. Defina recursivamente una funcién todos : [Bool] — Bool que verifica que todos los elementos de una lista

son T'rue, es decir, que satisface la siguiente especificacion:

todos.xs = (Vi : 0 <i< #xs: xs.i)

. Suponiendo que f : A — Bool es una funcién fija cualquiera, y xs : [A]. Caracterice con una férmula la

siguiente funcién recursiva:
algunof : [A] — Bool

algunof.[| = False
algunof.(x>xs) = f.x Valgunof.xs

Enuncie los axiomas de rango vacio, rango unitario, particién de rango y término constante para cada
uno de los siguientes cuantificadores:

a) Cuantificador universal (V)  d) Productoria ([]) g) Inteseccién ()
b) Cuantificador existencia (3) e) Maximo (Max)
¢) Sumatoria (>.) f) Minimo (Min) h) Unién ()

(Separacién de un término) Demuestre los siguientes teoremas ttiles para la materia:
a) (Pi:0<i<n+4+l:Ti)=(Pi:0<i<n: Ti)dTn
D) (Pi:0<i<n+1:Ti)y=T0a(Pi:0<i<n: T.(i+1))

Considere una funcién sumalista : [Num] — Num que suma todos los elementos de una lista. Por un
lado, escriba una especificacion que caraterice esta funcién, utilizando el cuantificador . Por otro lado,
escriba un programa recursivo que compute la funcién.

Defina recursivamente las siguientes funciones.

a) La funcién paratodo, que dada una lista de valores xs : [A] y un predicado T : A — Bool, determina
si todos los elementos en zs hacen verdadero el predicado T', es decir:

paratodo : [A] — (A — Bool) — Bool

paratodo.xs.T = (Vi : 0 <i < #xs: T.(xs.1))

Puede ser de ayuda recordar la funcion del ejercicio 8.

b) La funcién existe, que dada una lista de valores xs : [A] y un predicado T': A — Bool, determina si
algun elemento en zs hace verdadero el predicado T, es decir:

existe : [A] — (A — Bool) — Bool
evistexs.T = (31 :0<i < #axs: T.(xs.1))

Puede ser de ayuda recordar la funcion del ejercicio 9.

¢) La funcién sumatoria, que dada una lista de valores zs : [A] y una funcién T : A — Num (toma
elementos de A y devuelve nimeros), calcula la suma de la aplicacién de T a los elementos en s es

decir:
sumatoria : [A] = (A — Num) — Num

sumatoria.xs.T = (i : 0 <i < #as: T.(xs.i))

d) La funcién productoria, que dada una lista de valores s : [A] y una funcién T : A — Num, calcula
el producto de la aplicacion de T a los elementos de xs, es decir:

productoria : [A] = (A — Num) — Num

productoria.xs.T = (J[ i : 0 <i < #xs: T.(xs.0))



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Todas las funciones del ejercicio 13 son similares entre si: cada una aplica la funcién término 7" a todos
los elementos de una lista, y luego aplica algiin operador entre todos ellos, obteniendose asi el resultado
final. Para el caso de la lista vacia, se devuelve el elemento neutro.

Guidndose por esta observacion, defina de manera recursiva la funcién cuantGen (denota la cuantificacién
generalizada) que tomando como argumento un operador, su elemento neutro, una lista de elementos y
una funcién término, aplica el operador a los elementos de la lista, transformados por la funcién término:

cuantGen : (B—- B — B) - B —[A]—» (A— B)—> B
cuantGen. ® .z.xs. T = (@i : 0 <i < #xs: T.(xs.i))

Podemos definir un cuantificador de conteo N utilizando la sumatoria:
(Ni :Rai: Ti)={( i :RiATi: 1)

a) Enuncie y demuestre las reglas de rango vacio, rango unitario y particién de rango para N.
b) Demuestre que (> ¢ : RiAT.d : k)= (Ni: Ri: Tayxk

¢) ¢ Que reglas de los cuantificadores generales no valen?
i Por que?

Demuestre la siguiente relacién entre los cuantificadores de maximo y minimo:
z={(Min i : Ri: -Tiy=z=—(Max i : R.i : T.4)
Demuestra el siguiente teorema sobre V, utilizando los axiomas y teoremas del digesto:

= Intercambio para V (generalizada): (Vi : Ri NS4 : T.i) = (Vi : Ri : Si=T.i)
» Instanciacién de ¥V: (Vi :: T.i) = T.z, cuando = no esta cuantificada.
(Como seria la regla de instanciacién para 37 Enunciala y demostrala.

Escriba formulas para las siguientes expresiones en lenguaje natural. Responder: ;Qué tipo tiene cada
expresion?

a) n es potencia de 2.

b) n es el elemento méds grande de zs.
¢) El producto de los elementos pares de xs.
d) La suma de los elementos en posicién par de zs.

(Separacion de un término 2D) Suponga que € es un cuantificador asociado a un operador genérico @,
que es conmutativo y asociativo (asf como el V es el cuantificador asociado a la conjuncién A). Demuestre
las siguientes reglas:

a) (Pi,j:0<i<j<n+l:Tij)=
(Pi,j:0<i<j<n:Tij)e{@i:0<i<n: Tin)
b) (Pi,j:0<i<j<n+4+1l:Tij)=
@Pj:0<j<n:TOG+)o@ij :0<i<j<n:T(i+1).(G+1))
Ayuda: Escriba las desigualdades en el rango 0 <i<j <n+1como 0<iAi<jAj<n+1, aplicar

anidado, particion de rango y rango unitario en una de las variables. Puede ser ttil esquematizar el rango
en ejes cartesianos para visualizar el resultado.



