AYED Il - PRACTICA 1

Preliminares y verificacion de programas

EJERCICIOL.1 Seaf, la sucesion de Fibonacci, definida mediafite= 0, f1 = 1y fn = fn-1 + fn—2,
paran > 2. Dé los valores de las siguientes expresiones:

0
a. Elfk b > [k . > fr d. > fi

0<k?2<5 0<k?2<5 0<k?2<5

EJERCICIOL.2. Considere lasuma ) a;j;. Despliéguela sumando:
1<i<j<k<4

a) Primero erk, luego enj y luego eni.
b) Primero en, luego enj y luego enk.

EJErcIcIOl1.3. Refute o valide cada una de las siguientes igualdades:

(Zak> Zl/aj = ZZak/aj = ZZak/ak = Zn:nQ.
k=1 k=1

j=1 k=1 j=1 k=1 k=1

EJERcCICIO 1.4 Seas, la suma de los primeros términos de la serie aritmétieaa + b,a + 20, ... .
Expreses,, utilizando el simbold y luego pruebe que,, es exactamenten + n(n — 1)b/2.

EJERCICIO1.5. Seas, la suma de los primeras términos de la serie geométriaaar, ar?, ... . Pruebe
gue sir # 1 entonces,, es exactament%(}:—::).

. g n .9 n(n+1)(2n+1)
EJERCICIOL.6. Probar por induccion qug i

=1

n
EJERCICIOL.7. Pruebe quey_ () = 2.
k=0

EJERCICIO 1.8 Pruebe que}_ k(}) = n2""!. (Ayuda: Derive ambos miembros de + z)" =

‘ k=1
n

Do (7)a").

EJERCICIOL.9. Consideren rectas no paralelas dos a dos y sin puntos de interseccion multiples,, 8ka

numero de regiones en las que queda dividido el plano. Pruebk,guel + n(n + 1)/2.

EJERCICIO 1.10. Considere los siguientes programas. Para cada uno de ellos, escriba formalmente la
postcondicién y una adecuada precondicion, y luego establezca un invariante que permita verificar el ciclo.
(1) whilex #y
if x>y thenx:=z—y
ifr<y theny:=y—=x
2) qr:=0zx
whiler >y dog,r:=q+1,r—y



2 1. PRELIMINARES

EJERcCICIO 1.11 Un polinomio ag + a1t + --- 4+ ay_1tV~! se puede representar con el arreglo
[ap, a1, ...,an—1]. Hacer lo mismo que en Ejercicio 1.10 para los siguientes programas que evaltan, de dos
maneras distintas, un polinomio en
(1) wvari:int
1,7 :=0,0
while i # N dor,i:=rz+ X[N —i—1],i+1
(2) wvard,y:int
t,r,y :=0,0,1
while i # N dori,y :=r+ X[i]y,i + 1,yx

EJERCICIOL.12 Verifique la correccidn de los siguientes algoritmos recursivos, especificando previamente
la precondicién y la postcondicion.
(1) var X :array[0..n) of int
func suma(X : array, n : nat) dev: int
if n=0 thens:=0
if n >0 then
s :=suma(X,n —1)
s:=s+ X[n—1]
return s
(2)  func dividir(a,b : nat) dev: nat, nat
if a<b theng,r:=0,a
if a >0 then
q,r := dividir(a — b, b)
qg:=q+1
return q,r
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Analisis de algoritmos

EJErRCICIO2.1. Hallar de manera exacta y lo mas simple posible el tiempo de ejecucion de los siguientes
programas (por supuesto, las sumatorias deben ser eliminadas).
t:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n? do
for k:=1to n dot:=t+1
t:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1 to i do
for k:=j ton dot:=t+1

EJERCICIO2.2. Determinar cuales de las siguientes afirmaciones son validas. Justificar.

a) O(f + g) = O(maz(f, g)).

b) Sis € O(f)yr € O(g) entonces +r € O(f + g).
c) Sise O(f)yr € O(g) entonces —r € O(f — g).
d) 2t e O(2n).

e) (m+ 1) € O(m!).

EJERCICIO2.3. Ordenar intercalando “=" o¢” los O de las siguientes funciones, dorile ¢ < 1:

WS onlog(n),  n', (L4e)",  n’flog(n), (> —n+ 1)

EJERCICIO2.4. Pruebe o refute las relaciongss O(g), f € Q(g) y f € ©(g) para los siguientes pares:
a) 100n + log(n), n + (log(n))?.

b) n?/log(n), n(log(n))*.
c) n2m, 3™,

EJERcCICIO 2.5. Pruebe quelog(n!) € ©(nlog(n)). (Ayuda: use la formula de Stirlingp! =
V2mn (n/e)™)
EJERCICIO2.6. Dé soluciones exactas para las siguientes recurrencias:
(1) t(n) =t(n — 1) +n/2, t(1) = 1.

(2) t(n) =8t(n — 1) — 15t(n — 2), t(1) =1, t(2) = 4.
(3) t(n) =3t(n —2) —2t(n —3), t(1) =0, t(2) =0
(4) t(n) =8t(n —1) — 15t(n — 2), t(1) =1, t(2) = 4.
EJERCICIO2.7. Demuestre que:
(1) 2% € O(nkth), (2) 3 i*log(i) € O(n*+liog(n)).

i=1 i=1

3
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EJERCICIO2.8. Determine cuales de las siguientes funciones son uniformes:

n, nlog(n), n*, plog(n) 2", n!.

EJERCICIO2.9. Seat(n) = 2t(|n/2]) + 2nlog(n), t(1) = 4. Pruebe qué(n) € O(nlog?(n)).

EJERCICIO2.10. Para cada uno de los siguientes algoritmos escriba una ecuacion recursiva asintotica para
T'(n). Dé el orden exacto d& expresandolo de la forma méas simple posible.
proc DC(n : nat)
if n <1 then skip
if n>1 then
for i:=1 to 8 do DC(n div 2)
for i:=1 to n? dodummy :=0
proc waste(n : nat)
for i:=1 to n do
for j:=1 to ¢ dowritei,j,n
if n <0 then skip
if n>0for i:=1 to 4 dowaste(n div 2)

EJERCICIO 2.11 Ordenar segurc los O de las siguientes funciones. No calcular limites, utilizar las
propiedades algebraicas.

(1) nlog2™

(2) 2"logn

(3) n!logn

(4) 2"

EJERCICIO2.12 Resolver la siguiente recurrencia

¢ = 5 n=1
") 3t,_q — 271 n>1

EJERCICIO2.13 Resolver la siguiente recurrencia
0 n=0vVn=1
t, = 1 n=2
3tn_1 - 4tn_3 C.C.
EJERCICIO2.14. Calcular el orden del tiempo de ejecucion del siguiente algoritmo
proc p(n : nat)
for j:=1to6do
if n <1 then skip
if n > 2 then
for i :==1to 3 do p(n div 4)
for i := 1 to n* do write i
¢, Qué operacién u operaciones esta considerando como elementales? Justificar.

EJERCICIO2.15 Calcular el orden exacto del tiempo de ejecucién de cada uno de los siguientes algoritmos:
1) t:=0;
for i:=1 to n do
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for j:=1to ¢ do
for k:=j to j+3 dot:=¢t+1
(2) proc p(n : nat)
if n > 2then
for i :=1to 16 do p(ndiv4)
for i := 1 to n do write ¢
for i :=1tondo
for j := 1 to n do write j

EJERCICIO2.16 Ordenar las siguientes funciones seguincluido estrictg e = de sus ’s.
(1) n* +2logn
(2) log(n™")
(3) 24logn
(4) 4"
(5) nlogn
Justificar sin utilizar la regla del limite.

EJERCICIO2.17. Seap el procedimiento dado por
proc p(n : nat)
if n <1 then skip
if n > 2then
for i :==1to C do p(n div D)
for i := 1 to n* do write i
Determine posibles valores de la constaritge D de manera que el procedimientbenga orden
(1) ©(n*logn)
(2) ©(n%)
(3) ©(n%)
En los casos en que
(@ D=2
(b) C =64

EJERCICIO02.18 Dar algoritmos cuyos tiempos de ejecucién tengan los siguientes érdenes:
(1) n® +2logn
(2) n?logn
(3) 3"

No utilizar potencia, logaritmo ni multiplicacién en los programas.

EJErcICI02.19 Dar el orden exacto dé. Justificar.
func f(i, k : int) dev: int
{pre:i <k}

if i < k then
J:=(i+k)div2
m = max(f(i,§), f(j + 1, k))

elsem := afi]

return m
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EJERCICIO2.20. Resolver de manera exacta la siguiente recurrencia
2t(n) =t(n —1)+t(n —2) + 12n — 16 t(0)=1, t(1) =1.

EJERCICIO2.21 Calcular el orden exacto del tiempo de ejecucién del siguiente algoritmo:

p:=1
whilep <ndop:=p=*3

EJERCICIO2.22 Una secuenciay, ..., x, Se dice que tienerden ciclicosi existe unz; tal que la secuencia

Ti, Tit1, ..., Tn, L1, ..., Ti_1 €S €Strictamente creciente. Supongamos que se recibe una secuencia con orden
ciclico almacenada en un arregtodefinido en[1, n]. Utilice una idea similar a la de basqueda binaria para
disefiar e implementar un algoritmo que encuentre el menor elemento de la secuencia e@tiempo.

Analice en forma detallada la complejidad.

2.1. Ejercicios adicionales

EJERCICI02.23 Dado un arreglo de entero$[1,n] se pide “ordenar’A sin modificarlo. Para ello, el
algoritmo debera crear un arredlfl, n], inicializarlo con los valoreg = [1,...,n| y realizar las modifi-
caciones necesarias érpara que al finalizar se tengH7[1]] < A[I[2]] < ... < A[I[n]]. El algoritmo

debera devolver el arreglo Calcular la complejidad.

EJERCICI02.24 Unacima ded[0, N) es un enter@ en el intervald0, N — 1] que satisface qua|[0, k] es
estrictamente creciente 4k, N) es estrictamente decreciente. Dar un algoritmo lo més eficiente posible
gue, asumiendo que la cima existe, la encuentra.

EJERCICIO2.25 Resuelva la siguiente recursion:

EJERCICIO2.26. Pruebe que el tiempo de ejecucion de las siguientes versiones de blsqueda binaria es en
ambos caso®(log(n)).
func bs1(X : array, « :int, 4,j : nat) dev: nat
if i =7 thenk :=i
if i <j then
var m : nat
m = [(i +4)/2]
if © < X[m] thenk :=bs(X,z,i,m —1)
if = X[m] thenk := bs(X,z,m, m)
if > X[m] thenk :=bs(X,z,m+1,7)
return k£
func bs2(X : array, x :int, 4,5 : nat) dev: nat
while i < j do
k:=(i+j)div2
if o < X[k] to j:=k—1
if v =X[k] to 4,5 :=k,k
if > X[k] to i:=k+1
return k£
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EJERCICIO2.27. Resuelva de manera exacta las siguientes recurrencias. Exprese la respuesta usando no-
tacion®, de la manera mas simple posible.

(1) t(n) =a,sin=0,1,
(2) t(n) =t(n —1) +t(n—2)+¢,sin > 2.
(3) t(n) =a,sin=0,1,

(

4 tn)=t(n—1)+t(n—2)+cn,sin > 2.

EJERCICIO2.28 Ordenar segurc y = los de las siguientes funciones. No calcular limites, utilizar las
propiedades algebraicas.

(1) (logz2)"

(2) (logs2)"

(3) nlog32

(4) nlog52

() n
EJERCICI02.29. Resolver larecurrencif(n) = 8f(n —1) —15f(n —2), f(1) =1, f(2) =

EJERCICI02.30. Dadas dos funcionef g : N — R* ¢Cudles de las siguientes condiciones son equiv-
alentes af (n) € O(g(n))? Responder confeccionando dos listas: una que enumera aquéllas que si son
equivalentes y otra que enumera aquéllas que no lo son.

(a) 4f(n) € O(v3g(n)) (b) O(g(n)) € O(f(n)) (c) Q(g(n)) € Q(f( )
(d) Q(f(n)) € Qg(n)) () f(n) € Q(g(n)) (f) g(n) € Q(f
(9) O(f(n)) € O(g(n)) (h) ©(f(n)) € B(g(n)) (1) Q(f(n)) <
(7) 1/g(n) € Q1/f(n)) (k) O(f(n)) € O(g(n)) () f(n)* € O(g(n )2>
EJERCICI02.31 Elsiguiente algoritmo obtiene el minimo elemento de un arreglarray [1..n] mediante
la técnica de programacion “divide y venceras”. Determinar el tiempo de ejecucidmiheq1, n).
func minimd(z, & : int) dev: int
{pre: i < k}
if i =k thenm := ai]
else
J = (i+k)div2
m := min(minimd, j), minimo(j+1,k)
{post: m es el minimo de[:, k|}
EJERCICIO2.32 Escriba procedimientgsque tengan 6rdenes
(1) ©(n?logn)
(2) ©(n%)
(3) ©(n?lognlogn)

EJERCICIO2.33 Escribir un algoritmo cuyo orden exacto leg® n. Las Unicas operaciones aritméticas
permitidas son: suma, resta, multiplicacion y division.

EJERCICI02.34. Escribir un algoritmo cuyo orden exactonés Las Unicas operaciones aritméticas permi-
tidas son: suma, resta, multiplicacion y division.
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Estructuras de datos

EJErcicio 3.1 Desarrolle de manera completa la implementacién del tipo abstpéeataitilizando un

arreglo y un entero. Todas las operaciones deben tener complé)idad Ponga especial cuidado en los
casos de excepcién, por ejemplo pedir el tope de una pila vacia, etc. EI comportamiento del algoritmo en
estos casos debe ser acorde a la especificacion abstracta.

EJercici03.2. Hacer lo mismo que en el Ejercicio 3.1 para el tipo abstraota, utilizando un arreglo y
dos enteros. Todas las operaciones deben seguir sigfido

EJERCICIO3.3. (1) Hacer lo mismo que en el Ejercicio 3.1 para el tipo abstréista, utilizando
punteros. Estudie la complejidad de cada una de las operaciones del tipo.

(2) Repita (1) con una implementacion sobre arreglos.

(3) Para cada una de las siguientes operaciones diga cuales pueden implementarse &f(tigmpo
sobre punteros, y cuales sobre arreglos: devolvieésimo elemento, devolver el primer elemento,
devolver el Ultimo elemento, insertar un elemento e&-ékimo lugar, insertar un elemento al
principio y devolver la longitud de la lista.

EJERrRCICIO3.4. Considere el tipo abstracfmlinomio con coeficientes enterokl tipo posee las opera-
ciones abstractas “evaluar ehy “devolver el coeficiente de gradd’. Fije constructores y dé una especi-
ficacion del tipo abstracto. Obtenga luego una implementacion utilizando arreglos, de manera que el lugar
k aloje al coeficiente de grado

EJErcCICIO3.5. Considere el tipo abstracto del problema anterior. Obtenga una implementacién eficiente
en espacio, en la cual el espacio requerido no dependa del grado. Por ejemplo el paliitfiid deberia
ser representado mediante un estructura de escaso tamafio.

EJERCICIO3.6. Los algoritmos de ordenamiento de secuencias de palabras deben efectuar frecuentemente
la operacion “swap”, y la pregunta ¢es la palabra del lagmenor o igual a la palabra del lugaen el

orden lexicografico? Implemente estas dos operaciones abstractas sobre la siguiente representacion de una
secuencias dg palabras. Las palabras estan dispuestas de manera consecutiva en un arreglo de caracteres
C[1..M]. Se dispone de otro arregij1..N] de pares de naturales que contiene en el lu@gan1 < i < k)

al par que indica el lugar de comienzo de la palab#aima enC, y su tamafio. Por ejemplo, ki= 4, en

los arreglos

C = arbolcasaele fanteaseo...

A=(6,4) (1,5) (12,6) (10,2) ...

se representa la secuenciga, arbol, efante, el.

EJERCICIO3.7. Considere el tipo “Lista enriquecida de enter&sist, que posee el género abstraéibist,

y las operaciones del tipo lista [], tail, head a las que se agregan
9
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lenght :  Elist — nat longitud de la lista.
last :  Elist — int (ltimo elemento.
nulls : Flist — nat cantidad de ceros que contiene la lista.

Obtenga una implementacién del tipo abstra€tést, que utilice el tipo lista que usted conoce, de manera
que todas las operaciones s€a(1).

EJERCICI03.8. Especifique el tipo abstractoonjunto, que posee las operacionespty, insert, delete
y member?. Obtenga luego implementaciones del tipo abstracto mediistas ordenadash) Arboles
ordenados (ABB). Estudie detalladamente la complejidad de cada operacion en ambas implementaciones.

EJERCICIO3.9. Se define el tipo nodo de la siguiente manera:

type nodo= record

letra : char

def: Tsignificado

primerHijo : Tnodo

hermano: Tnhodo
Este tipo permite definir un arbol finitario de la siguiente manera. Sgam de tipo Tnoda
Decimos que: es hijo dem sii n = m7.primerhijo o existe otro hijgp dem tal quen = pT.hermano
Se utiliza esta estructura para implementar un diccionario de la siguiente manera: dada una secuencia
ni...,n, conk > 0 tal quensy es hijo deny,...,n; es hijo den,_1, seanl; = nq T .letra,... Il =
ny T.letra, el significado de la palabia. . . [; es el indicado pon;T.def
Asumiendo que no hay dos hermanoy m talesn 1 .letra = m 1 .letra escribir una funcion iterativa
gue dadoglicc : Tnodoy una palabra (arreglo de caracteres) devuelve unf significadoque indica el
significado de la palabra (que por convencion es nil si la palabra no esté en el diccionario).

EJErcIci03.10. Implementar el TAD cola utilizando como representacion listas enlazadas circulares, es
decir, una cola esta dada por un puntero al Gltimo nodo y éste a su vez contiene un puntero al primer nodo,
etc. Utilizar la siguiente estructura:

type nodo= record
info : elem
sgte: Thodo

type cola= Tnodo

3.1. Ejercicios adicionales

EJErcici0 3.11 (Cinta de Caracteres.) Todos los lenguajes de programacién proveen una manera de
manipular archivos de texto que permiten, entre otras cosas, abrir un archivo para lectura, leer caracter por
caracter, preguntar si se esta al final del archivo, etc. Ekiita de caractereiene como objetivo brindar

una forma clara y precisa de introducir en nuestros programas estas operaciones, independientemente del
lenguaje que se va a usar luego en la implementacion.

Una cinta de caracterés “montada” sobre una secuencia de caract8rpsrmite leer uno a uno los carac-

teres deS desde el principio al fin. El tipo abstracto posee las operaciones

crear(S) (monta la cintaC' desde la secuencia de caractefgs

arr(C) (arrancar la cinta, o sea posicionarse en el primer caracter),
av(C) (avanzar al siguiente caracter),

cor(C) (devolver el caracter corriente),
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e fin?(C) (respuesta a: ¢se llego al final de la cinta?)
Por ejemplo, seé la secuencia
“cinta”
formada por un primer caracter blanco seguido de los caracteres de la palabraviediantecrear(S)
montamos una cinta sobre la secueritig al hacer
C = arr(crear(S))
posicionamos el “cursor” de la cinta sobre el primer caracter d& y tenemos:

cor(C) = '’ (caracter blanca)
fin?(C) = falso
cor(av(C)) = 'c.

Para especificar el tipo abstracto es conveniente utilizar las operaciones pidtay pd(C), que de-

vuelven las secuencias que corresponden a la parte izquierda y derecha de la cinta, respectivamente. Esta
operaciones se denominan ocultas porque no son operaciones que ofrezca el tipo (en particular no pueden
utilizarse en un programa), sino que son operaciones que nos sirven para describir el comportamiento de
otras operaciones. Los secuen@él”) y pd(C) se encuentran delimitadas par(C'), que es el primer
elemento de la parte derecha. En el ejemplo anterior, si

Cy = av(av(C)),
entonces tenemg@s(C,) = “ ¢’ y pd(C1) = “inta”. Asi, desde que se monta la ciiitesobre la secuencia
S se mantiene la condicion invariante
S = pi(C) + +pd(C).

Vamos a especificar ahora de manera precisa el comportamiento de las operaciones del tipo a través de pre
y pos condiciones. La operacianear(S) no posee especificacion pre-pos pues juega el rol de constructor
del tipo. Las especificaciones der y av son:

{S = pi(C) + +pd(C)}
arr(C)
{pi(C) =1] A pd(C) =S}

{pi(C)=1 A pd(C)=cr>D}
av(C)
{pi(C)=1I<c N pd(C)= D}
La especificacién se completa con las propiedades:
fin?(C)  pd(C) =]
—fin?(C) = cor(C) = head(pd(C))
Ambas operaciones se pueden aplicar solamente si la cinta fue arrancada. Note que de la especificacién se
deduce facilmente que para ejecuta(C') debemos tener la condiciénfin?(C).

(1) Desarrolle un algoritmo iterativo que calcule la cantidad de caracteres de una seéuénoa
puede ser vacia), montando una cinta scbr8i se utiliza la variable de programagpara contar,
entonces el invariante sera

“n es la cantidad de caracteresydéC')”.
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(2) Desarrolle un algoritmo iterativo que determine si la cantidad de ocurrencias del cataeter ’
una secuencid (que puede ser vacia) es igual a la cantidad de ocurrenciés de’

EJERCICIO3.12 (Cintas de objetos abstractos.) Frecuentemente se debe leer objetos abstractos que han
sido almacenados en un archivo de texto utilizando ciertos criterios (a veces arbitrarios) para disponerlos
como secuencia de caracteres. Por ejemplo es usual que se disponga un texto del lenguaje castellano en un
archivo separando las palabras por caracteres blancos. Cuando el objeto en cuestion es mas complejo, su
disposicion como secuencia podria estar sujeta a decisiones mas arbitrarias. Por ejemplo en el caso del tipo
Alumnq que es una estructura compuesta pombre DNI, N°_de_alumnoplista_de_materias_rendidas

etc., deberiamos escoger caracteres que separen los distintos datos de cada alumno, y a su vez que separe
alumnos entre si. Luego para respetar el criterio de modularidad en los programas y facilitar la reusabilidad,
es conveniente que todas estas decisiones se resuelvan en una correcta implementacion de la cinta abstract:
sobre la cinta de caracteres, y que luego se manipulen los objetos abstractos a través de la cinta abstracta.

(1) Vamos a considerar como objeto abstracto a las palabras. Obtenga una especificaciéon del tipo
abstractainta de palabrasNote que en la especificacion cinta de caracteres en ningin momento
se hace referencia a la naturaleza de los objetos que aloja la secuencia, de manera que es posible
obtener una especificacion de cinta de palabras desde la especificacion de la cinta de caracteres,
cambiando el nombre a las funciones para que se ponga en evidencia que los objetos alojados son
palabras (por ejemplo utilizatrrC P, avC P, pal y finC P?). Ya quepi, pd son ocultas, se puede
seguir utilizando los mismos nombres para estas funciones.

(2) En este problema se debe obtener una implementacion de la cinta de palabras sobre la cinta de
caracteres. Vamos a ver primero que es necesario utilizar en la representacion algunos datos extras,
ademas de la cinta de caracteres. Dado que la cinta de caracteres lee un caracter por vez, debemos
incorporar a la implementacién una palabra que en todo momento (antes del fin de la cinta) sea la
palabra corriente. Luego el "avanzar” de cinta de palabras debera primero desechar los espacios en
blanco y luego leer toda una palabra hasta llegar a un nuevo blanco. Por ejemplo para implementar
la situacion abstracta:

[la] [casa] ... . [la] casa]
7 avCP(CP) 7
pal pal

debemos partir de la cinta

Bl a B B B ca s afp
T

cor

y arribar a la cinta

81l a 8 6 6 ¢c a s a O
1

cor

almacenando la palabradsa’. El tipo de implementacién sera entonces un record con un campo

de tipoCinta de Caracteres y otro campo de tipdalabra. LlamemosC P.cinta y C' P.pal a

estos campos. Un andlisis superficial podria sugerir implementar la opefagio®? mediante

fin?. Veamos que esto tiene un inconveniente. Supongamos que tenemos la cinta anterior, pero
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gue la Ultima &’ de 'casa’ es el Ultimo caracter de la cinta:

. Bl a B B B c a s a
CP.cinta T

cor

Después de leer una palabra tendremos la situgtionC P.cinta), pero la situacion abstracta
seré:
[la] [casa]
T
pal
que no se corresponde con el fin de la cinta abstracta pues su parte dergehapslLuego es
imprescindible que incorporemos un campo booleano a la implementacion, ll@fagdo, que
nos dira si estamos al final de la cinta abstracta. En el caso anterior tendf@ios P.cinta)
peroCP.fin = false.
El tipo de implementacion sera entonces:
type Cinta_de_Plalabras- record
cinta: Cinta_de_Caracteres
pal : Palabra
fin : bool

Complete la implementacion escribiendo procedimientos y funciones que implementen todas las
operaciones del tipo abstracto cinta de palabras.

EJERcCICI03.13 Especifique el tipo abstraci@iccionario. Los items que contiene el diccionario poseen
una clavenat, dada por una funcidhey : item — nat. Se diferencia del tipo conjunto porque en lugar

de la funciénmember posee una funcién que dada una clave determina si hay un item con esa clave. Un
diccionario no admite dos items con la misma clave. El borrado de un item recibe una clave.

EJERCICIO3.14. Eltipo abstractanulticonjunto(conjuntos de enteros con repeticiones) tiene operaciones

empty Multiconjunto sin elementos.

ins(z, M): Inserta (una ocurrencia mas de) el enteen el multiconjunta\/.
del(z, M): Borra una ocurrencia del entercen el multiconjunta\/.

mult(xz, M ): Devuelve el nUmero de veces que ocurre el entezn M.
iSEmpty M ): Devuelve true siy sélo si el multiconjuntd/ es vacio.

Por ejemplo:
ins(5, {1,1,—4,5}) = {1,1,-4,5,5}
del(1,{1,1,-4,5}) = {1,—4,5}
mult(1,{1,1,4,5}) = 2

Implemente el tipo abstractaulticonjuntoutilizando arboles binarios de busqueda.

EJErcICIO3.15 Se define el tipo lista de una manera diferente, con las siguientes operagiciasjue
crea una lista vacignsertar(, k, e) que se aplica solo a listague tienen al mends elementos e inserta
de modo que quede en la posicioh de la lista resultantdorrar(/, k) que se aplica sdlo a listas que tienen
al menoskt + 1 elementos y borra el que se encuentra en la posiciomgitud!) que devuelve la longitud
dely seleccionafl, k) que se aplica solo a listas que tienen al ménesl elementos y devuelve el que se
encuentra en la posicidn

Implementar la funcién longitud y el procedimiento insertar usando:
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type nodo= record
info : elem
sgte: Thodo

type lista = Tnodo

EJERCICIO3.16. Un palindromo es una palabra o frase que, salvo por los espacios, se lee igual de izquierda
a derecha que de derecha a izquierda. Por ejemplo: “ddbale arroz a la zorra el abad” es un palindromo.
Escribir un algoritmo que dada una secuencie letras determine, con la ayuda de una pitie letras,

si s es 0 no un palindromo. Asumir que se conoce la longitud inicide s (sin contar sus espacios).

La secuencia solo puede manipularse a través de la funégtimptys) que dice sis es 0 no vacia y el
procedimientdake(s, [) que asigna &la primera letra de y la elimina des. Ambas operaciones se asumen
predefinidas.
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Estructuras de Datos (continuacion)

EJERCICIO4.1 Elimine la recursion del algoritmo de busqueda de un elemento de un arbol binario de
bdsqueda (ABB).

EJERCICIO4.2. Parah = 2,3, 4,5 dibuje ABB'’s de alturah con la minima cantidad de nodos posible que
satisfagan la siguiente propiedad: para cada notés alturas de los subarboles izquierdo y derechn de
difieren alo sumo en 1. ¢ Qué cantidad de nodos posee el ABB en cada caso? Muestre ejemplos de insercion
y borrado sobre estos arboles que rompan con ésta propiedad.

EJErRcICIO4.3. Especifique de manera formal la operacion “altura de un arbol binario de naturales”. Im-
plemente luego tal operacion suponiendo que los arboles estan representados con punteros.

EJErcCICIO4.4. Podemos extender el TAD arbol binario agregando la operaciire devuelve el padre.
Implemente la estructura de &rbol binario de tal forma que las operaciones para obtener el valor de un
nodo key), el hijo izquierdo [eft), el hijo derechoright) y el padre ) sean de tiempo constante. Estas
operaciones tienen como dominio y codominio el tipo arbok & un &rbol y no tiene hijo izquierdo (resp.

hijo derecho, resp. padre) entondef§x] (resp.right[z], resp.p[z]) devuelve NIL .

EJERCICIO4.5. Recuerde que un arbol binario es de busqueda (ABB) si para cada: rsedeatisface que
cuandoy pertenece al subarbol izquierdodeentoncegeyjy| < keyz| y siy pertenece al subarbol derecho
de z, entoncekeyz] < keyjy]. Unarecorrido inorderen un ABB muestra todos los nodos del &rbol en
forma ordenada. Sea el siguiente algoritmo

proc recorridolnorder(z)
if z % NIL then
recorridolnorder(left]x])
write keyjx]
recorridolnorder(right[x])
dondex es un arbol.

(1) Probar que sI" es un arbol binario de busqueda, entoneesrridolnorderT") imprime los valores
de los nodos en forma ordenada.

(2) Probar que el algoritmo &3(n).

(3) SeaA un heap com elementos, ¢,se puede imprimir en orden los valore$ e tiempod(n)?

EJErcICIO4.6. Con las claved 1,4, 5,10, 16, 17,21} construir &rboles binarios de busqueda de alturas 2,
3,4,5y6.

EJERCICIO4.7. Dé un algoritmo iterativo que imprima en orden las claves de un arbol binario de busqueda.

EJERCICIO4.8. Considerar el TADIree con operaciones:

hoja : Int — Tree
nodo : Pair X Tree x Tree x Tree — Tree
15
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(Aqui Pair = Int x Int)

izq, med, der : Tree — Tree

valor Nodo : Tree — Pair

valorHoja : Tree — Int
Se consideran so6lo arbol&s: Tree que satisfacen que, silor(T) = (i, j) entonces:
-i<j
- sin ocurre en una hoja deq(7"), entonces < i
- sin ocurre en una hoja deed(7'), entonces < n < j
- Sin ocurre en una hoja dér (1), entonceg < n
Desarrollar un algoritmo iterativo logaritmico que determine si un enterodadarre en una hoja dg.

EJERCICIO4.9. Sean los siguientes algoritmos sobre ABB.

func searctiz : bintree & : valor) dev: bintree
{post: devuelve un nodo cuyo valor essi existe. Si no devuelve NIL }
if 2= NIL V& = keyjz| then return x
if & < keyjz] then return searchleft[z], k)
else return searctright|z]|, k)

func min(x : bintree) dev: bintree
{post: devuelve un nodo con clave minima}
while leftfz] # NIL do z := left]x]
return z
func maxx : bintree) dev: bintree
{post: devuelve un nodo con clave maxima}
while right[z] # NIL do z := right[x]
return z

(1) Probar quesearch min, maxtienen complejida® (h), dondeh es la altura del &arbol.
(2) Escribir versiones recursivas deny max

EJERCICIO4.10. Seaxr un nodo en un ABB. Ediguientedex es un nodo distinto a con un valor inmediato
superior o igual al de.. Si tal nodo no existe, es indefinido. Analogamente, se defiaatetior de z,
cambiando la palabra “superior” por “inferior”. Sea
func sig(z : bintree) dev: bintree
if right[x] # NIL then return min(right[z])
y := plz]
while y # NIL Az = right[y] do
xi=Yy
y = ply
return y
La notacion es la del Ejercicio 4.4.
(1) Pruebe qusig(x) implementa siguiente.
(2) Implemente la funcidant(xz) implementa anterior.
(3) Probar que tantsig comoanttienen complejidad (k) dondet es la altura del arbol.

EJERCICIO4.11 Suponga que tiene un ABB con etiquetas delD@ y quiere encontrar el nimero 363.
¢, Cuales de las siguientes secuena@gsuede ser una secuencia de nodos examinados?
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(1) 2,252, 401, 398, 330, 344, 397, 363.

(2) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363.
(3) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363.

(4) 2,399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363.
(5) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

EJERCICIO4.12 SeaTl un ABB con todas las valores distintos. Seana hoja ey su padre. Probar que
keyjy] es el minimo valor ed” con la propiedadeyjy] > keyjz| o bien es el maximo valore €f con la
propiedadkeyy] < keyz].

EJERCICIO4.13 Recordemos que el métodwsertinserta un valor en un ABB. Podemos ordenar un con-
junto de numeros construyendo un ABB con esos nimeros (usizsettrepetidas veces) y luego aplicando
recorridolnorder.
(1) El peor caso de este algoritmo es cuamdertproduce un arbol “lineal”. Calcule la complejidad
en este caso y de ejemplos de cuando ocurre.
(2) El mejor caso de este algoritmo es cuaimdertproduce un arbol balanceado. Calcule la comple-
jidad en este caso y de ejemplos de cuando ocurre.

EJERCICIO4.14 (1) Dada la secuencia de numeros 23, 35, 49, 51, 41, 25, 50, 43, 55, 15, 47y 37
determinar el ABB resultante de realizar las inserciones de dichos nimeros exactamente en ese
orden a partir del ABB vacio.

(2) Dado el siguiente ABB determinar una secuencia de inserciones que pudiera haber dado lugar a

dicho ABB.
10 35
6/ \19 25/ \52
4/ 15/ a3 27 s3
/ N\
11 18

EJERCICIO4.15 ¢ Cudl es el minimo y el maximo numero de elementos en un heap deféltura
EJERCICIO4.16 Probar que hay a lo méas/2h + 1 nodos de alturd en un heap de elementos.

EJERCICIO4.17. Probar que en cualquier subarbol de un heap, la raiz del subarbol es el valor mas alto del
subarbol.

EJERCICIO4.18 Suponga que un heap tiene todos los elementos distintos. ¢ Donde esta ubicado el elemento
minimo del heap?

EJERCICIO4.19 ¢Un arreglo ordenado en forma descendente es un heap?
EJERCICI04.20. ¢El arreglg23,17,14,6,13,10,1,5,7,12] es un heap?

EJERCICIO4.21 SeaT[1..12] un arreglo dado pdf'[i] = i, para toda.. Muestre el estado d€ después
de cada una de las siguientes operaciones. Las operaciones se efectian una después de otra, segln el orde
dado, y el output de una operacion es el input de la siguiente.

i) Hacer un heap desde
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i) Se hacd'[10] := 12, y luego se restablece la condicion de heap.
iif) ldemii), pero haciendd@’[1] := 6.
iv) Idemii), conT'[8] := 5.

EJERCICIO4.22 Probar que en la representacion por arreglos de un heap, si el heap tiene ta(eafio
decir tienen elementos), entonces las hojas tienen indig@s+ 1,n/2 + 2,...,n.

EJeErciICI04.23 Recordar que el procedimiersdtDown( A, i) tiene como input un arregld y un entero

i en el rango del arreglo. Cuando el procedimiento es llamado se supone que los arboles cotjXaices
y A[2: + 1], respectivamente, son heaps; pero diié < A[2i] o A[i] < A[2i + 1]. El procedimiento
siftbown“hunde” al elementod[i] de tal forma que el nuevo arbol resultante con raiz en la coordémrasda
ahora un heap. Hacsiftbown A, 3) dondeA = [27,17,3,16,13,10,1,5,7,12,4,8,9,0] y escribir como
evoluciona el arreglo paso a paso.

EJERCICI04.24. Describir el efecto de hacsiftDown( A, ¢) cuandoA[:] es mé&s grande que sus hijos.
EJERCICIO4.25 Describir el efecto de hacsiftDown(A, i) cuandoi > heapSizg4]/2.

EJERCICI04.26. Recordar que el procedimientoakeHeafI'[1..n]) tiene como input un arreglo, al cual
transforma (via ciertas permutaciones) en un heap. El procedimiento es

proc makeHeafI'[1..n])
for ¢ = 1 to n downto 1 do siftbownT’, 7)

Aplicar makeHeapml arregloA = [5,3,17,10,84,19,6,22,9] y describir como va cambiando el arreglo
antes de cada llamada si@éDown

EJERCICI04.27. llustrar, usando grafos, la operaciteapSoren el arregldd = [5,13,2,25,7,17, 20, 8, 4].

4.1. Ejercicios adicionales

EJERCICIO4.28 Seadl un ABB y supongamos gquees una hoja d&'. Cuando aplicamos el algoritmo de
busqueda &, el algoritmo recorre un camino. S&los nodos del camino de busquedakd®efinimosA

el conjunto de nodos dE a la izquierda dé3 y C el conjunto de nodos dE a la derecha d&. Demuestre
la verdad o falsedad de la siguiente propiedad: dadesd, b € By c € C, entonces < b < c.

EJERCICIO4.29 Pruebe que si un nodode un ABB tiene dos hijos, entonces el siguiente:d® tiene
hijo izquierdo y el anterior de no tiene hijo derecho.

EJErCICIO4.30 SeaT un ABB cuyos valores son todas distintos. Recordemos queesi un nodo,
entoncegy esancestrodex siy = p"(x) para0 < n (recordemos qug(x) es el padre de). Pruebe que
si el subarbol derecho de un node@nT es vacio g es el siguiente de, entonces, es el ancestro mas
pequefio de cuyo hijo izquierdo es también un ancestrardéara la definicion de siguiente ver Ejercicio
4.10.

EJERCICIO4.31 Una recorrido inorder en un ABB puede ser implementado encontrando el minimo ele-
mento del arbol y después encontrando el siguiente repetidas veces. Implementar este algoritmo y demostrar
que su complejidad &3(n).

EJErcCICIO4.32 Un ABB puede ser construido partiendo de un arbol vacio usando repetidas veces el
métodoinsert Si x es un nodo, cuando insertamesl algoritmo visita un cierto nimero de nodos de

T, digamosk. Después que terminamos de construir el arbol, cuando hacaadiz) este algoritmo
visitardk + 1 nodos. Explique el por que.
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EJERCICIO 4.33 Recordemos que el métodteleteborra un nodo de un ABB. S€B una ABB. ¢La
operacion de borrado de nodosHees conmutativa, en el sentido de que si borramgsuegoy el arbol
resultante es igual al que resulta de borrar primeyduegox? Si la respuesta es afirmativa, demuestre el
resultado, de lo contrario dé un contraejemplo.

EJERCICIO4.34 Seal un ABB que admite nodos repetidos. Desarrolle un algoritmo que borre todas las
ocurrencias de enT. Ayuda: busque: mediante el algoritmo de busqueda en ABB y luego elimine todas
las ocurrencias de del subarbol izquierdo. Finalmente proceda como el borrado normal.

EJERCICIO4.35 Unaimplementacion deeapSores

proc heapSortA)
makeHeapA)

for i = lengthA] downto 2 do
swag A, 1,1)
heapSizp4] = heapSizpd] — 1
siftbown(A4, 1)
Pruebe la correccion del algoritni@apSortusando el siguiente invariante: al comienzo del cfolo el
subarregloA[1..i] es un heap que contiene ieésimo elemento més pequefio d8..n] y el subarreglo
Ali + 1..n] contiene los: — i elementos méas grandes dél..n| y ellos estan en orden.

EJERCICIO4.36. Indique cudl es la complejidad deapSorten arreglos que estan ordenados en forma
decreciente. Analice la complejidad cuando los arreglos estan ordenados en forma creciente.

EJERCICIO4.37. (Colas de prioridad) Unaeola de prioridades una estructura de datos que mantiene un
conjunto y se suele implementar con un helapLas operaciones son:

e insert(A key)inserta el valokeyen A.

e maximum(A)devuelve el elemento dé de mayor valor.

e extract(A) devuelve el mayor elemento dey lo elimina deA (mantiene la propiedad de heap).
e increaseKeyA, i, key): cuandoi < key, incrementa el valor dd[i] akey.

Una aplicacion de las colas de prioridad es para darle prioridad a las tareas de un sistema operativo. Cada
tarea a ser ejecutada tiene una prioridad (el valor en el heap) y cuando una tarea finaliza o es interrump-
ida la tarea de mayor prioridad se obtiene usaextoact(A) Una nueva tarea se puede agregar usando
insert(A,key) Se puede incrementar la prioridad de una tarea usacdeaseKeyA, i, key).

Las siguientes son implementaciones de los procedimientos arriba descritos:

func extract(A)dev: max

{pre: heapSizp4] >= 1}

{post: devuelve el primer elemento del arreglo (el maximo) y
lo elimina del heap. Con lo que queda rehace un heap}
max= A[l]

A[l] = A[heapSizp]]
heapSizp4] = heapSizpd] — 1
siftbown( A4, 1)
return max
proc increaseKeyA, i, key)
{pre: key> A[i]
{post: incrementa el valor del[:] a key y rehace el heap}
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Ali] = key
while : > 1 A A[parenti)] < A[i] do
swag A, i, parent{i))
i := parenti)
proc insert(A, key)
{post: inserta el valor key en el heap}
heapSizpd] = heapSizp4] + 1
AlheapSizpi]] = —o0
increaseKeyA, heapSizp4], key)
(1) Calcule la complejidad de cada uno de los procedimientos.
(2) llustre como funcionaxtract en el heapd = [15,13,9,5,12,8,7,4,0,6,2, 1].
(3) llustre como funcionansert(A, 10) en el heapA = [15,13,9,5,12,8,7,4,0,6, 2, 1].
(4) Pruebe la correccion del procedimieirioreaseKeyisando el siguiente invariante: al comienzo de
cada iteracion del ciclwvhile el arregloA[1..heapSizR4|]] satisface la propiedad de heap excepto
que puede ocurrir qué|i] puede ser méas grande qdéarent(i)].

EJERCICIO4.38 La operaciordeleté A, ) borra el noda en le heapA y conserva la propiedad de heap.
Escriba una implementacion deleteque tenga una complejid&d(log n) sin es el tamafio del heap.

EJeErcICI04.39 Describa un algoritmo de complejid&@¥n log k) que juntek listas ordenadas en forma
descendente en una lista ordenada en forma descendente (Ayuda: use heaps).

EJERCICIO4.40. Un heapd-ario es como un heap binario excepto (con una posible excepcion) todos los
nodos que no son hojas tiengémijos en vez de 2.

(1) Represente una hedpario mediante un arreglo.

(2) Dado un heag-ario den elementos calcule la altura en términosdden.

(3) Implemente en forma eficientxtracten un heapi-ario. Analice su complejidad en términos de
dyn.

(4) Implemente en forma eficientecreaseKeyA, i, k) en un heapi-ario, haciendo primerel[i] =
max Ali], k) y luego actualizando la estructura de helgrio en A. Analice complejidad del
procedimiento en términos diy n.

EJERCICIO4.41 Unm x n Young tableayo simplemente utableay es una matrizn x n tal que cada fila

y cada columna esta ordenada (en forma ascendente). Algunas de las entradas de un Young tableau pueder
serco y veremos esas entradas como elementos inexistentes. Por lo tanto, un Young tableau puede ser usado
para almacenar < nm nimeros. Diremos que un Young tableau dstéo si tienenm elementos.

(1) Dibuje un4 x 4 Young tableau que contenga los elemerdtas 6, 3,2,4, 8, 5,14, 12}

(2) Explique por qué un Young tabledl es vacio si se cumple qui€[1, 1] = co. Explique por qué
esta lleno sk’ [m, n| < co.

(3) Implemente el procedimienextractMinque devuelve el minimo elemento del tableau, lo elimina
y rehace el tableau. Si el tableauresx n la complejidad del algoritmo debe s8(m + n). El
algoritmo deberia usar recursién y para resolver un probleman debe resolver un problema
m—1xnom x n— 1 (ayuda: piense esiftDown).

(4) Muestre como insertar un nuevo elemento en un tableau que no esta lleno.

(5) Sin usar otro método de ordenacién como subrutina, muestre como con el uso gewableau
es posible ordenar? nimeros con una complejida(n?).
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(6) Muestre un algoritmo de complejida@d(m + n) que determine si un determinado nimero esté
almacenado en un tableau de tamaiia n.
EJERCICIO4.42 Considerar arboles binarios con valores booleanos en los nodos. Estos arboles pueden
utilizarse para representar conjuntos de nimeros binarios de la siguiente manera: El nimero binario 00101
esta en el conjunto representado por el &ibeli siguiendo el camino izquierdo (0), izquierdo (0), derecho
(1), izquierdo (0), derecho (1) a partir de la raiZidee llega a un nodo cuyo valor es true.

(1) Dar un algoritmo que inserte un niumero bindrien un arbol boolenans.
(2) Dar un algoritmo que reciba dos de estos arb@ley 7> y devuelva el arbol que representa la

union de los conjuntos representados ’poy 7.
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Divide y venceras

EJERCICIO5.1. Ordene los siguientes arreglos ejecutando paso a paso los algoritmos de insercion, seleccion
y merge.
a)[1,2,3,4,5], b) [5,4,3,2,1], c)[7,1,10,3,4,9,5].

EJERCICIO5.2. SeaX un arreglo definido efl, n] y seak un natural en ese intervalo. E{ésimo menor
elemento deX se define como el elemento que deberia ocupar el kugar una permutacién d& en la
cual todos lo elementos estan ordenados. Por ejemplo el 3-ésimo menor elem@ni® ke 8,4, 4, 1, 3]
es 4. Medianteelection(X, k) denotamos ak-ésimo menor elemento d€. En particular, lamediana
de X se define comeelection(X, [n/2]). Suponga que se cuenta con un algorith@) que computa la
mediana deX. Obtenga un algoritmo lo mas efeciente posible que computetion(X, k). Efectue un
analisis detallado de la complejidad.

(Nota: Un algoritmo trivial paraelection consiste en ordenar el arreglo, quegsilog(n)). Por eficiente
entendemos algo "mejor” que ésto.)

EJErcCICIO5.3. Considere el problema de computatection (Ejercicio 5.2). Utilice la idea del pivot de
quicksort para desarrollar un algoritmo que computection (X, k). Calcule de manera detallada el orden
del "peor caso” de tal algoritmo.

EJERCICIO5.4. Desarrolle de manera completa un algoritmo similpivat de quicksort pero que devuelve
dos naturales, j tales que todas las ocurrencias del pivguedan localizadas €1 j).

EJERCICIO5.5. Serecibe un arregld de numeros reales definido @nn] y unreals. Se quiere determinar

si existeni, j en[1,n] tal que X[i] + X[j] = z. Disefie un algoritmo para resolver el problema cuya
complejidad se®(nlog(n)).

(Ayuda: Existen métodos de sorting que £fnlog(n)), y hacem veces una bisqueda binaria es también
O(nlog(n)).)

EJERCICIO5.6. La modade la secuenciay, ..., z,, es el elemento que mas se repite. Puede haber varios
elementos que se repiten la misma cantidad (maxima) de veces, en tal caso cualquiera de ellos es considerado
una moda. Se debe desarrollar un algoritmo que compute la moda de una secuencia dada en un arreglo.
Utilice la idea proveniente del quicksort de separar segun un pivot y luego resolver el problema para las
dos subsecuencias mas chicas. Note que si se parte un conjunto en dos partes disjuntas entonces es facil
recuperar la moda del conjunto en funcion de las modas de las partes. Calcule de manera detallada el orden
del “peor caso” de tal algoritmo.

EJERCICIO5.7. La version departition dada en la tedrica no es el algoritmo original de T. Hoare (el creador
de quicksort). El algoritmo original es:
func partition(A, p, r) dev: j
x = Alp]
1=p—1
23
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j=r+1

while true do
repeatj =5 —1
until Alj] <=z
repeat: =¢+1
until Afi] > x
if i < j thenswagA,,j) else return j

(a) Describir que haceartition en el arreglad = [13,19,9,5,12,8,7,4,11, 2,6, 21], mostrando los
valores del arreglo y los valores auxiliares después de cada iteracién deVicido

Los tres ejercicios siguientes sirven para demostrar que el procedimentitoon es correcto. Pruebe los
siguiente:

(b) Los indices y j se encuentran en un rango tal que nunca acceden a un elemento fuera del subar-
reglo A[p..r].

(c) Cuandapartition termina devuelve un valgrtal quep < j < r.

(d) Cuandopartition termina todo elemento dé[p..j] es menor o igual que cada elementaAl¢ +
1..r].

Finalmente:

(e) Reescriba quicksort usangartition.

EJERCICIO5.8. El algoritmo de quicksort explicado en clase tiene dos llamadas recursivas a él mismo.
Después de aplicgrartition el subarreglo de la izquierda es ordenado recursivamente. Luego se ordena
recursivamente el subarreglo de la derecha. Esta segunda llamada recursiva no es realmente necesaria y
puede ser evitada con el uso de iteraciones. Veamos una nueva versiéon de quicksort usando recursion
simple:
proc quicksorti{ A, p, )
uU:=p
while u < r do
{particion y ordenamiento por izquierda}
q = partition(A, u, r)
quicksortl{ A, u,q — 1)
u=q+1
Pruebe la correccion del algoritmo encontrando un invariante para eldidee .

5.1. Ejercicios adicionales

EJERCICIO5.9. Les proponemos que analicen el siguiente algoritmo de ordenacion:

proc ordenacionEleganted, i, j)
if Afi] > A[j] thenswaf 4,1, j)
if i+1>j thenreturn
k =roundl((j —i+1)/3) {redondeo hacia abajo}
ordenacionElegantel, i, — k)  {primeros dos tercios}
ordenacionElegantel, i + k,j) {dltimos dos tercios}
ordenacionEleganted, i, j — k) {de nuevo los primeros dos tercios}
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Equipo Equipo
Fecha 1 2 3 4 5 Fecha 1 2 3 45 6
1 2 1 - 5 4 1 2 1 6 5 4 3
2 3 5 1 - 2 2 3 5 1 6 2 4
3 4 3 2 1 - 3 4 3 216 5
4 5 - 4 3 1 4 5 6 4 3 1 2
5 4 5 2 3 5 6 4 52 31

TABLA 1. Fixtures para 5y 6 equipos

De una explicacion de por querses la longitud del arregld, entoncesrdenacionEleganted, 1, n)
ordena correctamenté.

(2) Analice la complejidad del algoritmo (peor caso) y comparela con las de insertion sort, merge sort,

heapsort y quicksort. ¢ Es un buen algoritmo?

EJERCICIO5.10 Ordenamiento difuso de intervalos (fuzzy sort). Dadastervalos cerrado;, b;| (1 <
i < n,a; <b;) el objetivo es conseguir un ordenamiento difuso de los intervalos, es decir producir una
permutacion, is, . . . , i, de los intervalos tal que existane< [a;, b;] satisfaciendo la propiedag < cs <

< ey

(1)

)

Disefie un algoritmo para hacer ordenamiento difusa @eervalos. Las estructura general del
algoritmo debe ser como el quicksort aplicado a los extremos izquierdos (es degjis)asde

los intervalos, pero debe sacar ventaja de las posibles superposiciones para mejorar el tiempo de
ejecucién. Observe que cuando mas superposicion de intervalos haya, el ordenamiento difuso de
intervalos se hace cada vez més facil. El caso extremo es en el que la interseccion de todos los
intervalos no es vacia, en ese caso la permutacién trivial alcanza.

La complejidad promedio de su algoritmo debe@ét log n) (se calcula la complejidad promedio
suponiendo que las particiones son balanceadas). Sin embargo, cuando hay mucha superposicion
el tiempo de ejecucion debe ser menor. En particular la complejidad promedio deBénger
cuando la interseccion de todos los intervalos no es vacia (es decir cuanda exigte b;], para

1 < i < n). El algoritmo no debe estar disefiado para tratar este caso en particular, sino que su
eficiencia debe aumentar a medida que las superposiciones sean mayores.

EJERCICIO5.11 Seal'[1..n] un arreglo de: enteros. Un elemento dese dicemayoritariosi aparece mas
den/2 veces erf’. Dé un algoritmo que decida si en una arrefj[a..n] existe un elemento mayoritario y
si existe el algoritmo lo encuentra e imprime. El algoritmo debe tener complejidad lineal en el pero caso.

EJERCICIO5.12 Se esta organizando un campeonato de fatbohosruipos. Cada equipo debe jugar sélo

una vez con cada uno de sus oponentes en cada unaktetdms, excepto, quizas una fecha donde algun
equipo puede tener fecha libre. Se desea disefiar un fixture, es decir una tabla donde se describe con quien
tiene que jugar cada equipo y en qué fechas.

(1)
()

Sin es una potencia de 2, dé un algoritmo que construya un fixture eoih fechas.

Paran > 1 entero arbitrario, dé un algoritmo que construya un fixturescenl fechas si es par

y conn fechas sih es impar. Por ejemplo, en la Tabla 1 damos posibles fixtures para campeonatos
de cinco y seis equipos.
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EJERCICIO5.13 Dadosn puntos en el plano coordenado, encontrar un algoritmo capaz de encontrar el par
de puntos mas cercanos en tientp@: log n) en el peor caso.

EJERCICI05.14 Un n-contadores un circuito que toma bits como input y produce + [log n| bits de
output (un bit puede séro 0). Lo que hace eb-contador es contar (en binario) el nimero de bits igualesa 1
en el input. Por ejemplo, si = 9y el input e011001011, el output e$)101 (es decir el input tiend unos).

Un (4, 7)-sumadores un circuito que recibe de input una cadenalbiés y otra dej bits, y devuelve como
output una cadena dé + max(ij)] bits. El (7, j)-sumador suma los dos inputs en binario. Por ejemplo,
sii =3y j =5,y losinputs sorn01 y 10111 respectivamente, el output @51100. Es siempre posible
construir un(s, j)-sumador usando exactamentex(i, j) 3-contadores. Es por ello que llamaremos, como
suele hacerse, a wcontador ursumador total Por ejemplo, para construir 8, 5)-sumador haran falta

6 sumadores totales.

(1) Usando sumadores totaleg#j)-sumadores com elementos primitivos, muestre como se con-
struye en forma eficiente usrcontador.

(2) Dar la recurrencia y condiciones iniciales del numero de sumadores totales necesarios para con-
struir unn-contador. No olvide contar los sumadores totales necesarios para constryit, grda
sumador.

EJERCICIO5.15 (Shellsort) El algoritmo de ordenacion shellsort fue creado en 1959 y es el primer algo-
ritmo que mejord sustancialmente, a nivel de eficiencia, la ordenacién por inserciéon. Shellsort utiliza una
secuencia; < hy < --- denominadaecuencia de incremento€ualquier secuencia de incrementos es
valida, con tal quéi; = 1, pero algunas elecciones son mejores que otras. Supongamos que queremos
ordenar un arregla[l..n]. Al comienzo del algoritmo se determina cuales incrementos utilizar, es decir
se determina uh para utilizar luegau,, - - - , ho, h1 €n ese orden. En la primera “pasada” de shellsort ten-
dremos quefi| < ai + h] para toda en que tenga sentido la comparacion. Es decir, todos los elementos
separados por una distanéigestan ordenados. La siguiente pasada se hack.cely asi sucesivamente.
En la pasada que se hace usahgee logra que:[i] < a[i + hi) para todoi en que tenga sentido la com-
paracion. Es decir, todos los elementos separados por una distaresgan ordenados. Se dice entonces
gue el vector esta,-ordenado En cada pasada la ordenacion que se realiza se hace por insercion. Clara-
mente, después de la Ultima pasada, es decir cuando #g usd, se obtiene un vector ordenado (estar
1-ordenado es estar ordenado).
(1) Tomandoh; = 1, hy = 3y hy = 5y a = [81,94,11,96,12,35,17, 95,28, 58,41, 75, 15],
describir como se comporta shellsort en cada pasada.
(2) Implemente shellsort usando la secuertgie= 2¢ — 1.
La complejidad del shellsort es un problema abierto y sélo se ha podido calcular para algunas secuencias de
incrementos.
(3) Implemente shellsort usando la secuerigia= 2~!. Usando esta implementacion, la de orde-
nacion por insercion y la de (2), compare experimentalmente los tiempos de ejecucién de: orde-
nacion por insercion, shellsort con incremeriips= 2¢ — 1y shellsort con incrementdsg = 2.
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Algoritmos greedy

EJERCICIO6.1. Demuestre los siguientes hechos sobre grafos:

(1) SeaG un grafo no dirigido. Pruebe que la suma de los grados (valencias) de sus vértices es
exactamente el doble del nUmero de aristas.

(2) SeaG un grafo no dirigido. Pruebe que si los grados de sus vértices son todos mayores o iguales
a 2 entonces hay un ciclo.

(3) Un grafo no dirigido, conexo y de vértices tiene al menas — 1 aristas.

(4) Un arbol (es decir un grafo conexo y aciclico) devértices tiene: — 1 aristas.

(5) SiG = (N, A) es un grafo conexo ¥ : A — nat es una funcidriongitud definida sobre las
aristas entonces existe una arbojenerador dé; de longitud minima.

(6) SiG es un grafo dirigido aciclico entonces existe un vérticé&/dpie tiene valencia entrante 0.

EJERCICIO6.2. Un coloreo de un grafo consiste en asignarles colores a sus vértices de manera que dos
adyacentes tengan siempre colores distintos. El algoritmo greedy para coloreo consiste en fijar un orden
v1, Vs, ..., Uy, Paralos vértices y luego coloregrcon el primer color no utilizado en los adyacentes que
esténens,...,v;_1.
(1) Pruebe que el algoritmo greedy no siempre arroja la solucion éptima.
(2) Pruebe gue si cada vértice tiene grado menor o igdalemtonces: + 1 colores son suficientes
para colorearlo. ¢ Seran suficientesolores?

EJERCICIO6.3. Ejecute paso por paso los algoritmos de Prim y Kruskal para el gfafo (N, A) y los
pesosw. Aqui N = [1, 8] y las aristas con sus pesos son:

w{l,2} =7, w{l,7} =5, w{l,3} = 3, w{3,8} = 6, w{8,5} = 2, w{2,4} = 2, w{4,6} =
8, w{h,6} =6, w{6,7} =5, w{3,6} =4, w{2,5} =1, w{3,4} =5, w{2,3} = 4, w{8,7} =
3, w{5,4} =3, w{l,6} = 3.

EJERCICIO6.4. Efectle la implementacion del algoritmo de Prim utilizando (para encontrar la minima

arista con origen eff’ y destino fuera d€") dos arreglos en los que se guarde para cada vértice fuera de

T su adyacente e mas cercano (si hay) y la longitud de tal arista. Luego haga de manera detallada el
andlisis de eficiencia.

EJERCICIOB6.5. ¢ Cbmo se ejecutan los algoritmos de Prim y Kruskal en caso de que el grafo en cuestion
Nno sea conexo?

EJERCICIO6.6. Efectle el analisis detallado de la complejidad del algoritmo Kruskal.

EJERCICIO6.7. Ejecute paso por paso el algoritmo de Dijkstra para el grafo dirigide (IV, A) y los
pesosw. Aqui N = [1, 8] y las aristas con sus pesos son:

w(1,2) =7, w(1,7) =5, w(1,3) =3, w(3,8) =6,

w(8,5) =2, w(2,4) =2, w(4,6) =8, w(b,6) =6,
27
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w(6,7) =5, w(3,6) =4, w(2,5) =1, w(3,4) =5,
w(2,3) =4, w(8,7) =3, w(5,4) =3, w(l,6) = 3.

Tome como origen al vértice 1. Dé en cada paso los datesconjunto de los veértices para los cuales ya
se conoce el minimo camind), = vector de los minimos caminos especiales.

EJERCICIO6.8. Dado un grafo conexo no dirigid@' la distancia entre dos nodase y es el costo del
camino de menor costo que uneony. El diametro del grafo es la distancia maxima existente en el grafo
(es decir, la distancia que separa los nodos mas distantes).

(1) Escribir un algoritmo que utilice el algoritmo de Floyd para calcular el diametro de un grafo
cualquiera. Escribir todos los algoritmos involucrados.

(2) Escribir un algoritmo que resuelva el problema en orden cuadrético para un grafo ecfeicn.
(Ayuda: una forma de resolverlo guarda similitud con el algoritmo de Prim).

EJERCICIO6.9. Suponga que un graf@ = (V, E) es representado por una matriz de adyacencia. Dé una
implementacion del algoritmo de Prim con complejidadV |?).

EJERCICIO6.10. Se propone el siguiente algoritmo de tipo divide y venceras para calcular MST. Dado un
grafoG = (V, E), partimos el conjunto de vérticésen dos conjuntos disjuntds y V5 tal que|Vi|y | V2|

difieren a lo méas en uno. Ség el conjunto de aristas cuyos veértices pertenecény en forma analoga,

E5 el conjunto de aristas cuyos vértices pertenecén &uego, encontramos en forma recursiva el MST de
cada uno de los subgrafés = (Vi, E1) y Go = (Va, E3). Finalmente, seleccionamos una arista de peso
minimo con un vértice elr; y el otro enl;, y usamos esa arista par unir los dos MST en un MST d8i

el algoritmo calcula correctamente el MST, dar una demostracion. Si el algoritmo no es correcto, encuentre
un contraejemplo.

EJERCICIO6.11 Para la version del problema de la mochila sin fragmentacién de objetos demostrar que
el algoritmo voraz no siempre halla la solucién 6ptima. Para ello, primero modificar el algoritmo voraz
de manera de que no permita dicha fragmentacion y luego encontrar un ejemplo para el que el algoritmo
obtenido no halla la solucién éptima.

6.1. Ejercicios adicionales

EJERCICIO6.12 SeaDg[1,n| (recordar el algoritmo de Dijkstra) el vector que almacena la longitud del
minimo camino desde el origen a cualquier otro vértice, cuyos nodos intermedios estdineercamino
especial) Seav que minimizaDs[z], y seaw # v un vértice fuera dé tal que Dg gy [w] # oo. Note
que por definicion deD existe un camino desde el origen de longitd ;. [w] que utiliza vértices en
Su{v}. Probar que en realidad existe un camino con esas caracteristicas que satisface una de las condiciones
siguientes:
(1) no pasa por,
(2) pasa pow sélo un paso antes de llegawa
EJERCICIO6.13 Modificar el algoritmo de busqueda del camino de costo minimo de Dijkstra:
(1) de modo que sélo considere caminos tales que todas sus aristas sean de costo estrictamente posi-
tivo:
func Dijkstra, (L : array|[1..n, 1..n] of costo) dev: array|[2..n] of costo
C:={2,3,...,n}
{inicializacion deD, }
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{ ciclo greedy

return Dy
Un invariante del ciclo debe ser qii®[i] mantiene el costo del camino especial de costo minimo
gue unel coni pasando sélo por aristas de costo estrictamente positivaxcsi no hay un tal
camino). Un camino es especial si ninguno de sus nodos intermedios perteriedéoapuede
modificarse la matriZ..

(2) de modo que sélo considere caminos tales que a lo sumo una de sus aristas sea de costo nulo:
func Dijkstra, (L : array[1..n, 1..n] of costo) dev: array|[2..n] of costo

var Dy, D, : array [2..n] of costo

C:={2,3,...,n}

{inicializacién deD, (idéntica a ejercicio anterior)

{primer ciclo greedy (idéntica a ejercicio anterigr)

C:={2,3,...,n}

{inicializacion deD; }

{segundo ciclo greedy

for i := 2 to n do D[i] := min(Dy[i], D1][i])

return D
Un invariante del segundo ciclo debe ser dugi] mantiene el costo del camino especial de costo
minimo que unel coni pasando exactamente una vez por una arista de costo ndloo(si
no hay un tal camino). Recomendaciones: 1) en la inicializaciébdg en el segundo ciclo
utilizar Dy, pero no modificarlo; 2) en el segundo ciclo, selecciangue minimice{ Dy[v]|v €
C}U{D[v]|v € C}, luego proceder por casos segin Bg@w] < D [v] 0 no.

En ambos ejercicios, se asume gue todas las aristas tienen costo no negativo.

EJERCICIO6.14 El algoritmo de Kruskal puede devolver diferentes MST para un grafo Gaderobar
gue para cad@’ un MST deG, existe una forma de ordenar las aristagzden el algoritmo de Kruskal de
tal forma de que el algoritmo devuel¥a

EJERCICI06.15 Suponga que los pesos de las aristas en un gfafo(V, E') son enteros que se encuentran
en el rango de 1 §/|. ¢ Cuan rapido puede hacer el algoritmo de Kruskal? ¢Qué puede decir si los pesos de
las aristas son enteros en el rango de(l, para alguna constan€é?.

EJERCICIO6.16. Suponga que los pesos de las aristas en un gfafo(V, F) son enteros que se encuentran
en el rango de 1 &/|. ¢ Cuan rapido puede hacer el algoritmo de Prim? ¢Qué puede decir si los pesos de
las aristas son enteros en el rango del, para alguna constante?.

EJERCICIO6.17. (El segundo mejor MST) Sed = (V, E) un grafo conexo no dirigido con funcion de
pesow : E — Ry supongamos quig”| > |V|y que todos los pesos son distintos. El segundo mejor MST
se define como sigue: S&ael conjunto de arboles expandidos@ey seaS un MST deGG. Entonces, el
segundo mejor MS&s un arbol de expansidntal quew(T') = minpc7_ g3 {w(T")}.
(1) Probar que el MST es Unico, pero que el segundo mejor MST puede no serlo.
(2) Seal un MST deG. Probar que existen aristés,v) € T'y (z,y) ¢ T tal queT — {(u,v)} U
{(z,y)} es un segundo mejor MST de
(3) SeaT un arbol expandido d€&'. Siu,v € V, definimosmax|u, v] como la arista de mayor peso
en el Gnico camino e’ dew av. Describir un algoritma(|V'|?) que, dadd’, calculemax]u, v]
para todou,v € V.



30 6. ALGORITMOS GREEDY

(4) Dé un algoritmo eficiente que calcule el segundo mejor MST de

EJERCICIO6.18 (Arboles de expansion cuello de botella) S@ain grafo conexo no dirigido. Uarbol

de expansién cuello de botelfaes un arbol expandido d& cuya arista de peso maximo es minima entre
todos los arboles expandidos. Diremos queagdr de un arbol de expansién cuello de botéllas el peso
de la arista de peso maximo &n

(1) Explique por que un MST es un arbol de expansion cuello de botella.

El item (1) muestra que encontrar un arbol de expansidn cuello de botella no es mas dificil (costoso) que
encontrar un MST. En los items siguientes veremos que existe un algoritmo de tiempo lineal para encontrar
un arbol de expansion cuello de botella.

(1) Encuentre un algoritmo de tiempo lineal que dado un gfafoun enterd, determine si el valor
del arbol de expansion cuello de botella es a lo stmo

(2) Use su algoritmo de la parte (1) como una subrutina en un algoritmo de tiempo real para solucionar
el problema del arbol de expansion cuello de botella.

EJERCICIO6.19 En este ejercicio le daremos tres algoritmos diferentes. Cada uno de ellos tiene como
input un grafo y su funcion de pesos y devuelve un conjunto de afist®ara cada algoritmo usted debe
probar que o biefl’ es un MST, o bien no lo es. También debe calcular cual es el algoritmo mas eficiente
(calcule o no el MST).

proc quizasMST-AG, w)
{ordena las aristas de forma decreciente no estricta respecto a los jpesos
T:=F
for cada aristae, tomadas en ordemo
if (T — {e} esun grafo conexahenT :=T — {e}
return T’

proc quizasMST-BG, w)
T:=0
for cada aristae, tomadas en orden arbitrarialo
if (T'U{e} notienecicloythenT :=T U {e}
return T

proc quizasMST-Q&, w)

T:=0
for cada aristae, tomadas en orden arbitrariao
T:=TU {e}

if T tiene un cicloe) then
seae’ una aristas de peso maximo en
T:=T-{}
return T
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Programacion dinamica

EJErcICIO7.1 Considere el problema de dar cambio. Pruebe o dé un contraejemplo: si cada moneda tiene
como valor el doble (por lo menos) de la anterior, y la moneda de menor valor es 1, entonces el algoritmo
greedy arroja una solucién 6ptima.

EJERCICIO7.2. Considere el problema diar cambio Pruebe o dé un contraejemplo: si los valores de las
monedas som, p, p?, ..., p", conp mayor que 1, entonces el algoritmo greedy arroja una solucion 6ptima.

EJERCICIO7.3. Para el siguiente caso, dar la matriz que se genera usando programacion dinamica en la
solucién dedar cambio Las denominacién de las monedas es 2,5,6. Se debe dar vuelto de 13. Recupere
luego las soluciones (si existen) para cada caso.

EJERCICIO7.4. Resuelva el problemdar cambioasumiendo que existe una cantidad fija de monedas de
cada denominacién. Resuelva luego el problema para el caso de tener 3 monedas con denominaciones 2,5,6.
Recupere luego las soluciones (si existen) para cada caso.

EJeErcici07.5. Dadasn monedas y un arreglo de naturales positidfis.n] con las denominaciones de
cada unade ellas (las denominaciones pueden repetirse), escribir un algoritmo que determine si existe alguna
manera de separar laamonedas en 2 partes de igual monto.

EJERCICIO 7.6, Utilice programacion dinamica para resolver el siguiente problema. Se disponen de
numeros naturales dados en un arreg[o..n] y un nimeradk, y se debe determinar si existan< ... < iy
tales que

X[i1]) + ... + X[ix) = K.

EJERCICIO7.7. Usted se encuentra en un extrafio pais donde las denominaciones de la moneda son 15, 23
y 29. Antes de regresar quiere comprar un recuerdo pero también quiere conservar el mayor nimero de
monedas posibles. Los recuerdos cuestan 68, 74, 75, 83, 88 y 89. Asumiendo que tiene suficientes monedas
para comprar cualquiera de ellos, ¢cual de ellos elegird? ¢qué monedas utilizard para pagarlo? Justifique
claramente y mencione el método utilizado.

EJERCICIO7.8. Se modifica el problema de las monedas de la siguiente manera: hay denominaciones que
suelen ser dificiles de conseguir (por ejemplo, las monedas de 1 centavo) y otras que son faciles de conseguir.
(1) Asumiendo que es dificil conseguir monedas de denominagipn. ., d, y es facil conseguir
las de denominaciéd, .1, ..., d,, hallar un algoritmo que utilice programacion dinamica para
minimizar el nimero de monedas dificiles necesarias para pagar un determinado monto.
(2) Asumiendo que el costo de conseguir monedas de denomingaédm;, hallar un algoritmo que
utilice programacion dinamica para minimizar el costo total necesario para pagar un determinado
monto.

EJERCICIO7.9. Una fabrica de automdviles tiene dos lineas de ensamblaje y cada linea &staeiones

de trabajo, digamo§ 1,..., 51, parala primera s, 1,...,S2, para la segunda. Dos estaciortgs y
31
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Sai (parai = 1,...,n), hacen el mismo trabajo, pero lo hacen con costQsy as ; respectivamente, que
pueden ser diferentes. Para fabricar un auto debemos pasaestaciones de trabaf), 1,Si,2...,Si,n
no necesariamente todas de la misma linea de montaje (, 2). Si estamos trabajando en la estacsn,
transferirnos a la otra linea de montaje (es decir continuaf;en ; coni’ # i) cuestas; ;. Teniendo en

cuenta estos datos, desarrolle un algoritmo para encontrar las estaciones que deben ser elegidas para fabrica
un auto con costo minimo. El algoritmo no puede tener complejidad exponencial . Ayuda: programacién

dindmica.

EJERCICIO7.10. (Moviéndose en un tablero de damas) Supongamos que tenemos un tablero de damas de
tamafion x n y tenemos una ficha. Debemos mover la ficha desde el extremo inferior del tablero hasta el
extremo superior del mismo. Los movimientos deben hacerse siguiendo las siguientes reglas: en cada paso
la ficha puede moverse a una de las siguientes casillas

e la casilla que esta inmediatamente arriba,
e la casilla que esta uno arriba y uno a la izquierda (si la ficha no est4 en la columna extrema
izquierda),

e la casilla que esta uno arriba y uno a la derecha (si la ficha no esta en la columna extrema derecha).
Cada vez nos movamos de la casitla la casillay recibiremos la cantidad dgx, y) pesos. Se nos ha
dado la tabla de todos Iggx, y) para los paree, y) donde moverse de ay es legal. No asumimos que
p(z,y) sea positivo. Dar un algoritmo que mueva la ficha desde el extremo inferior del tablero hasta el
extremo superior del mismo tal que maximice la cantidad de dinero recibido. El algoritmo puede elegir para
iniciar cualquier casilla del borde inferior y puede terminar en cualquier casilla del borde superior. Analice
la complejidad del algoritmo.

EJERCICIO7.11 Una institucidn planea hacer un almuerzo para celebrar sus primeros 50 afios. La insti-
tucion tiene una estructura jerarquica en forma de arbol con raiz de tal forma que el presidente es la raiz
del arbol. La oficina de personal ha asignado a cada empleado un puntaje el “rating de la buena mesa”
gue es un namero real. Con el propésito de hacer el festejo mas agradable a los comensales se ha decidido
gue no asistan simultaneamente un empleado y su jefe inmediato. Escribir un algoritmo que imprima una
lista de invitados al festejo, maximizando la suma de los ratings de la buena mesa. El arbol que describe la
estructura jerarquica de la empresa esta dado por la siguiente estructura (eldest child, next sibling):

type treenode= record
nombre: string
ranking: double
hijolzquierdo: Ttreenode
proximoHermano Ttreenode

Analice la complejidad del algoritmo.

7.1. Ejercicios adicionales

EJERCICIO7.12 Una fabrica utiliza materia prima de dos tiposyy B. Dispone de una cantidad A y

M B de cada una de ellas. Tiene a su vez pedidos de fabripaoductospy, ..., p, (uno de cada uno).

Cada uno de ellos tiene un valor de venta. .., v, Yy requiere para su fabricacién cantidades. . ., a,

de materia prima de tipa y b4, ...,b, de materia prima de tip@. Desarrollar un algoritmo que cal-

cula el mayor valor alcanzable con las cantidades de materia prima disponible. Explicar detalladamente el
funcionamiento del algoritmo.
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EJERCICIO7.13 Serecibe un arregl& [0, n) y se debe determinar la longitud de la subsecuencia creciente
mas larga. Unaubsecuencia crecients una subsecuencia de la fordidi;] < ... < X][it], donde

0 < i1 < .. < i < n. Utlice un argumento inductivo para obtener la solucién y luego obtenga un
programa utilizando programacién dindmica.

(Referencia recomendada: Mamber, 6.11.1)

EJERCICIO7.14. Dadas dos secuenciads = z1z3...2, €Y = 4192 ...y, diremos que una secuencia

Z es unasubsecuencia comun maxirtCM) deX e Y si es subsecuencia dé e Y y tiene la mayor

longitud posible. Una subsecuencia puede no ser de letras consecutivas, pero si debe conservar el orden.
Por ejemplo pringtime y pioneer tienen como subsecuencia comun de longitud maxima a la palabra pine
(las subsecuencias en cada palabra son las formadas por letras en negrita).

(1) De un algoritmo recursivo que encuentre la SCM. Calcule su complejidad.
(2) Disefe un algoritmo que resuelva SCM con programacion dindmica y calcule su complejidad.
(3) Disefie un algoritmo que resuelva SCM con funciones de memoria y calcule su complejidad.

EJERCICIO7.15 Se tiene una representacion de la ciudad como un grafo dirigido donde~la® nodos
representan ciertos puntos clave y las aristas tienen pesos que indican el tiempo, medido en minutos, que
necesita una ambulancia para dirigirse de un punto clave a otro adyacente. Sabiendd:duesitales

(conk < n) se encuentran en los puntos claves. ., k se pide dar un algoritmo que calcula la distancia

al punto clave mas alejado del sistema hospitalario. Dar también un algoritmo que encuentra el punto clave
mas alejado. Justificar.

EJERcCICIO7.16. Dadas dos matriced y B de dimensiones x m Yy m X p respectivamente, la multipli-

cacion usual de matrices requiere< m x p multiplicaciones escalares. Dadds, A, ..., A, matrices

tal queA; tiene dimensiom; _; x p; entonces podemos multiplicar las matrices en ese orden. Sin embargo

la forma de agrupar (asociar) que usamos para multiplicar las matrices es relevante a la hora de contar la
cantidad de multiplicaciones escalares que realizamos. Por ejemplodse@? x 3, A> de3 x 6y As

de6 x 5, entonces hacet; As requiere2 x 3 x 6 = 36 multiplicaciones y nos queda una matrizlg 6,

luego hacefA; Ay) As requiere36 + 2 x 6 x 5 = 96 multiplicaciones. Haciendo un célculo analogo vemos

que hacerd, A3 requiere3 x 6 x 5 = 90 multiplicaciones yA; (A3 As) requieredd + 2 x 3 x 5 = 120
multiplicaciones. EIl problema de Haultiplicacién de una cadena de matrices encontrar la forma de
asociar los productos entre matrices de tal manera que minimicemos la cantidad de operaciones escalares.

(1) Resuelva el problema de la multiplicacion de una cadena de matrices usando recursién y calcule
la complejidad.

(2) Resuelva el problema de la multiplicacién de una cadena de matrices usando programacion
dinamica y calcule la complejidad.

(3) Resuelva el problema de la multiplicacion de una cadena de matrices usando funciones de memoria
y calcule la complejidad.

EJERCICIO7.17. (El problema bitonico del viajante) El problema del viajante es el problema de determinar

el recorrido cerrado mas corto enirg@untos en el plano. El problema generaNgscompleto y, por con-
siguiente, se cree que no puede ser solucionado en tiempo polinomial. El problema puede ser simplificado
si requerimos que los recorridos sean biténicos, esto es, comenzamos los recorridos en el extremo izquierdo,
después siempre vamos a la derecha hasta llegar al punto extremo derecho y a partir de ahi nos movemos
siempre hacia la izquierda hasta llegar de nuevo al punto de inicio (el extremo izquierdo). En este caso es
posible encontrar un algoritmo de tiempo polinomial. Describa un algoritmo de compléjided que
determine un recorrido biténico 6ptimo. Asuma que no hay dos puntos con la misma coorgdenada
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EJERCICIO7.18 (Imprimiendo correctamente) Considere el problema de imprimir correctamente un para-
grafo con una impresora. El texto es una sucesion galabras de longitudds, io, . . ., l,,, medidas en
caracteres. Se quiere imprimir el paradgrafo en lineas que tienen un maxitdocdeacteres cada una. Si

una linea contiene las palabras de klaj y dejamos exactamente un espacio entre palabra y palabra, el
nimero de espacios extra al final de cada lined es M — j + i — >J_, 1; > 0. Nuestro criterio de
“correccion” es el siguiente: queremos minimizar la suma, sobre todas las lineas excepto la Ultima, de los
cubos de los nimeros de espacios extra al final de cada linea.

(1) Usando programacién dinamica dé un algoritmo que imprima correctamente un parrafo en una
impresora.
(2) Analice la complejidad del algoritmo.

EJERCICIO7.19 (Algoritmo de Viterbi) Para reconocimiento del habla (speech recognition) podemos usar
programacion dinamica sobre un grafo dirigido= (V, E). Cada aristdu, v) € F esta etiquetada con un
sonidoo (u, v) dentro de un conjunto finito de sonidis El grafo etiquetado es un modelo formal de una
persona hablando un lenguaje natural. Dado un vértice distingyigol’, cada camino que comienza en

vg corresponde a una sucesion de sonidos producidos por el modelo. Definimos la etiqueta de un camino
dirigido como la concatenacidn de las etiquetas de las aristas del camino.

(1) Describir un algoritmo eficiente que dada una sucesién o105 . ..o, de caracteres dE de-
vuelva un camino efir que comience efy y tenga as como etiqueta, si tal camino existe. Si el
camino no existe el algoritmo debe devolver un mensaje significativo (por ejemplo, “No existe el
camino”). Analice la complejidad del algoritmo.

Suponga ahora que cada arigtav) € E tiene asociada una probabilidad< p(u,v) < 1. Este ndmero

indica la probabilidad de que a partir del vérticeayamos av, y por consiguiente se produzca el sonido
o(u,v). La suma de las probabilidades de las aristas que parten de un vértice dado es 1. La probabilidad de
un camino se define como el producto de las probabilidades de sus aristas. Podemos ver a la probabilidad
de un camino que comienza eficomo la probabilidad de que una “caminata al azar” que comienzg en

siga el camino especificado.

(2) Extienda el resultado de (1) de tal forma que el camino devuelto sea el camino con maxima prob-
abilidad que comienza an y tiene etiqueta.

EJeErciIcIO 7.20. (Distancia de edicion) El objetivo es “transformar” una cadéfa..m| en la cadena
Y'[1..n] usando un conjunto de operaciones que definimos més adelante. Usaremos udddepogitud
conveniente) para almacenar los resultados intermedios. Inicialtfessti# vacio y al finalizaZ [j] = Y'[/]
paraj = 1,2,...,n. Debemos mantener en memoria posiciches X y j en Z. Solo esta permitido que
las operaciones modifiquety esos indices. Inicialmente= j = 1. Se requiere que se debe examinar
todos los caracteres dé durante la transformacion, es decir que al terminar el progiadebera ser igual
am + 1y debera haber tomado todos los valores ehfren. Hay seis operaciones posibles:

e Copiaun caracter d& a Z haciendaoZ[j] := X[i] e incrementando en uriy j. Esta operacion
examinaX [z].

e Reemplazaun caracter d& por otro caracter haciendaZ[j] := c e incrementando en uniy j.
Esta operacion examingi].

e Borra un caracter d&X incrementando en unioy dejandoj igual. Esta operacion examidé[i].

e Inserta el caricterc en Z haciendoZ[j] := c incrementando en unpy dejando: igual. Esta
operacién no examina ningun caracterXie
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e Intercambia las dos caracteres siguientesXitnaciendo una copia de ellosZgpero invirtiendo el
orden. Esto se hace mediattg] := X[i+ 1]y Z[j + 1] := X[i] y entonces poniendo:= i + 2
y j := j + 2. Esta operacion examing[i] y X[i + 1].

e Elimina lo que resta d&X haciendai := m + 1. Esta operacion examina todos los caracteres de
X que aun no habian sido examinados. Cuando se usa esta operacién el programa termina.

A continuacion, para clarificar, daremos un ejemplo. Convertiremos la secadgaishma la secuencia
altruistic donde los caracteres subrayados Xdf] y Z[j] después de la operacion:

Operacién X A
agorithm _
copia agorithm a
copia algrithm al
reemplaza port algahm alt
borra algoithm alt
copia algorihm  altr
inserta u algothm  altru
inserta i algothm  altrui
inserta s algothm  altruis
intercambia algoritm  altruisti
inserta c algoritim  altruistic
elimina algorithm altruistic

Observe que puede haber otras secuencias de transformaciones que transformen algorithm en altruistic.
Cada una de las operaciones tiene un costo asociado que asumimos es una constante conocida por Nosotros
Asumimos también que los costos individuales de copia y reemplazo son menores que los costos com-
binados de las operaciones borrar e insertar. De otra forma las operaciones copia y reemplaza no serian
utilizadas. El costo de una secuencia de operaciones es la suma de los costos de las operaciones individuales
en la secuencia. Por ejemplo, la transformacién de algorithm a altruistic realizada mas arriba tiene un costo

3 costo(copia) + costo(reemplazt-costo(borra) + 4 costo(insertd + costo(intercambida+ costo(elimina).

(1) Dadas dos secuenciag[1..m] e Y'[1..n| y un conjunto de operaciones y costosdistancia de
edicionde X aY es el costo de la secuencia menos costosa de operaciones que tradsfenrma
Y. Escriba un algoritmo con la técnica de programacion dindmica que encuentre la distancia de
edicion entreX e Y e imprima la secuencia éptima. Analice la complejidad del algoritmo y los
requerimientos de espacio que él tiene.

El problema de la distancia de edicién es la generalizacidén del problema de alinear dos secuencias de ADN.
Hay varios métodos para medir la similitud de dos secuencias de ADN haciendo alineaciones entre ellas.
Uno de los métodos es el siguiente: dadas dos secuencias de ADN, di§aeBs se insertan espacios
en blanco en ubicaciones arbitrarias en ambas secuencias (incluso al final) de tal manera que las secuencias
resultantesy’ e Y’ tengan la misma longitud y ademas se cumpla la propiedad de que no tienen un espacio
en la misma posicion (es decir, Xi[i] es espacioY[i| no lo es, y viceversa). Se asigna entonces una
“puntuacion” a cada posicion. La posicigmecibe un puntaje de la siguiente manera:

o +1siX'[j]=Y'[j],

e —1siX'[j] # Y'[j] y ninguno es espacio, y

e —2si X'[j] obienY'[j] es espacio.
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El puntaje para el alineamiento es la suma de los puntajes de las posiciones individuales. Por ejem-
plo, dadas las secuencid§ = GATCGGCAT yY = CAATGTGAATC, un alineamiento es

G AT C G G C AT

cC A AT G T G A AT C

— x4+ + * + x + — 4+ + x

Un + bajo la posicion indica un puntajel, un— indica—1y x indica—2, entonces este alineamiento tiene

un puntajetotab x 1 —2x1—-4x 2= —4.

(2) Encuentre un algoritmo para encontrar el alineamiento de minimo costo entre dos secuencias de
ADN. El algoritmo es una adaptacioén directa del algoritmo de distancia minima de edicién usando
un subconjunto de las operaciones usadas en aquel algoritmo.
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Algoritmos sobre grafos

EJercici08.1. Utilice el métoddbacktrackingpara encontratodaslas soluciones para el Ejercicio 7.6 en
el casoK = 6,

X =1[1,4,7,2,5,1,6].
Obtenga luego un programa que efectle este trabajo.

EJERCICIO8.2. Resuelva el Ejercicio 7.6 utilizando backtracking.

EJERCICIO8.3. Se dispone de un tablerox n cuyos casilleros estan pintados de color blanco o negro (sin
ningun criterio definido). Se debe dar todas las maneras (si hay) de llegar del cgsilleral casillero

(n,n) pisando solo casilleros blancos. Desde un casillerp) es posible moverse solo en las direcciones

N, S, E, O. No se permiten movimientos en diagonal. Utilice el método de backtracking para resolver el
problema.

EJERCICIO8.4. Se recibe un arregl& [0,n) y se deben listar todas las subsecuencias crecientes. Una
subsecuencia creciengs una subsecuencia de la for&ig; | < ... < X[ig], donded < i; < ... < i < n.
Utilice backtracking para obtener la solucion.

EJERCICIO8.5. (1) Desarrolle una algoritmo recursivo que determine si un elemeasta un arbol
binarioT. No se asume ninguna propiedad de orden para el arbol.
(2) Elimine la recursion del algoritmo anterior.

EJERCICIO8.6. (1) Desarrolle una algoritmo recursivo que devuelva la lista de hojas de un arbol
binarioT. Elimine luego la recursién de este algoritmo.
(2) Lo mismo que en i pero ahora se deben listar las hojas con su profundidad. Por ejemplo para el
arbol
() a () 50,00) 5 ey ((),d()))
se debe devolvé(a, 2), (d,1)].

EJERcCICIO8.7. Considere el grafés = (N, A) con vérticesN = [1,8] y aristas{1, 2}, {1, 3}, {1,5},

{3,4}, {5,3}, {5,4}, {6,1}, {7,6}, {7,8}, {6,7}. Describa como se efecttan las llamadas recursivas al
procedimientadfs para este caso, y dé el orden resultante. Luego de paso por paso como evoluciona la pila
de la version iterativa.

EJERCICIO8.8. Repita el Ejercicio 8.7 parafs, cambiando pila por cola.
EJERCICIO8.9. Repita los dos problemas anteriores para el grafo dirigido que se obtiene reemplazando
{i, 4} por (i, j) en Ejercicio 8.7.

EJERCICI08.10. SeaGG = (V, A) un grafo dirigido. Una&aminata Eulerianas una caminata que pasa por
todas las aristas exactamente una vez. Utilice backtracking para encontrar todas las caminatas Eulerianas (si
existen) que parten de un nodo

37
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EJERCICIO8.11 Se pide utilizar backtracking para resolver el problema de la moneda.

(1) a modo de ejemplo, dibujar el arbol implicito de basqueda para monedas de denominaciones 3, 5
y 7y monto a pagar 19.

(2) escribir un algoritmo que resuelva el problema de la moneda en general utilizando la técnica de
backtracking.

EJERCICIO8.12 Se pide utilizar backtracking para resolver el problema de la mochila. Se tiestgatos
con pesop(1],...,p[n] y valoresv[l],...,v[n]; cada uno de ellos puede utilizarse una sola vez.

(1) Para una mochila con peso limite
(2) Para dos mochilas con peso limitg y P, respectivamente. Se debe maximizar el valor total de
los objetos cargados en las dos mochilas.

EJErcICI08.13 Dado un tablero de porn, cuyas casillas pueden ser de color blanco o negro, se debe
llegar del casillerd1, 1) al (n,n) (ambos blancos) pisando solamente casilleros blancos. Los movimientos
posibles soreft, right, up, downque consiste en avanzar un casillero en la direccion indicada. Se pide
desarrollar un algoritmo que liste todos los caminos posibles utilizando la técnica de backtracking. El
coloreado de los casilleros esta dado por una méffizn, 1..n].

EJErcCICIO08.14 Dado un grafo ymn colores, dar un algoritmo que utiliza backtracking para encontrar el
numero de maneras diferentes de colorear los nodos del grafo de modo de que todo par de nodos adyacentes
reciban colores diferentes.

8.1. Ejercicios adicionales

EJercICI08.15 Dada una grilladeV x M celdas, se pide encontrar un algoritmo que utilice backtracking
para encontrar todos los caminos validos de la c@lda) a la celda( N — 1, M — 1). Un camino es vélido

si estd compuesto exclusivamente de movimientos validos. Los movimientos vélidos estdn determinados
por un arreglo de listas de pargégsal que(n, m) € Vi, j] sii el movimiento d€i, j) a(n, m) es valido.

EJERCICIOS8.16 (1) SeaG = (V, A) un grafo dirigido den vértices ym aristas. Desarrolle un
algoritmo iterativo de orde®(m) que devuelva un array en el que se muestre la valencia entrante
de cada vértice. El grafo viene representado mediante un array que en &l phagme la lista de
vértices: tales que existe una arista de la for(hai).

(2) SeaF una funcion enteral” : [0,n) — [0,n). Desarrolle un algoritmo iterativo de ordéhn)
gue devuelva un array en el que se muestiedale