APUNTES PARA ALGORITMOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS II

PARTE 3: TECNICAS DE DISENO DE ALGORITMOS

ALGORITMOS “DIVIDE Y VENCERAS (O REINARAS) ” (DIVIDE AND CONQUER)

Hemos explicado que los algoritmos de ordenaciéon rapida y ordenacion por inter-
calacion son ejemplos tipicos de algoritmos del tipo divide y venceras. Las caracterfs-
ticas de estos algoritmos son: uno conoce alguna solucién para los casos sencillos; para
los complejos uno descubre una manera de dividir o descomponer el problema en
subproblemas de menor tamano, mas aiin, el tamano de cada uno de los subproblemas
es una fraccién del tamano del problema original; y también descubre como combinar
las soluciones de los subproblemas para construir una del problema original.

La forma general de los algoritmos divide y venceras sigue el esquema

fun DC(z) ret y
if x suficientemente pequenio o simple then y:= ad _hoc(z)
else descomponer = en x1, s, ..., %,
for i:= 1 to a do y;:= DC(z;) od
combinar yq, ys, . .., Y, para obtener la solucién y de x
fi

end fun

Otro ejemplo lo proporciona la bisqueda binaria. El caso pequeno es cuando se busca
en un segmento de arreglo de longitud 0, el caso simple es cuando el elemento buscado
se encuentra exactamente en la posicién que se mira (med), la descomposicion consiste
en mirar entre izq y med o entre med y der (o sea, a=1) y la etapa de combinacion es
trivial.

En el algoritmo de ordenacion por intercalacion (merge sort). El caso pequeno es
cuando se ordena un segmento trivial de arreglo (longitud menor o igual a 1), la des-
composicion consiste en ordenar entre izq y med y entre med y der (a=2) y la etapa
de combinacién consiste en intercalar los resultados obtenidos por ordenar cada uno de
los 2 fragmentos de arreglo.

Los algoritmos divide y vencerds son ejemplos de una técnica que se utiliza con
frecuencia: la llamada técnica top-down (de arriba hacia abajo) de disefio. Esta técnica
aborda la resolucion de problemas complejos descomponiendolos sucesivamente en pro-
blemas mas sencillos hasta llegar finalmente a los problemas de solucién trivial. En el
caso de divide y venceras, todos los problemas involucrados (el inicial y sus sucesivos
sub-problemas) son de idéntica naturaleza. Lo tnico que se gana al descomponer es
reducir el tamano de los datos.

Ya que se ha mencionado a la técnica top-down, es conveniente mencionar tam-
bién a su opuesta: la técnica bottom-up (de abajo hacia arriba) de diseno. Segin
esta técnica, uno puede abordar la soluciéon del problema planteado construyendo de
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manera incremental soluciones a problemas menores que se presume seran utiles para
resolver el problema original. La version iterativa de la ordenacion por intercalacion es
un ejemplo de uso de la técnica bottom-up. También lo es el desarrollo de sucesivas
librerias de algoritmos de complejidad incremental, cada una de ellas utilizando las li-
brerias anteriores, con la intencién de poder resolver con su uso el problema planteado
originariamente.

También hemos visto el algoritmo de ordenacion rapida (quick sort), tal vez el mas
famoso de la técnica divide y vencerés. Se diferencia de la ordenacion por intercalacion
en que descompone el fragmento de arreglo a ordenar de modo de que no sea nece-
sario intercalar las partes ordenadas a posteriori. Por ello, la combinacién de las partes
ordenadas resulta trivial, pero la descomposiciéon es mas compleja y la realiza el pro-
cedimiento pivot.

Exponenciaciéon. Un ejemplo mas sencillo de la técnica divide y venceras que no deja
de ser interesante es un algoritmo que calcula la potencia a™ para un entero a y un
natural n. La version mas ingenua de dicho algoritmo es la siguiente:

fun expo(a: nat, n: nat) ret r: nat {pre: n > 0}
rr— 1
for i:= 1 to n do r:= r*a od

end fun

Si bien el costo de una multiplicacién varia considerablemente con el tamano de
los nimeros a multiplicar, concentremos por ahora la atenciéon en contar el ntimero
de multiplicaciones que realiza este algoritmo en funcién de n sin preocuparnos por
el tamano de los niimeros a multiplicar. Evidentemente el niimero de multiplicaciones
es n.

iSe puede hacer algo mejor? Si, utilizando la técnica divide y venceras y observando

que para n par a” = (a™?)2. Esto nos permite escribir la funcién anterior de otra
manera:
fun expoDC(a: nat, n: nat) ret r: nat {pre: n > 0}

if n=0 then r:=1
else if n es par then r:= expoDC(a,n/2)
r:i= r*r
else r:= a*expoDC(a,n-1)
fi
fi

end fun

Sea N(n) el nimero de multiplicaciones realizadas por este algoritmo para el expo-
nente n. Si n es par, N(n) = N(n/2)+ 1. Esta es una recurrencia divide y venceras con
a=1,b=2yk=0.Porello,a=0b"y N(n) € O(logn) para n miltiplo de 2. Se puede
comprobar que el mismo resultado se obtiene para los demés n’s.

Multiplicacién de ntimeros grandes. Como afirmamos recién, no es lo mismo multi-
plicar niimeros pequenos que nimeros grandes. Repasemos con un ejemplo el algoritmo
de multiplicacion usual:
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3476
1593
10428
31284
17380
3476
5537268
Por cada digito de 1593 escribimos un término a sumar. Para el computo de cada
termino, debemos recorrer los digitos de 3476. Sea n el nimero de digitos de los ntimeros
a multiplicar (asumiendo que los factores tienen aproximadamente el mismo nimero de
digitos). El computo de las n lineas insume tiempo ©(n?), y la suma de los n términos
también. Ese es el orden del algoritmo usual de multiplicacion.
,Podemos hacer algo mejor? Intentemos aplicar las ideas de la técnica divide y
vencerds. Separemos cada factor en dos mitades: el primero en 34 y 76, y el segun-

do en 15 y 93:
34 *15 = 510
34 %93 = 3162
76 %15 = 1140
76 * 93 = 7068

5537268

Esta es una manera correcta de multiplicar dado que 3476 = 10 * 34 + 76 y 1593 =
10% % 15 + 93, luego 3476 x 1593 = 10% * (34 % 15) + 10? * (34 % 93 + 76 * 15) + 76 x 93.

En general queremos multiplicar 2 nimeros a y b de n digitos decimales. Asumimos
por simplicidad que n es par. El método que estamos considerando descompone a y b:
a=10"2w+x y b= 10"y + 2. Luego, a*b = 10"wy + 10™?(wz + xy) + 2. Es decir,
para realizar una multiplicacién entre ntimeros de longitud decimal n se realizan 4 mul-
tiplicaciones entre niimeros de longitud decimal n/2, ademas de 3 sumas de nimeros de
longitud decimal n y multiplicaciones por potencias de 10, que no son verdaderas mul-
tiplicaciones sino sélo desplazamientos (shifts) hacia la izquierda, o equivalentemente,
el simple agregado de 0’s a la derecha. Vale decir que se reduce el problema de realizar
una multiplicaciéon entre nimeros de longitud n al de realizar 4 multiplicaciones entre
nimeros de longitud n/2 més ciertas operaciones (sumas, shifts) que son de orden ©(n).
Para analizar este algoritmo, consideramos la recurrencia resultante:

t(n) = 4t(n/2) + O(n)

Como 4 > 2! resulta que t(n) € O(n'°%2%) = O(n?). Es decir, no hemos ganado nada
sobre el algoritmo original, el que todos utilizamos en la préctica.

Sin embargo, éste es facil de mejorar. Llamemos p = wy, ¢ = zzy r = (w+x)(y+2).
Con so6lo 3 multiplicaciones entre niimeros de longitud n/2 (o n/2+1 en el ltimo caso)
obtenemos p, ¢ y r. Observemos ademéas que r resulta igual a r = wy +wz+zy+ 22 =
p+wz+xy+q. Por ello, axb = 10"p+ 10"%(r — p — q) + ¢, es decir, 3 multiplicaciones
y varias sumas y restas. La recurrencia asociada a este algoritmo es:

t(n) = 3t(n/2) + O(n)
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Como atn tenemos 3 > 2!, resulta que t(n) € O(n'°%23). Esto es t(n) € O(n*f) y
t(n) € Q(n"%). Es decir, este algoritmo es significativamente mejor que el que utilizamos
en la préctica.

ALGORITMOS VORACES (O GLOTONES, GOLOSOS) (GREEDY)

Una técnica muy sencilla de resolucion de problemas (que, lamentablemente, no siem-
pre da resultado) es la de los algoritmos voraces. Se trata de algoritmos que resuelven
problemas de optimizacién. Es decir, tenemos un problema que queremos resolver
de manera 6ptima: el mejor camino que une dos ciudades, el valor maximo alcanza-
ble seleccionando ciertos productos, el costo minimo para proveer un cierto servicio,
el menor nimero de billetes para pagar un cierto importe, etc. Los algoritmos voraces
intentan construir la soluciéon 6ptima buscada paso a paso, eligiendo en cada paso la
componente de la solucién que parece mas apropiada.

Estos algoritmos nunca revisan una eleccién ya realizada, confian en haber elegido
bien las componentes anteriores. Por ello, no siempre dan resultado, existen problemas
para los cuales es necesario considerar todas las posibles elecciones, problemas para los
que no se poseen criterios satisfactorios de eleccion que garanticen la construccion de
una solucién 6ptima.

Sin embargo, para ciertos problemas interesantes, los algoritmos voraces obtienen
soluciones 6ptimas. Cuando eso ocurre, no sélo resultan algoritmos sencillos, sino que
ademas son muy eficientes.

Forma general de los algoritmos voraces. Las caracteristicas comunes de los al-
goritmos voraces son las siguientes:

= se tiene un problema a resolver de manera 6ptima, para ello se cuenta con un
conjunto de candidatos a ser parte de la solucion,

= a medida que el algoritmo se ejecuta, los candidatos pueden clasificarse en 3:
aquéllos que dun no han sido considerados, aquéllos que han sido incorporados
a la solucién que se intenta construir, y aquéllos que han sido descartados,

= existe una funcién que chequea si los candidatos incorporados ya forman una
solucidén del problema, sin preocuparse por si la misma es o no 6ptima,

= una segunda funcién que comprueba si un conjunto de candidatos es factible de
crecer hacia una solucion (nuevamente sin preocuparse por cuestiones de opti-
malidad),

» finalmente, una tercer funcién que selecciona de entre los candidatos ain no
considerados, cuél es el més promisorio.

Los algoritmos voraces proceden de la siguiente manera: inicialmente ningin can-
didato ha sido considerado, es decir, ni incorporado ni descartado. En cada paso se
utiliza la funciéon de seleccién para elegir cual candidato considerar. Se utiliza la fun-
cion factible para evaluar si el candidato considerado se incorpora a la solucién o no.
Se utiliza la funciéon solucién para comprobar si se ha llegado a una solucion o si el pro-
ceso de construccion debe continuar. Como las funciones solucién y factible no tienen
en cuenta cuestiones de optimalidad, el éxito del algoritmo en alcanzar una solucién
6ptima, depende del criterio de seleccién provisto por la funcién seleccionar.
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Esquematicamente, la forma de los algoritmos voraces es la siguiente:

fun greedy(C) ret S {C: conjunto de candidatos, S: solucién a construir}
S:= {}
do S no es solucién — c:= seleccionar de C
C:= C-{c}
if SU{c} es factible — S:= SU{c} fi
od
end fun

Problema de las monedas. Un ejemplo de la vida cotidiana lo proporciona el si-
guiente problema. Asumimos que tenemos una cantidad infinita de monedas de cada
una de las siguientes denominaciones: 1 peso, 50 centavos, 25 centavos, 10 centavos, 5
centavos y 1 centavo. Se debe determinar un algoritmo que dado un importe encuentre
la manera de pagar dicho importe exacto con la menor cantidad de monedas posible.

Siendo un problema tomado de la vida cotidiana, todos hemos tenido que resolverlo
(quizé inconscientemente) alguna vez. La idea que utilizamos en la practica es tomar
tantas monedas de 1 peso como sea posible sin pasarnos del monto, luego agregar tantas
de 50 centavos como sea posible sin pasarnos del resto del monto, luego agregar tantas
de 25 centavos como sea posible, luego agregar tantas de 10 centavos como sea posible,
luego de 5 centavos y finalmente de 1 centavo.'? Mas brevemente, lo que hacemos es
ir utilizando sucecivamente monedas de la mayor denominacién posible sin sobrepasar
el monto total. Esto determina un algoritmo voraz, que puede escribirse utilizando
pseudo-cédigo de la siguiente manera. La variable s contabiliza la suma de las monedas
ya incorporadas al manojo S de monedas que se utilizaran para pagar el monto.

fun cambio(n: monto) ret S: conjunto de monedas
var c,s: monto
C:— {100, 50, 25, 10, 5, 1}
S:=1{}
s:—= 0
do s # n — c:= mayor elemento de C tal que s+c < n
S:= SU{una moneda de denominacién c}
S:= s+
od
end fun

Este algoritmo encuentra, para cualquier monto, la manera 6ptima de pagarlo, es
decir, la manera de pagarlo con el menor niimero de monedas posibles. Pero ;qué ocurre
si cambiamos las denominaciones posibles? Supongamos que no existen monedas de 5
centavos. Suponiendo entonces que C' no contiene al 5, jsigue obteniendo este algoritmo
la solucion 6ptima? Es facil comprobar que al aplicar esta funcién a un importe de 30
centavos, obtenemos como resultado {una moneda de 25 centavos y 5 de 1 centavo} que
no es la solucién 6ptima pudiéndose pagar con solamente 3 monedas de 10 centavos.

12para estas denominaciones, no precisaremos mas de 1 moneda de 50 centavos, 1 de 25 centavos,
2 de 10 centavos, 1 de 5 centavos y 4 de 1 centavo. En cambio podemos precisar numerosas monedas
de 1 peso, dependiendo del importe total a pagar.
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Supongamos que tenemos un conjunto de denominaciones para el que este algoritmo
obtiene la solucién 6ptima. Para analizar el orden del algoritmo, lo escribimos con un
poco mas de detalle y lo generalizamos a un conjunto arbitrario n de denominaciones,
que podria venir dado por un arreglo ordenado decrecientemente:

{Pre: d[1] > d[2] > ... > d|n] }
fun cambio(d:array|[l..n] of nat, m: monto) ret S: array[l..n| of nat
for i:= 1 to n do
Sli]:= m div d[i]
m:= m mod dli]
od
end fun

Como vemos, ordenadas las denominaciones de mayor a menor el criterio de seleccion
se vuelve trivial: el algoritmo intenta utilizar una a una las denominaciones y calcula
directamente el nimero de veces que se utiliza cada una, realizando una division. Realiza
una division (en realidad dos si contamos mod) por cada denominacion. El orden es
entonces O(n). Si fuera necesario ordenar el arreglo de denominaciones, seria ©(nlogn).

Problema de la mochila. Tenemos una mochila de capacidad W. Tenemos n objetos
de valor vy, vy, ..., v, ¥ peso wy,ws, ..., w,. Se quiere encontrar la mejor seleccion de
objetos para cargar en la mochila. Por mejor seleccion se entiende aquélla que totaliza
el mayor valor posible sin que su peso exceda la capacidad W de la mochila. Para que
el problema no sea trivial, asumimos que la suma de los pesos de los n objetos excede
la capacidad de la mochila, obligdindonos entonces a seleccionar cuéles cargar en ella.

Este problema es complejo, no se conocen soluciones eficientes para él. Para encontrar
una solucién voraz, simplificamos significativamente el problema de la siguiente manera.
Asumiremos que los objetos pueden fraccionarse. La ventaja de esto es que permite
llenar completamente la mochila sin dejar capacidad de la mochila sin aprovechar.

Con esta simplificacion, podemos decir que el problema a resolver consiste en de-
terminar nimeros reales sq, Ss,...,S, entre 0 y 1 que indican qué fragmento de cada
objeto se incluyen en la mochila. Asi, s; = 0 indica que el i-ésimo objeto no se incluy6
en la mochila, s; = 1 indica que todo el i-ésimo objeto se incluy6, s; = 3/4 indica las
tres cuartas partes de dicho objeto se incluyeron, etc. Es decir, el problema consiste en
determinar sy, So, ..., s, entre 0y 1 tales que Y " | s;v; sea maximo y » . s;w; < W.

Para encontrar una solucién voraz a este problema debemos decidir con qué criterio
elegir cada objeto a incorporar. Una vez determinado dicho criterio, se trata de ir
incorporando uno a uno los elementos elegidos con ese criterio sin superar la capacidad
de la mochila. Cuando querramos incorporar uno que ya “no cabe”, lo fragmentamos e
incorporamos la porciéon que si cabe. Esto da lugar al algoritmo que se encuentra més
abajo.

Observamos que la primera rama del if corresponde al caso en que el objeto elegido
¢ “cabe” en la mochila. En ese caso, weight contabiliza el peso que ya tendra la mochila
al incorporar ¢ y el arreglo s registrara que el objeto c esta en la mochila. La segunda
rama del if corresponde al caso en que ¢ “no cabe” entero en la mochila. En ese caso se
incluira en ella el maximo fragmento que quepa. Evidentemente el peso que tendra la
mochila al incorporar el mayor fragmento posible sera el maximo que la mochila puede
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alcanzar: W. Eso explica la segunda asignacion. La primera puede obtenerse viendo que
queremos que s|c|, la fraccion a agregar del objeto ¢, debe llenar el resto de la mochila,
es decir, debe satisfacer weight + s|c|*w|c|] = W. Despejando s|c| obtenemos la primera
asignacion.
fun mochila(v: array|l..n| of valor, w: array|1..n| of peso, W: peso)
ret s: array|l..n| of real
var weight: peso

c: nat
for i:— 1 to n do sli]:— 0 od
weight:= 0

do weight # W — c¢:= mejor objeto remanente
if weight + wlc] < W — sc]:= 1
weight:= weight + w]c|
weight + wlc|] > W — s|c|:= (W-weight) /w]|c]
weight:= W
fi
od
end fun

Atn queda por determinar el criterio para elegir el “mejor objeto remanente.” Uno
de los primeros que surgen es incorporar el objeto remanente de mayor valor. La idea
no esta tan mal, sin embargo puede que incorporemos objetos de mucho valor, pero que
pesan demasiado privindonos de incorporar luego otros que quiza tenga un poco menos
de valor pero pesen significativamente menos que los de mayor valor. Otro criterio es,
incorporar el objeto remanente de menor peso. Esta idea padece de similares defectos
que la anterior. Debemos combinar las ideas “mayor valor” con “menor peso”. La nueva
idea es asegurarse de que cada vez que agregamos un objeto a la mochila estamos
“sacando el méximo jugo” posible del peso que ese objeto ocupa. Es decir, incorporamos
objetos cuya relacion valor/peso es la mayor posible. Por tltimo, observemos que los
objetos remanentes son aquéllos objetos i tales que sli] es nulo. El algoritmo resultante
se obtiene reemplazando la linea que dice
c:= mejor objeto remanente

por
c:= objeto tal que s|c]=0 y v[c]/w|c| es maximo

El analisis de este algoritmo es muy similar al de la moneda. S6lo hay que tener en
cuenta que al ordenar con los objetos, el criterio de comparacién debe ser entre las
fracciones valor/peso de cada objeto.

Por ultimo, regresemos al punto en que dijimos que para resolver el problema de
la mochila con un algoritmo voraz debiamos permitir fragmentar objetos. ;Por qué?
. Por qué no alcanza con, en caso de que el objeto a insertar “no quepa’”, intentar con
el siguiente, etc. hasta encontrar uno que si “quepa” o dejar una porcion de la mochila
sin ocupar?

Problema del camino de costo minimo: Algoritmo de Dijkstra. Tenemos un
grafo dirigido G = (V, A) con costos no negativos en las aristas y queremos encontrar el
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camino de costo minimo desde un vértice v hasta cada uno de los demas. Asumiremos
que el grafo viene dado por el conjunto de vértices V = {1,2,...,n} y los costos por
una matriz L : array|l..n,1..n| of costo, que en L[i, j| mantiene el costo de la arista
que va de ¢ a j. Asumimos que L[j, j] = 0 para todo vértice j. En caso de no haber
ninguna arista de ¢ a j, diremos que L[i, j| = oo. Si quisiéramos aplicar lo que sigue
a grafos no dirigidos simplemente agregariamos la condicion L[i, j| = L[j,i] para todo
par de vértices i y j.

A continuacion damos una version simplificada del algoritmo. En vez de hallar el
camino de costo minimo desde v hasta cada uno de los demés vértices, halla s6lo el
costo de dicho camino. Es decir, halla el costo del camino de costo minimo desde v
hasta cada uno de los demés vértices.

El resultado estara dado por un arreglo D: array|l..n| of costo, en D[j] devolvera
el costo del camino de costo minimo que va de v a j. Si pensamos que los costos son
longitudes, en D se devolveran las distancias de v a cada uno de los demas vértices.

fun Dijkstra(L: array|l..n,1..n| of costo, v: nat) ret D: array|l..n| of costo
var c: nat
C:={1,2,... n}-{v}
for j:== 1 to n do DJ[j]:= L|v,j] od
do n-2 times — c:— elemento de C que minimice D|c]
C:= C-{c}
for j in C do D[j|:= min(D|j],D[c]+L|c,j]) od
od
end fun

Llamamos vértices especiales a los que no pertenecen a C. Inicialmente el tinico
vértice especial es v. Un camino especial es un camino cuyos vértices son especiales
salvo quizé el tltimo. Inicialmente, los caminos especiales son el camino vacio (que va
de v a vy tiene costo Llv,v] = 0) y las aristas que van de v a j que tienen costo L[v, j].

La idea del algoritmo es que en todo momento, D mantiene en cada posicion j, el
costo del camino especial de costo minimo que va de v a j. Inicialmente, por lo dicho
en el parrafo anterior, D[j| debe ser L[v, j|. Eso explica la inicializacion de D que se
realiza en el primer for.

Veremos que cuando un vértice c¢ es especial, ya se conoce el costo del camino de
costo minimo que va de v a ¢, y es el que estd dado en ese momento por D[c|. Dijimos
que inicialmente el vértice v es el inico especial, efectivamente el valor inicial de D]v],
es decir, 0, es el costo del camino de costo minimo para ir desde v a v.

Lo dicho en los dos dltimos parrafos puede expresarse en el siguiente invariante:

Vj & C.D[j] = costo del camino de costo minimo de v a j
Vj € C.D[j] = costo del camino especial de costo minimo de v a j

Por ello, para entender el algoritmo es importante prestar atencion a la palabra espe-
cial. Cuando conocemos el costo del camino especial de costo minimo no necesaria-
mente hemos obtenido lo que buscamos, buscamos el costo del camino de costo minimo,
el minimo de todos, especial o no.

Como puede verse, el algoritmo de Dijkstra elimina en cada ejecucion del cuerpo del
ciclo un vértice ¢ de C. Para que se mantenga el invariante es imprescindible saber que
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para ese ¢ (que pertenecia a C'y por lo tanto por el invariante D[c| era el costo del
camino especial de costo minimo de v a ¢), D|c]| es en realidad el costo del camino de
costo minimo de v a c.

. Como podemos asegurarnos de eso? El algoritmo elige ¢ € C' de modo de que D|c]
sea el minimo. Es decir, elige un vértice ¢ que atin no es especial y tal que D[] es
minimo. Sabemos, por el invariante, que D][c] es el costo del camino especial de costo
minimo de v a c¢. jPuede haber un camino no especial de v a ¢ que cueste menos? Si lo
hubiera, dicho camino necesariamente deberia tener, por ser no especial, algin vértice
intermedio no especial. Sea w el primer vértice no especial que ocurre en ese camino
comenzando desde v. Evidentemente el camino no especial consta de una primera
parte que llega a w. Esa primera parte es un camino especial de v a w, por lo que su
costo, dice el invariante, debe ser D[w]. El costo del camino completo no especial de
v a ¢ que pasa por w costard al menos D[w| ya que ése es apenas el costo de una parte
del mismo. Sin embargo, como ¢ fue elegido como el que minimiza (entre los vértices
no especiales) D|c|, necesariamente debe cumplirse D[c] < D[w]. Esto demuestra que
no puede haber un camino no especial de v a ¢ que cueste menos que D[c|. Por ello, ¢
puede sin peligro ser considerado un vértice especial ya que D][c| contiene el costo del
camino de costo minimo de v a c.

Inmediatamente después de agregar c entre los vértices especiales, es decir, inmedi-
atamente después de eliminarlo de C', surgen nuevos caminos especiales ya que ahora
se permite que los mismos pasen también por el nuevo vértice especial c. Eso obliga
a actualizar D[j] para los j no especiales de modo de que siga satisfaciendo el inva-
riante. Efectivamente, ahora un camino especial a j puede pasar por c. Sélo hace falta
considerar caminos especiales de v a j cuyo ultimo vértice especial es c. En efecto,
los caminos especiales de v a j que pasan por ¢ y cuyo tltimo vértice especial es k
no ganan nada por pasar por ¢ ya que c esti antes de k£ en esos caminos y entonces el
costo del tramo hasta k, siendo k especial, sigue siendo como minimo D[k], es decir,
en el mejor de los casos lo mismo que se tenia sin pasar por c.

Consideremos entonces solamente los caminos especiales a j que tienen a ¢ como
ultimo vértice especial. El costo de un tal camino de costo minimo estd dado por
Dic| + Lle, j], la suma entre el costo del camino de costo minimo para llegar hasta ¢
(Dlc]) mas el costo de la arista que va de ¢ a j (L][c, j]). Este costo debe compararse
con el que ya se tenia, el que so6lo contemplaba los caminos especiales antes de que ¢
fuera especial. Ese valor es D[j]. El minimo de los dos es el nuevo valor para D[j]. Eso
explica el segundo for.

Por dltimo, puede observarse que en cada ejecucion del ciclo un nuevo vértice se
vuelve especial. Inicialmente v lo es. Por ello, al cabo de n-2 iteraciones, tenemos
solamente 1 vértice no especial. Llamemos k a ese vértice. El invariante resulta

Vj # k.D[j] = costo del camino de costo minimo de v a j
D[k] = costo del camino especial de costo minimo de v a k

pero siendo k el nico vértice no especial todos los caminos de v a k (que no tengan
ciclos en los que k esté involucrado) son especiales. Por ello, se tiene

DIk] = costo del camino de costo minimo de v a k
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y por consiguiente

Vj.D[j] = costo del camino de costo minimo de v a j

Arbol generador de costo minimo (Minimum Spanning Tree). Sea G = (V, A)
un grafo conexo no dirigido con un costo no negativo asociado a cada arista. Se dice
que T'C A es un arbol generador (intuitivamente, un tendido) si (V,T') es conexo y no
contiene ciclos. Su costo es la suma de los costos de sus aristas. Se busca T tal que su
costo sea minimo.

El problema de encontrar un arbol generador de costo minimo tiene numerosas apli-
caciones en la vida real. Cada vez que se quiera realizar un tendido (eléctrico, telefonico,
etc) se quieren unir distintas localidades de modo que requiera el menor costo en insta-
laciones (por ejemplo, cables) posible. Se trata de realizar el tendido siguiendo la traza
de un arbol generador de costo minimo.

Propiedades. Sabemos que |T| = |V| — 1. En efecto,

1. Todo grafo G = (V, A) conexo satisface |A| > |V| — 1.
2. Todo grafo G = (V, A) sin ciclos satisface |A| < |V| — 1.

Ambas propiedades se demuestran facilmente por induccion en |V].

Podemos ver que para construir un arbol generador podemos partir del conjunto
vacio de aristas e incorporar gradualmente aristas (cuidando de no introducir ciclos).
Cuando hayamos juntado |V|—1 aristas tendremos un arbol generador. Otra alternativa
seria partir del conjunto A de aristas y quitarle gradualmente aristas (cuidando de no
volverlo inconexo). Cuando solo resten |V'| — 1 aristas tendremos un arbol generador.

Estas propiedades puede formularse asi:

1. Sea G = (V, A) un grafo sin ciclos. Si |A| = |V| — 1 entonces G es conexo.
2. Sea G = (V, A) un grafo conexo. Si |A| = |V| — 1 entonces G no tiene ciclos.

Veremos enseguida 2 algoritmos voraces para encontrar un arbol generador de costo
minimo. Ambos siguen el primero de estos enfoques: parten de un conjunto vacio de
aristas T e incorporan gradualmente aristas sin introducir ciclos. De todas maneras no
alcanza con hallar un arbol generador, se trata de hallar uno de costo minimo.

Ambos algoritmos tienen las siguientes caracteristicas en comun:

candidatos: El conjunto de candidatos es el conjunto de aristas A.

solucion: Se encuentra una solucion cuando se tiene que |7'| = |V| — 1.

factible: Se dice que T es factible si no tiene ciclos.

seleccién: Los 2 algoritmos que veremos se diferencian justamente en el criterio de
seleccion de una nueva arista para incorporar a 1’

promisorio: Se dice que T es promisorio cuando puede extenderse con 0 6 mas
aristas de modo de convertirse en un arbol generador de costo minimo.

dejar: Se dice que una arista deja un conjunto de vértices cuando exactamente
uno de sus extremos estd en ese conjunto (y por consiguiente, el otro no).

El siguiente lema determina un criterio general para poder agregar una arista a un
conjunto promisorio 7" de modo de que el resultado siga siendo promisorio.
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Lema: Sea G = (V, A) conexo con costos no negativos y sea B C V. Sea T C A
promisorio tal que ningtin ¢ € T deja B. Sea a la arista de menor costo que deja B.
Entonces, T'U {a} es promisorio.

Demostracion: Sea U un arbol generador de costo minimo tal que T C U. Si a € U,
evidentemente 7"U {a} es promisorio.

Si a € U entonces |U U {a}| = |U| + 1 = |V]| tiene un ciclo del que a forma parte.
Como a deja B, debe haber b # a en ese ciclo que también deja B. El costo de a es
menor o igual que el de b. Sea W = (U — {b}) U {a}. El costo de W es menor o igual
que el de U. Como b ¢ T ya que nadie en T deja B, entonces T'U {a} C W. Luego,
T U {a} es promisorio.

Algoritmo de Prim. El algoritmo de Prim comienza a partir de un vértice k£ y arma
progresivamente una red que conecta a ese vértice con los demads. Inicialmente T es
vacio, el vértice k no esta conectado con nadie. En cada paso se incorpora una arista a
la red T', de modo de que un nuevo vértice resulte conectado a k. En la presentacién en
pseudo-codigo que se ve a continuacion, C' es el conjunto de vértices ain no conectados
a k, cada nueva arista es la de costo minimo que deja C. Por el lema, este criterio es
apropiado para encontrar un arbol generador de costo minimo.

fun Prim(G=(V,A) con costos en las aristas, k: nat) ret T: conjunto de aristas
var c: arista
C:= V-{k}
T:= 1}
do |V|-1 times — c:= arista {7, j} de costo minimo tal que i € Cy j & C
C:= C-{i}
T:= T U {c}
od
end fun

Algoritmo de Kruskal. El algoritmo de Kruskal también comienza a partir de un con-
junto de aristas 1" vacio, pero en vez de comenzar desde un vértice k, como Prim, puede
incorporar aristas de cualquier zona del grafo. En realidad, en un primer vistazo no se
fija donde est4 la arista, s6lo toma la arista de menor costo que queda por considerar. Si
dicha arista puede incorporarse (segtn el lema visto méas arriba), entonces la incorpora
a T, sino, la descarta. Al ir incorporando sucesivamente aristas que pueden pertenecer
a diferentes zonas del grafo, en realidad lo que ocurre puede explicarse en términos de
componentes conexas como sigue.

Incialmente existen n componentes conexas, una para cada vértice ya que 1" es vacio.
Al incorporar una nueva arista, habré 2 componentes conexas que quedaran unidas en
una sola componente conexa. El criterio para decidir si una arista se agrega o no a T' es
si sus extremos pertenecen a 2 componentes conexas diferentes o no. Nuevamente éste
es un criterio apropiado segun el lema, ya que si pertenecen a diferentes componentes
conexas, evidentemente la arista deja una de esas componentes. Como las aristas son
tratadas en orden creciente de sus costos, es la minima que lo deja.
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fun Kruskal(G=(V,A) con costos en las aristas) ret T: conjunto de aristas
var i,j: vértice; u,v: componente conexa; c: arista
C=A
T:= {}

do |T| < |V|-1 — c:= arista {i,j} de C de costo minimo

C:= C-{c}

w= find(i)

v:= find(j)
ifu#v—Ti=TU({c}

union(u,v)
fi
od
end fun

La funcion find devuelve la componente conexa de un vértice, el procedimiento union
realiza la union de 2 componentes conexas. No es obvio como implementar estos algo-
ritmos auxiliares. Hacerlo de manera eficiente requiere cierto ingenio. A continuacion
hacemos un paréntesis para regresar a “estructuras de datos” y explicar una manera
muy eficiente de implementar estos algoritmos auxiliares.

Estructuras de datos: el problema Union-Find. El problema Union-Find, es el proble-
ma de como mantener un conjunto finito de elementos distribuidos en distintas compo-
nentes, cuando las operaciones que se quieren realizar son tres:

init: inicializar diciendo que cada elemento estd en una componente integrada ex-
clusivamente por ese elemento,

find: encontrar la componente en que se encuentra un elemento determinado,

union: unir dos componentes para que pasen a formar una sola que tendra la uniéon
de los elementos que habia en ambas componentes.

De s6lo manipularse por estas tres operaciones, las componentes seran siempre dis-
juntas y siempre tendremos que la unién de todas ellas dard el conjunto de todos los
elementos. Una componente corresponde a una clase de equivalencia donde la relaciéon
de equivalencia seria “a = b sii a y b pertenecen a la misma componente.”

Pero ;como implementar una componente? Observando la analogia con clases de
equivalencia, podemos pensar que una componente estard dada por un representante
de esa componente. Esto permite implementarlas a través de una tabla que indica para
cada elemento cudl es el representante de (la componente de) dicho elemento.

Dado que asumimos una cantidad finita de elementos, los denotamos con nimeros de
1 a n. La tabla que indica cual es el representante de cada elemento sera entonces un
arreglo indexado por esos ntimeros:

type trep = array|l..n| of nat

En lo que sigue, se enumeran varias formas de administrar una tabla para implementar
las 3 operaciones mencionadas de manera eficiente. Es importante destacar que en la
practica se realiza s6lo una operacion init y numerosas operaciones find y union. La
pregunta es como hacer estas dos tltimas operaciones lo mas eficientemente posible.
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Primer intento. En este primer intento procuramos simplemente dar alguna solucién
que sea facil de entender. Las optimizaciones vendran en los intentos posteriores. En
éste, las operaciones init y union resultarén lineales y find constante.

En la posicion i de la tabla diremos quién es el representante de (la componente
de) i. Inicialmente cada elemento i pertenece a una componente que tiene solo a i como
elemento, luego ¢« mismo debe ser el representante de dicha componente:
proc init(out rep: trep)

for i:= 1 to n do rep|i]:=i od
end proc

Cuando quiero averiguar cudl es la componente de i, debo consultar la tabla. Como
dijimos mas arriba, una componente estard dada por un representante de esa com-
ponente. Para encontrar entonces el representante de la componente de 7 alcanza con
consultar la tabla rep.

fun find(rep: trep, i: nat) ret r: nat
r:= repli]
end fun
Por tltimo, al unir dos componentes dadas por sus representantes ¢ y 7, se registra en

la tabla rep que todos aquéllos elementos que estaban siendo representados por ¢ seran
de ahora en mas representados por j. Podriamos haber tomado la decision opuesta, por
supuesto, sin que esto produzca ninguna diferencia relevante.
proc union(in/out rep: trep, in i,j: nat) {i #jNi=rep[i]| Nj=replj]}

for k:==1ton do

if repk|=i1 — replk]:=j fi

od

end proc

Observar que uno puede darse cuenta de si ¢ es representante consultando la tabla. En
efecto, i es representante sii i = rep[i]. Justamente la precondicion del procedimiento
union establece que dicho procedimiento se aplica s6lo a i y j que son representantes
(de componentes distintas).

Segundo intento. Disconformes con un procedimiento union lineal, proponemos aca una
mejora que lo hace constante. Lamentablemente la mejora vuelve a la funcién find lineal
en el peor caso. De todas formas se trata de una mejora ya que find no necesariamente
sera lineal, s6lo se comportara asi en el peor caso.

El procedimiento init queda como en el primer intento. Sera conveniente definir una
funcion auxiliar que plasma lo que enunciamos anteriormente: ¢ es representante sii
i = repli].
fun is_rep(rep: trep, i: nat) ret b: bool

b:= (repli] = 1)
end fun

Practicamos una mejora en el procedimiento union:
proc union(in/out rep: trep, in i,j: nat) {i # jA is_rep(rep,i) A is_rep(rep,j)}

repli]:= j
end proc
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Como vemos s6lo modificamos la posicion del arreglo correspondiente a 7, que deja de
ser representante ya que luego de la asignacion repli] # i. Si existieran otros elementos,
por ejemplo k, que eran representados por i, en la tabla se sigue cumpliendo rep[k] = 1.
Sin embargo, dado que la componente representada por ¢ y por j se han unido, y s6lo
J sigue siendo representante, el representante de k debe ser ahora j. No asentamos
esto en la tabla porque, justamente, requeriria recorrer toda la tabla buscando tales k
desembocando nuevamente en un algoritmo lineal.

Como consecuencia de nuestra decision de optimizar el procedimiento union, la tabla
rep no dice necesariamente en la posicién k quién es el representante de k, dice quién
fue alguna vez el representante de k. Si dice que el representante de k fue ¢, y dice que
el de i fue j, y resulta que is_rep(rep,j) es verdadero, entonces el representante de k
ahora es j. Como vemos, al buscar el representante de un elemento puede ser necesario
recorrer varias posiciones de la tabla hasta encontrar el representante actual.

fun find(rep: trep, i: nat) ret r: nat
var j: nat
=1
do —is_rep(rep,j) — j:= rep|j| od
ri=j

end fun

En realidad, ahora la tabla puede verse como una foresta, es decir, un conjunto de
arboles donde cada elemento es un vértice que indica quién es su padre. Cada represen-
tante es la raiz de uno de los arboles. La funcion find recorre una rama desde 7 hasta
la raiz de su arbol. Hay una correspondencia entre los arboles y las componentes.

Tercer intento. En este tercer intento, se procura acortar los caminos que debe recorrer
la funcién find para ir desde un elemento hasta la raiz del &rbol correspondiente a
dicha componente. Una idea muy sencilla es que dicha funcién, una vez encontrado el
representante, vuelva a recorrer el camino actualizando ahora la tabla para que quede
registrado quién es el actual representante de cada uno de los elementos de dicho camino.
Asi, la siguiente vez que se requiera averiguar el representante del mismo elemento (o de
cualquiera de los que estaban en el camino actualizado) se evitara repetir su recorrido.

fun find(in/out rep: trep, i: nat) ret r: nat
var j,k: nat

ji=1
while — is_rep(rep,j) do j:= replj| od
ri=j
ji=1
while —is_rep(rep,j) do
ki rep[]
repljl:=r
j=k
od

end fun
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Como la funcion find tiene un “efecto secundario”, dado que modifica el arreglo rep,
senalamos esto agregando la notacion in/out a dicho parametro. Hacemos esto de man-
era excepcional, una verdadera funcién no deberia modificar un pardmetro. Se puede
observar que, a pesar de este efecto secundario, find conserva algunas caracteristicas
de las funciones. Por ejemplo, la condicion find(rep,i) = find(rep,i) sera siempre ver-
dadera. Puede que la segunda llamada se ejecute mas rapidamente gracias a los efectos
secundarios causados por la primera llamada, pero el resultado sera el mismo.

Los demaés algoritmos (init, is_rep y union) quedan como estan. Este cambio torna
eficiente al find. No puede ser frecuentemente lineal, ya que cada llamada allana el
camino de las siguientes.

Cuarto intento. Ademas de acortar los caminos a recorrer por la funcién find, se procu-
rard ahora evitar que el procedimiento union permita su crecimiento. Para ello, se
puede utilizar una tabla auxiliar que dird cuantos elementos tiene cada componente.
Por ejemplo, el procedimiento init debe indicar que cada componente tiene exactamente
un elemento.

proc init(out rep: trep, out nr: trep)
for i:-= 1 to n do
repli]:= i
nrli:= 1
od
end proc

Esta informacion es utilizada en el procedimiento union para decidir cual de los dos
representantes, ¢ y j, sigue siéndolo y cuél no. Supongamos que ¢ represente a méas
elementos que j. En ese caso es méas probable encontrar caminos largos en el arbol cuya
raiz es ¢ que en el arbol cuya raiz es j. Si ¢ pasara ahora a ser representado por j, dichos
caminos que ya eran largos pasarian a ser mas largos todavia, ya que se les agregaria
un paso mas para llegar hasta j. Por ello, ¢ debe pasar a ser representado por j so6lo
cuando ¢ represente a lo sumo el mismo ntimero de elementos que j:

proc union(in/out rep, nr: trep, in i,j: nat)  {i # jA is_rep(rep,i) A is_rep(rep,j)}
if nri] < nrfj] — nrfj]:= nr[i]-+nrfj]

repli]:= j
nr[i] > nrj] — nrfi]:= nri]+nrlj]
replj]:= i
fi
end proc

Como se ve, cuando i represente mas elementos que j es j quien pasa a ser representado
por ¢. El procedimiento union ademas registra el nimero de elementos que pasa a tener
la componente que acaba de obtenerse como uniéon de las dos dadas.

Las funciones is_rep y find quedan intactas.

Con estas mejoras, en la practica los algoritmos find y union se comportan casi como
si fueran constantes. Queda sin embargo una ultima mejora tendiente a eliminar la
utilizacion del arreglo nr recién introducido.
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Quinto intento. Se puede observar que del arreglo nr, solamente se utilizan los datos en
el procedimiento union. Por ello, sélo importan los valores que dicho arreglo tiene en
las posiciones correspondientes a representantes. Eso sugiere la posibilidad de senalar
en el mismo arreglo rep el dato que hasta recién alojabamos en nr. Para ello, en vez de
convenir que i sera representante cuando i = repl[i|, en esos caso alojaremos en repli
un valor que senale el nimero de elementos representados por i. Observemos que si ¢
representa k elementos no podemos simplemente poner rep[i] = k ya que parecera que
1 esta siendo representado por k. Pero podemos aprovechar que hasta ahora sélo hay
valores positivos en la tabla rep, para poner rep[i] = —k. De esta manera, no hay forma
de equivocarse: si repli] < 0 es porque i es un representante y en ese caso el namero de
elementos representados por i es —repli].

Para implementar esta idea necesitamos redefinir el tipo trep, que era arreglo de
nimeros naturales:

type trep = array|l..n| of int

Por ejemplo, el procedimiento init debe establecer que todos son representantes de
componentes que tienen un elemento cada una.

proc init(out rep: trep)
for i:= 1 to n do rep[i]:= -1 od
end proc

La funcién is_rep averigua si ¢ es representante o no. Como dijimos, lo sera sii en su
lugar de la tabla se encuentra un nimero negativo (cuyo valor absoluto dice cuantos
elementos i representa).

fun is_rep(rep: trep, i: nat) ret b: bool
b:= (repli] <0)
end fun

La funciéon find queda intacta. El procedimiento union es similar salvo que las dos
modificaciones se hacen sobre el mismo arreglo rep. Observar que el < de la condicion
del if cambié por un >. Eso se debe a que en vez de comparar nimeros positivos ahora
estamos comparando nimeros negativos. El menor de ellos corresponde al de mayor
valor absoluto, por ello, al que representa més elementos.

proc union(in/out rep: trep, in i,j: nat) {i # jA is_rep(rep,i) A is_rep(rep,j)}
if repl[i] > replj| — replj|:= replil-+replj]
replif-— |
repli] < replj] — repli|:= repli]-+replj|
replj|:= i
fi
end proc
BACKTRACKING

Cuando se obtiene un algoritmo voraz que resuelve un problema, en general es una
solucién eficiente. Para ello, es necesario determinar un buen criterio que permita se-
leccionar convenientemente un nuevo candidato a integrar la solucién 6ptima.
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Eso no siempre es posible. En el extremo opuesto, a veces nos encontramos sin ningin
criterio para seleccionar candidatos. Lo que se puede hacer en ese caso es intentar todas
las maneras posibles de armar soluciones a partir de los candidatos existentes. Esto se
llama backtracking porque equivale a tomar una decisién y luego volver hacia atras
y cambiarla por otra.

Evidentemente esto, en general, es ineficiente. Por ello s6lo se recomienda cuando no
se nos ocurre nada mejor. Asi y todo, es conveniente ordenar la recorrida del espacio
de busqueda de soluciones de manera de no repetir soluciones, ya que ello volveria atn
més ineficiente al algoritmo.

Problema de la moneda. Ya vimos en la pigina 86 que el algoritmo voraz para el
problema de la moneda no siempre encuentra la solucién 6ptima, depende de cudles
sean las denominaciones de las monedas. Utilizando backtracking es posible encontrar
una solucién méas general, que dé la solucion 6ptima cualquiera sean las denominaciones.

Sean di,ds,...,d, las denominaciones de las monedas (todas mayores que 0), asu-
mimos que se disponen de suficientes monedas de cada denominaciéon. Sea k el monto
a pagar. Queremos calcular el menor nimero de monedas necesarias para pagar de
manera exacta el monto k£ usando monedas con las denominaciones mencionadas.

Aplicar backtracking significa considerar todas las maneras posibles de pagar el mon-
to k, y elegir entre ellas la que involucre el menor ntimero de monedas. Observar la
diferencia con la técnica voraz que directamente construia la menor solucion.

Para ello, dados i y j tales que 0 < i <ny 0 < j <k se definird m(i, j) el menor
numero de monedas necesarias para pagar de manera exacta el monto 5 usando a lo
sumo monedas de denominaciéon dy, ds, .. ., d;. Por convencion, si para un cierto ¢ y un
cierto 7 no hay manera de pagar exactamente el monto j con monedas de denominaciéon
dy,ds, ..., d;, diremos que m(i, j) = co. También abusaremos de la notaciéon asumiendo
que 1+ 0o =00 y que oo es el elemento neutro de la operaciéon minimo. Una forma de
definir recursivamente m(i, j) es a través de las siguientes ecuaciones:

0 i=0
mii ) =4 i>0Ai=0
DTN mi—1,5) d;>7>0Ai>0

min(m(i — 1,7), 1 +m(i,j — d;)) j>di >0A1>0

En efecto, cuando j = 0 la manera de pagar exactamente el monto 0 es sin utilizar
ninguna moneda, es decir, 0 monedas. Cuando 7 > 0 y ¢ = 0, no disponemos de
ninguna moneda y sin embargo debemos pagar de manera exacta un monto 5 > 0. Esto
es imposible, por ello el valor indicado es, como habiamos convenido, co. En la tercera
ecuacion disponemos de monedas de denominacion dy, ds, . . ., d; para pagar el monto j.
Al ser d; > 7 no podemos utilizar monedas de denominacion d;. Por ello, es como si no
dispusiéramos de esas monedas. El menor nimero de monedas necesarias para pagar
de manera exacta el monto j con monedas de todas esas denominaciones seré entonces
igual al menor niimero de monedas necesarias para pagar de manera exacta dicho monto
con monedas de denominacion dy, ds, . .., d;_1, que se denota m(i—1, j). Por tltimo, en
la cuarta ecuacion al ser d; < j si se pueden utilizar monedas de denominaciéon d;. Pero
jconviene usarlas?. Se consideran las dos posibilidades: si no las usamos obtenemos,
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como recién, m(i — 1, 7). Si las usamos analicemos lo que ocurre al usar una de ellas:
deberemos contabilizar que ya estamos utilizando 1 moneda y deberemos contar ademés
el menor nimero de monedas que hara falta para pagar de manera exacta el saldo, que
serd j —d;. Eis decir, si las usamos, el menor niimero de monedas que necesitaremos sera
1+m(i,5 —d;). Volvemos a la pregunta: jconviene usarlas? Depende de cudl de las dos
posibilidades d4 un nimero menor. Eso explica min(m(i — 1,7),1 + m(i, j — d;)).

Puede observarse que la ejecucion recursiva de este algoritmo consiste en explorar
todas las posibilidades y elegir la que minimiza el ntimero de monedas. En efecto, en la
cuarta ecuacion surgen dos posibilidades: ambas son exploradas y se elige la que lleva a
menor soluciéon. En cada una de las tres primeras ecuaciones, en cambio, hay una tinica
posibilidad.

Este algoritmo puede escribirse facilmente en pseudo-cédigo:

fun cambio(d:array|l..n| of nat, i,j: nat) ret r: nat
if j=0 then =0
else if i = 0 then r:= oo
else if d[i] >j then r:= cambio(i-1,j)
else r:= min(cambio(i-1,j),14+cambio(i,j-d|i]))
fi
fi

fi
end fun

La llamada principal es cambio(d,n k). Existen varias otras soluciones que utililzan
backtracking para resolver este problema. Por ejemplo, la misma funcion m(i,j) definida
més arriba podria definirse con las siguientes ecuaciones:

miing) =14 | 0
’ 1 +min({m(z,j —d,)|1 <z <iAd, <j}) j>0

Problema de la mochila. En la pagina 87 vimos como solucionar una version sim-
plificada del problema de la mochila mediante un algoritmo voraz. La simplificacion
consistia en permitir fragmentar objetos. Con esta simplificacion el problema se re-
solvia encontrando un criterio para elegir el mejor objeto a introducir en la mochila,
fragmentandolo si se excedia de la capacidad restante.

Ahora utilizaremos backtracking para resolver el problema de la mochila sin esa
simplificacion. Sea W la capacidad de la mochila y sean vy, vy, ..., 0, y Wy, ws, ..., w,
los valores y los pesos de los n objetos disponibles, todos ellos niimeros positivos. Se
debe encontrar el maximo valor alcanzable al seleccionar los objetos a cargar en la
mochila, sin exceder su capacidad.

Para 0 < i <ny 0 < j < W definimos m(i,j) como el maximo valor alcanzable
sin superar el peso j seleccionando entre los primeros 7 objetos. Se puede ver que se
cumple:

0 ji=0
(i j) = 0 F>0Ai=0
)= m(i—1,7) w; >j7>0ANi>0

max(m(i — 1,5),vi+m(i —1,j —w;))  j>w;>0Ai>0
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Como para el caso del problema de la moneda, esto puede escribirse facilmente como
un algoritmo recursivo en pseudo-codigo.

Problema del camino de costo minimo. El algoritmo de Dijkstra (pagina 88) para
obtener, en un grafo dirigido, (el costo de) un camino de costo minimo desde un vértice
a cada uno de los demas fue otro de los ejemplos vistos del uso de la técnica voraz. A
continuacion veremos un algoritmo que utiliza backtracking para calcular (el costo de)
los caminos de costo minimo para todo vértice origen y vértice destino.

Al igual que en la péagina 88, tenemos un grafo dirigido G = (V, A) con costos no
negativos en las aristas. Asumimos que el grafo viene dado por el conjunto de vértices
V ={1,2,...,n} y los costos por una matriz L : array[l..n,1..n| of costo, que en L[i, j]
mantiene el costo de la arista que va de 7 a j. En caso de no haber ninguna arista de ¢
a j, diremos que L[i, j] = co. Asumimos L[j, j] = 0. Si quisiéramos aplicar lo que sigue
a grafos no dirigidos simplemente agregariamos la condicion L[i, j| = L|[j, ] para todo
par de vértices i y j.

Sea mg(i, j) el costo del camino de costo minimo que va de i a j pasando a lo sumo
por los vértices intermedios 1,2, ..., k. Se puede ver que se cumple:

Ll i
my (i, J) = { min(my_1(7, 7), me—1(3, k) + my_1(k, 7)) k>0

En efecto, si k = 0, my(7,j) debe ser el costo del camino de costo minimo que va de
7 a J sin pasar por ningtn vértice intermedio. El iinico camino estaria conformado por
la arista que va de i a j cuyo costo esta dado por Lli, j|. Si k > 0 entonces se busca el
costo del camino de costo minimo que va de ¢ a j pasando a lo sumo por los vértices
1,2,..., k. Como k > 0 esta lista de vértices no es vacia: al menos k esta en dicha lista.
Por ello puede que el camino de costo minimo pase por k. Pero jconviene que pase por
k? Analizamos las dos posibilidades: si no pasa por k, el costo del camino de menor
costo que pasa a lo sumo por 1,2,...,k pero no pasa por k es el costo del camino de
menor costo que pasa a lo sumo por 1,2, ..., k—1. Dicho costo esta dado por my_1(i, 7).
La otra posibilidad es que si pase por k. En este caso el camino de costo minimo de
1 a J estd formado por el camino de costo minimo de ¢ a k seguido por el camino de
costo minimo de k£ a j. Ninguno de estos tramos pasara por k, dado que en ese caso
tendriamos un ciclo y no se trataria de un camino de costo minimo. Por ello, el costo de
los tramos esta dado por my_1(i, k) y my_1(k, j) respectivamente y el costo del camino
entero por la suma de dichos nimeros. Recordemos la pregunta: jconviene pasar por k7
Depende de cual de los dos casos da un valor menor. Por ello se toma el minimo entre

my—1(4,7) ¥ myp—1(2, k) + my_1(k, j).

PROGRAMACION DINAMICA

Muchos problemas pueden resolverse utilizando backtracking. En general la solucion
es ineficiente. Si se repasan las soluciones dadas en la seccion anterior, se puede observar
que todas ellas tienen alguna ecuacién con mas de una llamada recursiva. Esto da lugar
a algoritmos exponenciales. Veremos como la técnica de programaciéon dinadmica
puede ayudar a evitar este problema.
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Dicha técnica permitird dar una version iterativa de dichos algoritmos mediante la
construccion de una tabla que mantiene los valores que calcula el algoritmo. La ventaja
de mantener dicha tabla es que evita que el algoritmo necesite ejecutarse varias veces
para los mismos valores. Un ejemplo de esto lo proporciona la definicién usual de la
serie de Fibonacci.

Fibonacci. Recordemos la definicién de la secuencia de Fibonacci:

= n n <1
" fn—l+fn—2 n>1

Interpretando estas ecuaciones como una definiciéon recursiva de los términos de la
secuencia y dado n € N ;jCuantas veces se calcula f; para calcular f,,? Set ¢(n) =nimero
de veces que se calcula f; para calcular f,, puede verse facilmente que tenemos

n n <1
t<n):{t(n—1)—|—t(n—2) n>1

Efectivamente, para calcular fy no se calcula f; ni siquiera una vez, para calcular f;
se calcula exactamente una vez. Para calcular f,, fi se calcula tantas veces como haga
falta para calcular f,,_; (t(n — 1)) mas tantas veces como haga falta para calcular f,
(tn — 2)).

Es decir, que t(n) = f,. Por lo visto en la materia, cuando estudiamos resolucion de
recurrencias, t(n) es exponencial. De ello se deduce que el comportamiento de la defini-
cion recursiva del n-ésimo término de la serie de Fibonacci presentada es exponencial.

iS¢ puede implementar més eficientemente la funcion de Fibonacci? Una manera que
ya conocemos es utilizando directamente la expresion que se obtuvo al resolver la recu-
rrencia. Para ilustrar la técnica de programacion dindmica, presentamos a continuacion
una solucién lineal que se basa en una idea mucho maés simple: la construcciéon de una
tabla con los valores ya calculados y la formulacién de una solucion iterativa.

En esta solucion, f serd un arreglo de tipo array|0..n| of nat donde se almacenaran
los resultados antes denotados fo, fi, ..., fn. Como adelantamos, dichos valores se
calculan desde 0 hasta n, en ese orden.

fun fib(n: nat) ret r: nat
var f: array|0..max(n,1)| of nat
fl0]:= 0
fl1]:=1
for i:= 2 to n do fli]:= f[i-1] + {]i-2| od
r:— fln|
end fun

Hemos construido una definicion iterativa lineal a partir de una recursiva exponencial.
También suele decirse que la definicion recursiva sigue un disefio “top-down” ya que se
define la funcién sobre un argumento cualquiera descomponiendo en problemas menores,
en este ejemplo, al aplicarla a argumentos menores. La definicién iterativa sigue un
diseno “bottom-up” porque se calculan los valores desde los méas sencillos hasta los méas
complejos.
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Problema de la moneda. Vimos en la pagina 98 las siguientes ecuaciones para solu-
cionar el problema de la moneda usando backtracking:

0 i=0
mii ) =4 i>0Ai=0
DTN mi—1,5) d;>7>0Ai>0

min(m(i — 1,7), 1 +m(i,j — d;)) j>d;i>0Ni>0
La posible reiteracion de calculos no es tan evidente como en el caso de Fibonacci, pero
puede darse. Por ejemplo, para j suficientemente grande, suponiendo las denominaciones

di_1 = 5y d; = 10, puede observarse que evaluar m(i,j) lleva a evaluar dos veces
m(i — 1,7 — 10) (senalado por el subrayado):

i) = min(m(i—1,4),1+m{i,j - 10)

m(i,j — 10) = min(m(i — 1,5 —10),1 4+ m(i, j — 20))
m(i—1,7) = min(m(i—2,7),1+m(i—1,5 —5))
m(i—1,7—5) = min(m(i—2,57—5),1+m(i—1,j —10))

Esta duplicacion lo vuelve exponencial ya que m(i — 1,7 — 10) tiene a su vez dupli-
caciones, etc.

Para resolver esto utilizamos la técnica de programacion dindmica representando m
por una tabla, en este caso una matriz:

fun cambio(d:array|l..n| of nat, k: nat) ret r: nat
var m: array|0..n,0..k| of nat
for i:= 0 to n do m[i,0]:= 0 od
for j:= 1 to k do m|0,j]:= oo od
fori:=1ton do
for ;=1to k do
if d[i] >j then mli,j]:= mli-1,j] else m][i,j|:= min(mli-1,j],1+mli,j-d[i]]) fi
od
od
r:= m|n,k|
end fun

La solucion asi obtenida tiene orden n % k ya que realiza un nimero constante de
comparaciones, sumas y asignaciones por cada celda de la matriz.

A continuacion presentaremos una version del algoritmo que devuelve un arreglo nr
que contiene en la posicion 0 el nimero total de monedas necesarias y en la posicion i,
para 1 <17 <n el nimero de monedas de denominacién d; necesarias.

Para calcular los valores del arreglo nr, es decir, para averiguar cuéles son las monedas
necesarias para pagar el importe k£ de manera 6ptima, este algoritmo rastrea el origen del
niimero que se encuentra en la celda [n,k| de la matriz. Si es igual al que se encuentra en
la celda [n-1,k| significa que no es necesario utilizar monedas de denominacion d,,. Para
saber cuéles son las monedas, entonces, corresponderia rastrear el origen del nimero que
se encuentra en la celda [n-1,k|. Si en cambio el contenido de la celda [n.k| es diferente
al namero que se encuentra en la celda [n-1,k|, es necesario usar al menos una moneda
de denominacién d, para pagar k de manera 6ptima. Para saber cuéles son las demés
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monedas continuamos rastreando el origen del niimero que se encuentra en la celda
[n,k-d[n]]. Se termina cuando nos toca rastrear una celda que tiene valor 0.

fun cambio(d:array[l..n| of nat, k: nat) ret nr: array|0..n| of nat
var m: array|0..n,0..k] of nat
r,s: nat
for i:= 0 to n do m|i,0]:= 0 od
for j:= 1 to k do m|0,j]:= oo od
for i:= 1 ton do
for j>= 1 to k do
if d[i] >j then mli,j|:= m[i-1,j|] else m[i,j|:= min(mli-1,j],1+mli,j-d[i]]) fi
od
od
for i:= 0 to n do nr[i|:= 0 od
nr[0]:= m[n K|
if m|n k| # oo then
r=n
s:=k
while m|r;s] > 0 do
if m|r,;s] = m[r-1,s] then r:= r-1
else nr[r]:= nrfr]+1
s:= s-d|r]
fi
od
fi
end fun

Problema de la mochila. Lo mismo ocurre con el problema de la mochila. La version
recursiva de la pagina 99:

0 ji=0
m(i, j) = 0 J>0A1=0
)= m(i—1,7) w; >j7>0ANi>0

max(m(i — 1,7),v; + m(i — 1,7 — w;)) j>w; >0Ai>0
se traduce a una version iterativa basada en una matriz:

fun mochila(v:array|l..n| of valor, w:array|l..n] of nat, W: nat) ret r: valor
var m: array|0..n,0..W]| of valor
for i:= 0 to n do m[i,0]:= 0 od
for j:= 1 to W do m|0,j]:= 0 od
for i:= 1 ton do
for j-= 1 to W do
if wli] >j then mli,j|:= m[i-1,j] else m|i,j|:= max(m[i-1,j],v[i]+ml[i-1,j-w[i]]) fi
od
od
r:= m[n,W]
end fun
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Si ademas queremos informar cudles son los objetos a seleccionar, rastreamos el origen
del contenido de la celda [n,W].

fun mochila(v:array|l..n] of valor, w:array|l..n| of nat, W: nat)
ret nr: array|l..n| of bool
var m: array|0..n,0..W]| of valor
r,s: nat

for i:= 0 to n do m[i,0]:= 0 od

for j:= 1 to W do m|0,j]:= 0 od

for i:= 1 ton do

for j:— 1 to W do
if wli] >j then m[ij]:= m[i-1,j] else mli,j]:= max(m[i-1,j],v[i]+ml[i-1,j-wl[i]]) fi

od
od
r:—n
ss= W

while m|r,;s] > 0 do
if m[r,s| = m|r-1,s] then nrlr|:= false
else nr[r|:= true
s:= s-w]r]

r:—r-1
od
end fun

Problema del camino de costo minimo: Algoritmo de Floyd. En la pagina 100
vimos las siguientes ecuaciones para solucionar el problema del camino de costo minimo
usando backtracking:

L] o
mk(l,j) B { ml’ﬂ<mk71(i7j>7mk71(i7 k) + mk*l(k’j)) k>0

Nuevamente podriamos representar m por una matriz De interpretarse recursiva-
mente, la segunda ecuaciéon representa un caso con 3 llamadas recursivas. Como vimos
en los ejemplos anteriores, se puede transformar en una version iterativa:

fun Floyd(L:array[l..n,1..n| of costo) ret r: array|l..n,1..n] of costo
var m: array|l..n,1..n,1..n] of costo
copiar L a m[0,**
for k:= 1 ton do
for i:= 1 ton do
for ;7= 1ton do
m[k717J]: mln(m[k'lalaJ]am[k_lalak]er[k'l?k;J])
od
od
od
copiar m[n,* *| a r
end fun
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Hemos utilizado un arreglo tridimensional m pensando en que m|k,i,j| es la repre-
sentacion de my(i, 7). Veremos a continuacién que es suficiente con un arreglo bidi-
mensional, es decir, una matriz.

Observemos primero que para cada k, podemos ver a m[k,**| como una matriz.
El algoritmo presentado calcula sucesivamente m[1,**|, m[2,**], ..., m|n,**|. Para
calcular mlk,i,j| lo @nico que necesita es el valor que habia en la misma celda de la
matriz anterior (m[k-1,i,j|) y los valores de la columna k y de la fila k de la matriz
anterior (m|k-1,i,k] y m[k-1,k,j|). Es decir, que para calcular m|k,i,j| necesitamos el
valor enterior en dicha celda y los valores anteriores en las columna y fila k. Justo esa
columna (y fila) no cambian en el paso k. En efecto, si i=k, m[k-1,k,j] = m[k-1,k,k|+m][k-
1,k,j| v, si j=k, también m[k-1,i,k] = m[k-1,i,k|+m[k-1,kk]. Entonces, como el calculo
de m|k,i,j| depende solamente de la propia celda m[k-1,i,j| y de valores de la columna
y fila k, que no cambian, resulta posible utilizar una sola matriz (de dimension 2) y
actualizar cada celda. Por ello, el algoritmo puede transformarse en uno que sélo utiliza
un arreglo bidimensional m:

fun Floyd(L:array|l..n,1..n| of costo) ret m: array[l..n,1..n| of costo
copiar L a m
for k:= 1 ton do
for i:= 1 ton do
for ;7= 1ton do
mfijf:= min(mlij],mfi k|- m{k ]
od
od
od
end fun

Si ademéas de obtener la informacion sobre el costo del camino se quieren recuperar
los caminos mismos, conviene agregar una matriz interm que registrard en la posicion
[i,j] un vértice intermedio del camino 6ptimo para ir de i a j:

fun Floyd(L:array|l..n,1..n| of costo) ret interm: array|l..n,1..n| of int
var m: array|l..n,1..n] of costo
inicializar interm con todas las celdas en 0
copiar L a m
for k:=1 ton do
for i:= 1 ton do
for ;= 1ton do
if mij] > mfi,kl - m{k.j] then mfijl:— mfi]+m[k.
interm|i,j|:= k
fi
od
od
od
end fun



