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Backtracking

Backtracking

Problema de la moneda

@ Sean0<i<ny0<j<k,

@ definimos cambio(i,j) = “menor nUmero de monedas
necesarias para pagar exactamente el monto j con
denominaciones dy, o, ..., d;”

)
0 /=0
PN IS j>0ANi=0
cambio(i,j) = cambio(i —1,j) d>j>0Ai>0

min(cambio(i — 1,j),1 + cambio(i,j — d))  j>d >0Ai>0

@ Es exponencial.
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Backtracking

Backtracking

Problema de la mochila

@ Sean0<i<ny0<j<W,
@ definimos mochila(i,j) = “mayor valor alcanzable sin

exceder la capacidad j con objetos 1,2,...,i.”
°
0 j=0
PR ) J>0Ai=0
mochila(l, = mochita(i—1, ) Wi>j>0Ai>0

max(mochila(i—1,j), vi + mochila(i—1,j—w;)) j>w;>0Ai>0

@ Es exponencial.
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Backtracking

Backtracking

Problema de los caminos de costo minimo entre cada par de vértices

@ Sean1<i,j<ny0<k<n,

@ definimos camino(k, i,j) = “menor costo posible para
caminos de i/ a j cuyos vértices intermedios se encuentran
en el conjunto {1,... k}”

o

o [ L]
camino(k,,]) = { min(camino(k — 1,1, j), camino(k — 1,1, k) + camino(k — 1,k )

@ Es exponencial (3").
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Programacion dinamica

@ Método para transformar una definicién recursiva en
iterativa

@ através de la confeccidon de una tabla de valores.
@ Objetivo: evitar la reiteracion de cémputos.

@ Ejemplo: definicién recursiva de la secuencia de
Fibonacci.
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Secuencia de Fibonacci

PP L n<-1
n— fnf‘] +fn72 I7>1

@ Esta funcion recursiva es exponencial.
@ Larazdn, el célculo de f, lleva a calcular

@ 2veces f,_o,
e 3veces f,_3,
@ 5veces f,_4,
e etc.
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Secuencia de Fibonacci

fib(7)

—
T
=
>é“.’

N\

fib(4) fib(3) fib(3) fib(2) fib(3) fib(2) fib(2) fib(1)

Pl T T P A,

fib(3) fib(2) fib(2) fib(1) fib(2) fib(1) fib(2) fib(1)
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

¢, Cémo podemos evitar tantos recalculos?

@ Llevando una tabla de valores calculados.

@ Comenzando desde los casos bases.
@ SeafunarreglodeOan.

f[0]:= 0

f[1]:= 1

f[2]:= f[1]+f[0]

f[3]:= f[2]+f[1]

etc
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Programacion dinamica Problema de la mochila

Fibonacci a través de una tabla

{PRE:n>1}
fun fib(n: nat) ret r: nat
var f: array[0..n] of nat
fl0]:==0
f[1]:=1
for i:= 2 to n do f[i]:= f[i-1] + f[i-2] od
r:=f[n]
end fun

iEste algoritmo es lineal!
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda
Backtracking

Vimos la definicién

0 j=0
cambio(i iy — 4 J>0Ni=0
i0001) =\ cambio(i — 1,)) d>j>0ni>0

min(cambio(i — 1,j),1 + cambio(i,j — d)))  j>d >0Ai>0

que puede ser exponencial debido a que tiene dos llamadas
recursivas en el ultimo caso.
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Confeccién de una tabla

@ Habiendo dos parametros, la tabla sera una matriz en vez de un vector
como en el caso de Fibonacci.

@ Los casos base corresponden al llenado de la primera columna y
primera fila de la matriz.

@ Como todas las llamadas recursivas se realizan decrementando el
“parametro i” o manteniendolo igual pero en ese caso decrementando

el “parametro j”, se propone el siguiente método de llenado de la
matriz:

o fila por fila, desde la primera a la Ultima, de modo de que el valor
correspondiente a cambio(i — 1, ) ya esté computado al calcular
el valor correspondiente a cambio(i, j)

@ dentro de cada fila, desde la primer columna hasta la ultima, de
modo de que el valor correspondiente a cambio(i,j — d;) ya esté
computado al calcular cambio(i, )

acion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Programacién dinamica

fun cambio(d:array[1..n] of nat, k: nat) ret r: nat
var cam: array[0..n,0..k] of nat
for i:= 0 to n do cam]i,0]:= 0 od
for j:= 1 to k do cam[0,j]:= © od
fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,]]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam(i,j-d[i]])
fi
od
od
r:= cam[n,K]
end fun

Programacion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

W =IO

for i:= 0 to n do cam[i,0]:= 0 od

Programacion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0[(1/2|3]4|5|6|7,8]9|10 111213 14 15 1§

0
0
0
0

W N =IO

for i:= 0 to n do cam[i,0]:= 0 od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3[4|5]|6 10 11 12 13 14 15 1§

N
o
©

0
0
0
0

W N =IO

for j:= 1 to k do cam|0,j]:= cc od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0123|456 |7[8]9|10 11112 13 14 15 16
0] 0| ocof oo| ool oo| 00| ool ool ool oo ool ool oo oo ool ool oo
1] 0| oo oo
2|0
310
i=1

fori:=1tondo
forj=1tokdo
if d[i] > j then cam([i,j]:= cam([i-1,]]
else cam(i,j]:= min(cam[i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0123|456 |7[8]9|10 11112 13 14 15 16
0] 0| oo oo| ool oo| oo| ool ool ool oo ool ool ool oo ool ool oo
1] 0| oo oo
2|0
310
i=1

fori:=1tondo
forj=1tokdo
if d[i] > j then camli,j]:= cam[i-1,j]
else cam(i,j]:= min(cam[i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od

Programacion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0123|456 |7[8]9|10 11112 13 14 15 16
0] 0| oof oo| ool oo| 00| ool ool ool ool ool ool oo oo ool ool oo
10| oo oo | 1
2|0
310
i=1

fori:=1tondo
forj=1tokdo
if d[i] > j then camli,j]:= cam[i-1,j]
else cam(i,j]:= min(cam[i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo ool ool oo| oo oo ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo oo ool 1| 0
210
3|0
i=1

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool ool oo oo ool 00| oo oo ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo oo ool 1| o0 oo
210
3|0
i=1

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool oo| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo oo ool 1| oo oof 0o
210
3|0
i=1

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo ool ool 00| oo oo ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ocof ool 1| 0| cof oof 2
210
3|0
i=1

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oof ool 3 | oo oo| oof 4
20| ©
3|0
i=2

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then camli,j]:= cam[i-1,]]
else cam(i,j]:= min(cam([i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oof ool 8 | oo oo| oof 4
20| ©
3|0
i=2

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oof ool 3 | oo oo| oof 4
210 oo 1
3|0
i=2

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1]o02|oc|2| 00 3|00 3|00 4| |4
3|0
i=2

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od

Programacion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1]o02|oc|2| 00 3|00 3|00 4| |4
3|10 |00 1] o0 1] 00 2
i=3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then camli,j]:= cam[i-1,]]
else cam(i,j]:= min(cam([i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1|00 2|occ|2| 00 3|00 3|00 4| |4
3|10 |00 1] 00100 2
i=3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1|00 2|oc|2| 00 3|00 3|00 4| |4
3|10 oo 1|00 1|00 2]1
i=3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1|00 2|occ|2| 00 3|00 3|00 4| |4
310|010 1]o021]2
i=3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0/1/2|3|4|5|6|7[8[9|1011 1213 14 15 16
0] 0| oo ool 0ol oo oo ool 00| oo ool ool oo| ool ool ool oo| oo
110 oo ool ool 1| oo o] oo 2 | oo oo| ool 3 | oo oo| oof 4
20| oo 1|00 1|00 2|oc|2| o0 3|00 3|00 4| |4
3|10 |ocf1]|of1]|o02|1]|2]2
i=3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+cam([i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0123|456 |7[8]9|10 11112 13 14 15 16
0] 0| oo oo oo co| co| ool oo| co| ool ool ool ool ool ool ool 0o
110 oo oof oof 1] oo oo oo 2 | oo oo oo 3 | oo oof oof 4
20| oo 1|00 1]o02|o0]2| o0 3|00 3|00 4| |4
30|01 |1 |x2(1]2]23]2[3]3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la moneda

Ejemplo con denominaciones di = 4,0, =2y ds =7

0123|456 |7[8]9|10 11112 13 14 15 16
0] 0| oo oo oo co| co| ool oo| co| ool ool ool ool ool ool ool 0o
110 oo oof oof 1] oo oo oo 2 | oo oo oo 3 | oo oof oof 4
20| oo 1|00 1]o02|o0]2| o0 3|00 3|00 4| |4
30|01 |1 |x2(1]2(2/3(2/33/2|3/3

fori:=1tondo
forj:=1tokdo
if d[i] > j then cam[i,j]:= cam[i-1,j]
else camli,j]:= min(cam[i-1,j],1+caml[i,j-d[i]])
fi
od
od
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Problema de la mochila
Backtracking

Vimos la definicién

0 j=0
. ]o j>0ni=0
mochila(i,j) = mochila(i — 1, ) wi>j>0Ai>0

max(mochila(i — 1,j), vi + mochila(i —1,j —w;)) j>w;>0Ai>0

que puede ser exponencial debido a que tiene dos llamadas
recursivas en el ultimo caso.

Programacion dinamica Algoritmos y Estructuras de Datos Il



Problema de la moneda
Programacion dinamica Problema de la mochila

Problema de la mochila

Confeccién de una tabla

@ Habiendo dos parametros, la tabla sera nuevamente una
matriz.

@ Los casos base corresponden al llenado de la primera
columna y primera fila de la matriz.

@ Como todas las llamadas recursivas se realizan
decrementando el “parametro /”, la Unica condicién
necesaria para el llenado de la tabla es proceder fila por
fila, no importa el orden de llenado dentro de cada fila.
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Problema de la mochila

Programacién dinamica

fun mochila(v:array[1..n] of valor, w:array[1..n] of nat, W: nat)
ret r: valor
var moch: array[0..n,0..W] of valor
for i:= 0 to n do moch]i,0]:= 0 od
for j:= 1 to W do mochl[0,j]:= 0 od
fori:=1tondo
forj:=1toWdo
if w[i] > j then moch(i,j]:= moch([i-1,j]
else mochli,j]:= max(moch[i-1,j],v[i]+moch[i-1,j-w[i]])
fi
od
od
r:= moch[n,W]
end fun
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Problema de la mochila

Ejemploconvalores vi =3, v, =2, s =3, vy =2, Wy =8, wb =5, W3 =7y wy =3

0[{1/2|3]4|5|6|7,8]9|10 111213 14 15 1§

AN 2O
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