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OBSERVACIONES PRELIMINARES

En las materias Introduccién a los Algoritmos y Algoritmos y Estructuras
de Datos I el énfasis estaba puesto en qué hace un programa. Se especificaba detalla-
damente las pre- y pos- condiciones que el programa debia satisfacer y se derivaba un
programa que satisfaciera dicha especificacion.

En Algoritmos y Estructuras de Datos II, sin descuidar las especificaciones
de pre- y pos- condiciones ni la formulacion de los invariantes de los ciclos, el énfasis
estard puesto en c6mo resuelve el programa el problema especificado. Desarrollaremos
instrumentos que nos permitan comparar diferentes programas que resuelven un mismo
problema.

Uno de los aspectos que es importante considerar al comparar algoritmos es el refe-
rido a los recursos que el programa necesita para ejecutarse: tiempo de procesamiento,
espacio de memoria, tiempo de utilizacién de un dispositivo. El estudio de la necesidad
de recursos de un programa o algoritmo se llama andlisis del algoritmo y lo que dicho
andlisis determina es la eficiencia del mismo.

Ejemplos motivadores. Considere las siguientes preguntas:

1. Un pintor demora 1 hora y media en pintar una pared de 3m de largo. ;Cuanto
demoraréd en pintar una de 5m de largo?

2. Un pintor demora 1 hora y media en pintar una pared cuadrada de 3m de lado.
. Cuanto demorara en pintar una de Hm de lado?

3. Silleva 5 horas inflar un globo aerostatico esférico de 4m de didmetro, ;cuanto
llevara inflar uno de 8m de didmetro?

4. Un bibliotecario demora 1 dia en ordenar alfabéticamente una biblioteca con
1000 expedientes. ;Cuanto demorara en ordenar una con 2000 expedientes?

La respuesta a las primeras 3 preguntas puede darse en forma precisa porque cono-
cemos la relacion entre el dato (longitud del lado o del didmetro) y la magnitud de la
tarea. Ademas, se asume que se conoce un método simple para pintar una pared o inflar
un globo. La respuesta a la cuarta pregunta, en cambio, no parece facil de responder. No
conocemos cuanto mas trabajo es ordenar 2000 expedientes que 1000. Existen numero-
sos métodos de ordenacién que usamos en la practica sin preguntarnos realmente cual
es el mejor. La respuesta a la pregunta depende del algoritmo de ordenacion que esté
utilizando el bibliotecario. Supongamos que esta utilizando el algoritmo de ordenacién
por seleccion (selection sort):
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proc ssort (a: array[l..n] of T) {pre:n>0ANa= A}
var i, minp: int
=1 {inv: a[l,i) estd ordenado N\ a es permutacion de A N}

{N los elementos de a[l,i) son menores o iguales a los de ali,n]}
do i < n — minp:= select(a,i)
swap(a,i,minp)
1= 1+1
od

end proc {pos : a estd ordenado y es permutacion de A}

En la primera ejecucion del ciclo, este algoritmo utiliza la funcién select para encon-
trar la posicion minp donde se encuentra el minimo de todo el arreglo y luego ubica el
minimo encontrado en la primera posicion del arreglo utilizando el procedimiento swap.
En la segunda ejecucion del ciclo, vuelve a utilizar la funciéon select para encontrar la
posicion del segundo minimo y luego ubica el segundo minimo en la segunda posicion
del arreglo. En general, una vez ubicado el i-1 ésimo minimo del arreglo en la posicion
i-1, el algoritmo utiliza select para encontrar la posicion del i-ésimo minimo del arre-
glo y luego el procedimiento swap para colocarlo en la posiciéon i. Toda modificacion
del arreglo se realiza a través de swap que, como vemos a continuaciéon, produce una
permutacion del arreglo dado. Esto garantiza que ningin valor de a se pierde ni duplica.

proc swap (a: array|l..n| of T, i,j: int) {pre:a=AN1<1i,j <n}
var tmp: T
tmp:= ali
ali]:= alj]
aljl:= tmp
end proc {pos : a[i] = A[j] N alj] = A[i] AVEk.k & {i,7} = alk] = Alk]}

A continuacion, detallamos el algoritmo utilizado para encontrar la posicién del
i-ésimo minimo. Dado que el algoritmo ssort va ubicando los primeros i-1 minimos
en los primeros i-1 lugares del arreglo, para encontrar el i-ésimo minimo de a basta con
buscar el minimo de a[i,n|.

fun select (a: array|l..n] of T, i: int) ret minp: int {pre:0 <i<n}
var j: int
minp:= i
ji=1+1 {inv: a[minp] es el minimo de ali, )}
do j < n — if a|j| < a|minp| then minp:= j fi
j=j+1
od
end fun {pos : alminp| es el minimo de ali,n]}

JPor qué la funcion select no devuelve el minimo sino su posicion?
. Por qué dice i < n en vez de i < n en la condicién del do del procedimiento ssort?

El comando for. En el algoritmo presentado los 2 ciclos do se utilizan para reco-
rrer un arreglo desde una posicion predeterminada hasta otra también predeterminada.
Ademas, el indice utilizado para recorrer el arreglo (i en un caso y j en el otro) solo son
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modificados al final del cuerpo de cada ciclo, cuando se los incrementa. En estas situa-
ciones, utilizaremos una notaciéon més compacta. En primer lugar, omitiremos declarar
el indice. Ademas, en vez de escribir
k:=a
dok<b-—c
k:=k+1
od
escribiremos
for k:=atob docod

Para que esta notacion tenga sentido es fundamental que k no sea modificado en el
cuerpo c del ciclo. Observar que esta notacion hace méas evidente que c¢ se ejecuta una
vez para cada valor de k desde a hasta b.

Utilizando ciclos for el procedimiento ssort puede escribirse

proc ssort (a: array|l..n| of T) {pre:n>0Na= A}
var minp: int
for i:= 1 to n-1 do {inv: a[l,1) estd ordenado A\ a es permutacion de A N}

{N los elementos de a[l,i) son menores o iguales a los de ali,n]}
minp:= select(a,i)
swap(a,i,minp)

od
end proc {pos : a estd ordenado y es permutacion de A}
Asimismo, la funcién select se puede escribir
fun select (a: array|l..n| of T, i: int) ret minp: int {pre: 0 <i<n}
minp:= i
for j:=i+1 to n do {inv: a[minp] es el minimo de ali, )}
if a[j| < a|minp| then minp:=j fi
od
end fun {pos : alminp| es el minimo de ali,n]}

Ntmero de operaciones de un comando. Frecuentemente vamos a querer contar o
estimar el ntimero de operaciones que se realizan al ejecutarse un comando determinado.
Como no todas las operaciones son igualmente significativas para la performance de un
programa dado frecuentemente se cuentan sélo operaciones de un cierto tipo. La cuenta
que se realice dependera de las operaciones que se pretenden contar y del comando que
se estd analizando. A continuacion, una descripcion intuitiva de como se cuentan las
operaciones que se realizan durante la ejecucion de un comando dado.

Si queremos contar el niimero de operaciones que se realizan al ejecutarse la secuencia
de comandos c1;c2;. .. ;cn, sumamos las operaciones que se realizan durante la ejecucion
de cada comando de la secuencia:

ops(cl;c2;.. . ;cn) = ops(cl) 4+ ops(c2) + ... + ops(cn)

En particular, como skip representa una secuencia vacia de comandos, ops(skip) = 0.
El ciclo for k:= a to b do ¢(k) od puede verse intuitivamente como una abreviatura de
la secuencia de comandos c(a);c(a+1);...;¢(b). Por ello, si queremos contar el niimero de
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operaciones de un ciclo for, sumamos las operaciones que se realizan en cada ejecuciéon
del cuerpo del mismo. Podemos utilizar por ejemplo la férmula:

b
ops(for k:= a to b do c(k) od) = Z ops(c(k))
k=a

Esta formula no tiene en cuenta las operaciones necesarias para modificar k ni para
compararlo con b. Ejercicio: Proponer una férmula que si las tenga en cuenta. La
formula a aplicar en un caso concreto dependerd de qué operaciones uno desea contar.

Si queremos contar el ntimero de operaciones que se realizan al ejecutarse el comando
condicional if b then c else d fi, debemos considerar dos casos: b verdadero 6 b falso:

ops(b)-+ops(c) b verdadero
ops(b)+ops(d) b falso

Si queremos contar el nimero de operaciones que se realizan al ejecutarse la asignacién
x:= e, tenemos 2 féormulas dependiendo de si queremos o no contar la asignaciéon en si
como una operacion. En el primer caso tenemos ops(x:=e) = ops(e)+1 mientras que en
el segundo tenemos simplemente ops(x:=e) = ops(e).

En los casos del comando condicional y de la asignacion, ops(b) y ops(e) representan
los nimeros de operaciones necesarios para evaluar las expresiones b y e.

Para contar el nimero de operaciones que se realizan al ejecutarse un ciclo do es
necesario contar el ntimero de veces que se ejecutard el cuerpo del ciclo. Una vez de-
terminado este niimero, se suman las operaciones que se realizan en cada ejecucion del
cuerpo y en cada evaluacion de la condiciéon o guarda.

ops(if b then c else d fi) = {

Niumero de comparaciones de la ordenacién por seleccion. A modo de ejem-
plo, contemos el nimero de comparaciones entre elementos del arreglo a en el
algoritmo de ordenaciéon por seleccion. Observemos que so6lo se realizan comparaciones
entre elementos de a durante la ejecucion de la funcion select. Para cada valor de i
entre 1 y n esta funcion se ejecuta una vez. Cuando i=1, ésta realiza para cada j desde
2 hasta n la comparacion alj| < a|minp|, totalizando n-1 comparaciones. Cuando i=2,
las comparaciones que realiza la funcion select son n-2, y asi sucesivamente. Esto da
(n-1) + (n-2) + ... + 1= m = 1 8 comparaciones.

Utilizando las formulas propuestas anteriormente, enseguida llegamos al mismo re-
sultado:

_ y-l

ops(ssort(a)) = > ;—7 ops(select(a,i))

= >0i01 2-ie 1 ops(alj] < a[minp])
DD D) SR
= 2 ()

_ yb-ly
= 241!
n*(n-1)
n2 ? n

2 2
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Estas expresiones indican que el nimero de comparaciones de la ordenaciéon por selec-
cién es del orden de n?, terminologia que haremos mas precisa pronto. Intuitivamente,
el nimero de comparaciones de la ordenacion por selecciéon es proporcional a n?.

Niamero de intercambios (swaps) de la ordenacién por seleccion. Observemos
que so6lo se realizan swaps durante la ejecucion del procedimiento ssort y no durante
la de la funcion select. Por cada valor de i se hace exactamente un intercambio (swap)
entre afi] y aminp]| al final del cuerpo del for de ssort. Como i toma n-1 valores, son
n-1 intercambios.

Utilizando las férmulas se obtiene lo mismo

ops(ssort(a)) = Z{l;l ops(swap(a,i,minp))
n_
=2i-11
=n-1
Es decir que el nimero de intercambios (swaps) de la ordenacion por seleccion es del
orden de n. Intuitivamente, el nimero de intercambios de la ordenacién por selecciéon
es proporcional a n.

Contestando la pregunta 4. Asumiendo que el bibliotecario utiliza el método de
ordenaciéon por seleccion, hace del orden de n? comparaciones. Le llevé un dia hacer
1.000.000 de ellas, por lo que le llevara aproximadamente 4 dias hacer 4.000.000 de
ellas.

Existen sin embargo algoritmos de ordenacion mejores que le permitirian ordenar
2000 expedientes en poco mas del doble del tiempo que le lleva ordenar 1000.

Otro ejemplo: ordenaciéon por insercién. No siempre es posible calcular el nimero
exacto de operaciones, dado que puede depender de cada input. El siguiente algoritmo
de ordenacion por inserciéon es un ejemplo de ello:

proc isort (a: array|l..n| of T) {pre:n>0ANa= A}
for i:=1 to n-1 do {inv: a[1,7) estd ordenado A\ a es permutacion de A}
insert(a,i)
od
end proc {pos : a estd ordenado y es permutacion de A}

Para escribir el invariante del procedimiento insert denotamos por a[li i| la secuencia
de celdas de a desde la posicion 1 hasta la i salteando la j-ésima.

proc insert (a: array|l..n| of T, i: int) ret {pre:0<i<nAa=A}
j=1 {inv: a[194] y alj,i] estdn ordenados A a es permutacion de A}
do j > 1 Aalj] < alj — 1] — swap(a,j-1,j) od

end proc {pos : a[l,i] estd ordenado A a es permutacion de A}

Nuamero de comparaciones de la ordenacién por inserciéon. Contamos compa-
raciones de la forma a[j] < a[j — 1], que solo se realizan en el procedimiento insert.
Intuitivamente, cuando i=1, no se realiza ninguna, cuando i=2 se realiza 1, cuando i=3
se realizan al menos 1 y a lo sumo 2, ..., cuando i=n se realizan al menos 1 y a lo sumo
n-1. No podemos obtener el niimero exacto de comparaciones ya que éste depende del
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input. Pero podemos afirmar que en el mejor caso seran 0 + 1 + 1 + ...+ 1 = n-1
comparaciones (es decir, del orden de n comparaciones) y en el peor caso, 0 + 1 + 2
+ ...+ (n1) = %2 — & comparaciones (es decir, del orden de n? comparaciones).

Obtener el nimero de comparaciones en el peor caso es importante pues establece
una cota, una garantia sobre el comportamiento del algoritmo.

Obtener el niimero de comparaciones en el mejor caso no tiene la misma importancia,
s6lo establece una posibilidad sobre el comportamiento del algoritmo.

Si es importante establecer el ntimero de comparaciones en el caso promedio o caso
medio ya que éste determina el comportamiento del algoritmo en la practica. Para
calcularlo se necesitan conocimientos de probabilidades. El nimero de comparaciones
de la ordenacion por insercién en el caso promedio es del orden de n?.

ANALISIS DE ALGORITMOS

El ejemplo ilustra varios aspectos del anélisis del comportamiento de un algoritmo:

casos: no siempre es posible contar exactamente. Se distingue entre mejor caso,
peor caso y caso promedio. El estudio del peor caso permite establecer una cota
superior, una garantia de comportamiento. El caso medio revela el comporta-
miento en la practica, pero es mas dificil de establecer.
operacién elemental: se cuenta el nimero de operaciones elementales. Esta de-
be:
= ser de duracién constante, su duraciéon no debe depender de n,
= ser representativa del comportamiento, toda otra operacién debe repetir-
se a lo sumo en forma proporcional a la operacion elemental elegida. En
la ordenacion por seleccion, el intercambio (swap) no era una operacion
representativa.
aproximacioén: se ignoran constantes multiplicativas y los términos que resultan
despreciables cuando n crece. Esto puede justificarse de varias maneras:
= la duraciéon de la operaciéon elemental depende del hardware, mejor hard-
ware modificaria esas constantes.
= uno cuenta operaciones, pero no hace precisa la unidad de tiempo, no se sabe
si cuenta segundos, dias, microsegundos, anos, etc. No estando determinada
la unidad, las constantes pierden sentido.
= uno puede querer comparar 2 algoritmos cuyos anélisis fueron hechos eli-
giendo operaciones elementales distintas en uno y en otro, sin saber a priori
si dichas operaciones elementales tienen igual o diferente duracion.
Pero hay que tener presente que se esta haciendo una aproximacion. Las constan-
tes y términos que acabamos de llamar “despreciables” pueden ser significativos
para valores suficientemente bajos de n.

LA NoTAcCION O

Sean ¢(n) el nimero de comparaciones de la ordenacioén por seleccion para arreglos

de tamano n, s(n) el ntimero de swaps del mismo algoritmo para arreglos del mismo

n2

tamano. Por lo visto anteriormente, ¢(n) = % — 5 y s(n) = n — 1. Observemos el

crecimiento de estas funciones cuando n se duplica o triplica:
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n 1.000 2.000 3.000
c(n) =" — 2| 499.500 | 1.999.000 | 4.498.500

n? 1.000.000 | 4.000.000 | 9.000.000
sn)=n—1 999 1.999 2.999

.Cuénto crece c¢(n) cuando n se duplica o triplica? Puede observarse que los valores
de c(n) se cuadruplican o nonuplican. Lo mismo ocurre con n?. Podemos decir que “a
la larga, c(n) crece al mismo ritmo que n?” o que “a la larga, c(n) es proporcional a n?”
0, como dijimos antes, que “c(n) es del orden de n?”. De la misma manera, decimos que
“a la larga, s(n) crece al mismo ritmo que n” o que “a la larga, s(n) es proporcional a
n” o que “s(n) es del orden de n”.

Cuando lo que uno quiere expresar es el ritmo de crecimiento de una funcion t(n)
resulta conveniente utilizar funciones que tengan el mismo ritmo de crecimiento que
t(n) pero cuya expresion sea mas simple. En el ejemplo anterior, si lo que se intenta
comunicar es el ritmo de crecimiento, conviene decir que el nimero de comparaciones
es proporcional a n? que decir que es exactamente igual a % — 5. La primera expresion,
més simple, me dice con la mayor sencillez posible que cuando n se duplica el niimero
de comparaciones de la ordenacién por seleccién se cuadruplica.

Pronto desarrollaremos una notacién para expresar justamente que una cierta funcion
crece a la larga al mismo ritmo que otra funcion. Antes de eso es conveniente introducir
una notaciéon para un concepto mas sencillo de definir: “a la larga, t(n) crece a lo sumo
al ritmo de f(n)”, que denotaremos t(n) € O(f(n)):

Definicion: Dada f : N — R29 se define el conjunto

O(f(n)) ={t: N —=R=°3c € R".V*°n € N.t(n) < cf(n)}

de todas las funciones que a la larga crecen a lo sumo al ritmo de f(n).

La notacion V*°n € N.P(n) expresa que P se cumple para casi todo n € N, es decir,
se cumple salvo a lo sumo en una cantidad finita de ntimeros naturales. Otra forma
de expresar lo mismo es escribiendo Iny € N.Vn € N.n > ng = P(n). Preferimos la
notaciéon utilizada en la definicién por ser méas compacta y evitar mencionar ny.

Otra observacién es que solo importa el comportamiento de las funciones para n
suficientemente grande, por lo que uno podria debilitar la condicién ¢, f : N — R2°,
requiriendo solo que V*n € N. t(n), f(n) € R, es decir, permitiendo que t(n) y f(n)
devuelvan valores negativos para una cantidad finita de n’s. Este es el caso de la funcién
log, n mas abajo.

Sit(n) € O(f(n)) decimos que t(n) es (a lo sumo) del orden de f(n).

En particular, para el caso de la ordenacion por seleccion, el nimero de comparaciones
t(n) == — 2 es del orden de n?, dado que t(n) < n? para todo n € N.

Otro ejemplo interesante lo proporciona la funcion t(n) = 5n%+300n+15. A pesar de
las constantes 5, 300 y 15, se puede comprobar facilmente que ¢(n) es del orden de n?.

También podemos comprobar que la definicion de O determina que las constantes
multiplicativas sean ignoradas. Esta propiedad es esperada ya que si d; y ds son no
nulas, dit(n) y daf(n) son proporcionales a t(n) y f(n) respectivamente:

Proposicion: Si t(n) € O(f(n)), entonces dit(n) € O(dyf(n)) para todo dy,dy € RT.
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Demostracion: Sea ¢ € R tal que t(n) < c¢f(n) se cumple para casi todo n € N.
Entonces, dit(n) < dicf(n) = (dlc)dgf( ).

Proposicién: La relacion “es a lo sumo del orden de” entre funciones de N en R=°
reflexiva y transitiva.

Demostracion: Reflexividad: como Vn € N f(n) < f(n) trivialmente, tomando ¢ = 1
tenemos f(n) € O(f(n)).

Transitividad: Sean ¢y, co € RT tales que V°n € N, f(n) < c1g(n) y V*°n € N, g(n) <
coh(n). Los naturales que satisfacen ambas desigualdades siguen siendo todos salvo a
lo sumo un nimero finito. Por lo tanto, V>°n € N, f(n) < c¢1g(n) < (c1c2)h(n).

Corolario: g(n) € O(h(n)) sii O(g(n)) € O(h(n)).

Demostracion: El “s6lo si” se cumple por transitividad, y el “si” por reflexividad.

Corolario: f(n) € O(g(n)) A g(n) € O(f(n)) sii O(f(n)) = O(g(n)).

Observar que esto no significa que la relacion “es a lo sumo del orden de” sea antisi-
métrica, de hecho no lo es. Antisimetria deberia establecer que f = g.

Corolario: Para todo a,b € R tales que a,b # 1, O(log, n) = O(log, n).

Demostracion: Para todo n € Nt log, n = log, b log, n. Luego, log, b es la constante
que prueba que log, n € O(log, n). Similarmente se prueba que log, n € O(log, n).

Esto demuestra que en este contexto la base del logaritmo es irrelevante y puede
ignorarse.

REGLA DEL LIMITE

La siguiente regla es util para demostrar cuando una funcién es de un cierto orden, y
cuando no lo es.
f(n)

Proposicion (Regla de Limite): Vf, g € N — R=2% si lim,, o S existe los siguientes

enunciados se cumplen:

1. lim S eR" = O(f(n)) = O(g(n)).
=4
n
2. lim —= =0=0O(f(n)) C O(g(n)).
lim 28 (£(m) € Og(m)
3. lim % =400 = O(g(n)) C O(f(n)).
Observar que en los dos tltimos casos, la inclusion es estricta.
Demostracion:
1. Alcanza con comprobar que O(f( )) € O(g(n)), dado que si lim,,_, f(n) le
RT entonces lim,, % 7 € R*. Veamos entonces que f(n) € O(g(n)). Sea

d € R*, se tiene que V“nEN%—l<5 luego f(n) < (6 + 1)g(n).

2. El razonamiento anterior funciona incluso si [ = 0. Tenemos pues O(f(n)) C
O(g(n)). Veamos que esta inclusion es estricta verificando que g(n) € O(f(n)).
Sig(n) € O(f(n)), entonces para una constante ¢ € R* V*°n € N, g(n) < cf(n).

Entonces tendriamos £ é”g > l con lo cual lim,,_, f(( )) no podria ser menor que

¢~ Luego O(f(n)) € O(g(n ))

3. Como lim,, ., {™ —
g(n)

+oo implica que lim,,_ % = 0, vale por (2).
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Corolario:

1. z<y= 0O(n*) C OnY),

r € RT = O(logn) C O(n®),

r € RS0 = O(n*) C O(logn),

c>1= 0(n"*) C O(").

0<c<1=0(c") C On").

c>d>0= 0(d") C O(c").
7. d>0=0(d") C O(n!).

Los incisos 3 y 5 son de poco interés ya que no es esperable tener programas cuyo
nimero de comparaciones decrece a medida que n crece. Se enuncian para proporcionar
una vision un poco mas completa de la jerarquia de funciones determinada por la
notacion O.

Demostracién:

O Ot L

’ 1
1. llmn*)oo ny == hmnﬂoo y x = 0

2. Como lim, ., logn = +oo = lim,,_,,, n", por la Regla de L’Hopital tenemos

’ logn _ ¢ n _ 14 1
iy, oo =5 = limy, oo =87 = limy o o = 0.
z ! / 1 ,
3. limy, oo =5 = 1My, o0 =27 = lim,, o0 logn = +00. Luego, O(n°) C O(logn).

Para todo x € R™, O(n®) C O(n°) C O(logn).

4. Demostraremos por induccién que para todo k € N, lim,, ’C‘—: =0. Parak =0
la prueba es trivial. Asumimos como hipoétesis inductiva que lim,, Z—k = 0. Por
la Regla de L’Hopital, 1im,, o %o = lim,, o &% = KL Jiy 20— 0. Por
lo tanto, para todo k € N, O(n*) C O(c"). Sea z € R. Sea k € N tal que = < k.
Se obtiene O(n*) C O(n*) C O(c").

5. Similar al anterior, demostrando que para todo k£ € N, lim,,_,,

Sigue de lim,,_ ;—Z = lim,, .o (5)" = 400, que vale pues § > 1.
7. Sea ¢ > d. Para todo n > 2¢® se puede ver que n! > n(n —1)...(n — |%]) >

(2] 121> 2051 > on Por o tanto, ¢ € O(n!) que implica O(c") C O(nl). Por
el inciso anterior, tenemos O(d™) C O(n!).
Proposicion: g(n) € O(f(n)) = O(f(n) + g(n)) = O(f(n)).
Demostracion: Para ¢ € RT,V>*°n € N.g(n) < ¢f(n). Luego, f(n)+g(n) < (1+c¢)f(n).
Corolario: O(agn® + ... 4+ ayn + ag) = O(nk), si a5, # 0.
Demostracion: Usando la proposicion anterior y que lim,,
Proposicion: O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n), g(n))).
Demostracion: Facil pues f(n)+g(n) < 2méx(f(n), g(n)) y méx(f(n),g(n)) < f(n)+

g(n).

Proposicion: Si V*°n € N.f(n) > 0, entonces O(g(n)) C O(h(n)) sii O(f(n)g(n)) C

O(f(n)h(n)).

Demostracion: Facil pues V°n € N, se verifica g(n) < ch(n) sii f(n)g(n) < cf(n)h(n).
Definicion: Si O(t(n)) = O(1), t se dice constante. Si O(t(n)) = O(logn), t se dice
logaritmico. Si O(t(n)) = O(n), t se dice lineal. Si O(t(n)) = O(n?), t se dice cua-

dratica. Si O(t(n)) = O(n?), t se dice ctibica. Si O(t(n)) = O(n¥) para algtn k € N,

t se dice polinomial. Si O(t(n)) = O(c"), para algin ¢ > 1, ¢ se dice exponencial. Si

k
n

o

ap_1nF 1. 4aintag =0
apnk :
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t(n) expresa la eficiencia de un algoritmo, éste se dice, respectivamente, constante, loga-
ritimico, lineal, cuadratico, cibico, polinomial, exponencial. Si ¢(n) expresa la eficiencia
del algoritmo mas eficiente posible para resolver un determinado problema, también se
habla de problema constante, logaritmico, lineal, cuadratico, polinomial, exponencial.

Notacién Complementaria. La notacion O esta destinada especialmente a estable-
cer cotas superiores a la eficiencia de un programa, es decir, para afirmar que una cierta
funcion a la larga crece a lo sumo al ritmo de otra. También suele ser util establecer
cotas inferiores, para expresar que una cierta funcién a la larga crece por lo menos
al ritmo de otra. Y como anunciamos en la pagina 7, también pretendemos definir una
notacion que exprese que una cierta funcion a la larga crece al mismo ritmo que otra,
es decir, que una cierta cota es ajustada.

Definicién: Dada f : N — R=9 se define el conjunto

Q(f(n)) ={t: N — R2°3d € R".Y>*n € N.t(n) > df (n)}.

Asi, t(n) € Q(f(n)) dice que a la larga t(n) crece como minimo al ritmo de f(n). Se
puede comprobar inmediatamente que g(n) € Q(f(n)) sii f(n) € O(g(n)).

Definicion: Dada f : N — R2%, se define el conjunto, O(f(n)) = O(f(n)) N Q(f(n)).

Asi, t(n) € ©(f(n)) dice que a la larga t(n) crece al mismo ritmo que f(n).

Proposicion:

L. f(n) € Q(g(n)) sii g(n) € O(f(n)) sii O(g(n))
2. f(n) € ©(g(n)) sii g(n) € O(f(n)) sit O(f(n))

1N

O(f(n)) sii Q(f(n)) € Q(g(n))
O(g(n)) sii Q(f(n)) = 2



