AYED Il — PRACTICA 1

Preliminares y verificacion de programas

EJERCICIOL1.1. Seaf, la sucesion de Fibonacci, definida mediafife= 0, f1 =1y f, = fn_1 + fn_o2,
paran > 2. Dé los valores de las siguientes expresiones:

0
a.k;fk b. Y f . Y fi d. > f}

0<k2<5 0<k2<5 0<k2<5
EJERCICIOL.2. Considerelasuma ) a;j;. Desplieguela sumando:
1<i<j<k<4
a) Primero erk, luego ery y luego eni.
b) Primero en, luego enj y luego enk.

EJErcIcIOl1.3. Refute o valide cada una de las siguientes igualdades:

(Zak> Zl/aj = ZZak/aj = ZZak/ak = Zn:nQ.
k=1 k=1

j=1 k=1 j=1 k=1 k=1

EJERCICIO1.4. Seas, la suma de los primeros términos de la serie aritmétieaa + b,a + 20, ... .
Expreses,, utilizando el simbold y luego pruebe que, es exactamenten + n(n — 1)b/2.

EJERCICIO1.5. Seas,, la suma de los primeras términos de la serie geométrieaar, ar?, ... . Pruebe
gue sir # 1 entonces, es exactament%q:—:).

. ., n .9 n(n+1)(2n+1)
EJERCICIOL.6. Probar porinduccién quE i° = .

1=1

EJERCICIOL.7. Pruebe que_ () = 2.
k=0

n
EJercicio 1.8. Pruebe quey_ k(}) = n2"'. (Ayuda: Derive ambos miembros dé + z)" =
k=1

Do (7)z").
EJERCICIOL.9. Considere rectas no paralelas dos a dos y sin puntos de interseccién mdltiples,, 8éa
numero de regiones en las que queda dividido el plano. Pruebk,guel + n(n + 1)/2.

EJERCICIO 1.10. Considere los siguientes programas. Para cada uno de elldsa édsomalmente la
postcondicién y una adecuada precondicion, y luego establezca uiaittgaque permita verificar el ciclo.
(1) whilexz #£y
if x>y thenz =2 —y
ifx <y theny:=y—=z
2 q,r:=0,z
whiler >y dog,r:=q+1,7r—y
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EJERcICIO 1.11. Un polinomioay + a1t + --- + ay_1t ! se puede representar con el arreglo
[ag,a1,...,an—1]. Hacer lo mismo que en Ejercicio 1.10 para los siguientes programas quare\dg(dos
maneras distintas, un polinomio en
(1) wvari:int
i,7:=0,0
whilei # N dor,i:=re+ X[N —i—1],i+1
(2) wvard,y:int
1,7,y :=0,0,1
while i # N dor,i,y :=r+ X[i]y,i + 1, yx

EJERCICIOL.12. Verifique la correccion de los siguientes algoritmos recursivpscéikando previamente
la precondicion y la postcondicion.
(1) wvar X :array[0..n) of int
func suma(X : array, n : nat) dev: int
if n=0 thens:=0
if n >0 then
s:=suma(X,n —1)
s=s5+X[n—1]
return s
(2) func dividir(a,b : nat) dev: nat, nat
if a<b theng,r:=0,a
if @ > b then
q,r := dividir(a — b, b)
qg:=q+1
return q,r
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Analisis de algoritmos

EJErcCICIO2.1. Hallar de manera exacta y lo mas simple posible el tiempo de ejecucion deliestsg
programas (por supuesto, las sumatorias deben ser eliminadas).
t:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n? do
for k:=11ton® dot:=t+1
t:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1to ¢ do
for k:=j ton dot:=t+1

EJERCICIO2.2. Determinar cuales de las siguientes afirmaciones son validas. Justificar

a) O(f +g) = O(maz(f, 9)).

b) Sis€ O(f)yr € O(g) entonces +r € O(f + g).
c) Sis€ O(f)yr € O(g) entonces —r € O(f — g).
d) 2"+t € O(2n).

e) (m+ 1) e O(m!).

EJercic102.3. Ordenar intercalando “=" a” los O de las siguientes funciones, dorile: ¢ < 1:

n®,  onlog(n), 't (L4e)",  n’flog(n),  (n®—n+1)"

EJERCICI02.4. Pruebe o refute las relaciones O(g), f € Q(g) y f € ©(g) para los siguientes pares:
a) 100n + log(n), n + (log(n))>.

b) n?/log(n), n(log(n))?.
c) n2", 3™

EJERCICIO 2.5. Pruebe quéog(n!) € ©O(nlog(n)). (Ayuda: use la formula de Stirlingp! =
V2mn (n/e)™)
EJERCICIO2.6. Dé soluciones exactas para las siguientes recurrencias:

(1) t(n) =t(n — 1) +n/2, t(1) = 1.
(2) t(n) =8t(n—1) — 15t(n — 2), t(1) =1, t(2) = 4.
(3) t(n) =3t(n —2) —2t(n—3), t(1) =0, t(2) =0
(4) t(n) =8t(n —1) — 15t(n — ) t(1) =1,t(2) = 4.

EJERcCICIO2.7. Demuestre que:
1) 3" e O, ) Zz’“log( ) € O(n*Hog(n)).
=1

3
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EJERcCICIO02.8. Determine cuales de las siguientes funciones son uniformes:

n, nlog(n), n*, plog(n) 2", n!.

EJERCICI02.9. Sea(n) = 2t(|n/2]) + 2nlog(n), t(1) = 4. Pruebe qué(n) € O(nlog?(n)).

EJERCICIO2.10. Para cada uno de los siguientes algoritmos escriba una ecuacidiveeasintotica para
T'(n). Dé el orden exacto d€ expreséandolo de la forma mas simple posible.
proc DC(n : nat)
if n <1 then skip
if n > 1 then
for i:=1 to 8 do DC(n div 2)
for i:=1 to n? dodummy :=0
proc waste(n : nat)
for i:=1 to n do
for j:=1 to i dowritei,j,n
if n <0 then skip
if n>0for i:=1 to 4 dowaste(n div 2)

EJERCICIO 2.11. Ordenar segufi los O de las siguientes funciones. No calcular limites, utilizar las
propiedades algebraicas.

(1) nlog2™

(2) 2" logn

(3) nllogn

4) 2"

EJERCICIO2.12. Resolver la siguiente recurrencia

) n=1
th = n—1
3tp_1— 2 n>1

EJERCICIO2.13. Resolver la siguiente recurrencia
0 n=0vn=1
t, = 1 n=2
3tn_1 —4t,_3 c.c.
EJERCICIO2.14. Calcular el orden del tiempo de ejecucidn del siguiente algoritmo
proc p(n : nat)
for j:=1to6do
if n <1 then skip
if n > 2then
for i :==1to 3 do p(n div 4)
for i := 1 to n* do write i
¢, Qué operacidn u operaciones esta considerando como elementaiéisarJus

EJERCICIO2.15. Calcular el orden exacto del tiempo de ejecucién de cada uno dguientes algoritmos:
1) t:=0;
for i:=1 to n do
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for j:=1 to i do
for k:=j to j+3 dot:=t+1
(2) proc p(n : nat)
if n > 2 then
for i :=1to 16 do p(ndiv4)
for i := 1 to n do write ¢
for i :=1ton do
for j := 1 to n do write j

EJERCICIO2.16. Ordenar las siguientes funciones segdmcluido estrictd e = de sus ’s.
(1) n* +2logn
(2) log(n™")
(3) 24logn
(4) 4"
(5) nlogn
Justificar sin utilizar la regla del limite.

EJERCICIO2.17. Sea el procedimiento dado por
proc p(n : nat)
if n <1 then skip
if n > 2then
for i :==1to C do p(n div D)
for i := 1 to n* do write i
Determine posibles valores de la constatitge D de manera que el procedimientéenga orden
(1) ©(n*logn)
(2) ©(n*)
(3) ©(n%)
En los casos en que
@ D=2
(b) C =64

EJERCICIO2.18. Dar algoritmos cuyos tiempos de ejecucion tengan los siguientes girdene
(1) n® +2logn
(2) n?logn
(3) 3"

No utilizar potencia, logaritmo ni multiplicacién en los programas.

EJErRCICI02.19. Dar el orden exacto de Justificar.
func f(i, k : int) dev: int
{pre: i < k}

if i < k then
ji=(i+k)div2
m = max(f(i, /), f(j + L, k))

elsem := afi

return m
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EJERCICIO2.20. Resolver de manera exacta la siguiente recurrencia
2t(n) =t(n —1)+tn—2)+12n—-16  ¢(0) =1, t(1) = 1.

EJERCICIO2.21. Calcular el orden exacto del tiempo de ejecucién del siguiente algoritmo:

p:=1
whilep <ndop:=p=*3

EJERCICIO2.22. Una secuencia, ..., z,, Se dice que tienerden ciclicosi existe unr; tal que la secuencia
Xiy Tit1, - Tn,y X1, ..., Ti—1 €S €Strictamente creciente. Supongamos que se recibe una secuepcitenon
ciclico almacenada en un arregtodefinido en1, n]. Utilice una idea similar a la de busqueda binaria para
disefar e implementar un algoritmo que encuentre el menor elemento de lacse@metiempad(log n).
Analice en forma detallada la complejidad.

2.1. Ejercicios adicionales

EJERCICI02.23. Dado un arreglo de enterdsl, n] se pide “ordenar’A sin modificarlo. Para ello, el
algoritmo debera crear un arredlfl, n], inicializarlo con los valoreg = [1,...,n] y realizar las modifi-
caciones necesarias érpara que al finalizar se tengHI[1]] < A[I[2]] < ... < A[I[n]]. El algoritmo

debera devolver el arreglo Calcular la complejidad.

EJERCICI02.24. Unacimadel|0, N) es un enter@ en el intervald0, N — 1] que satisface qua|[0, k] es
estrictamente creciente 4[k, N') es estrictamente decreciente. Dar un algoritmo lo méas eficiente posible
gue, asumiendo que la cima existe, la encuentra.

EJERCICIO2.25. Resuelva la siguiente recursion:

EJERCICIO2.26. Pruebe que el tiempo de ejecucion de las siguientes versionegqdediibinaria es en
ambos caso®(log(n)).
func bs1(X : array, x :int, 4,5 : nat) dev: nat
if i =4 thenk :=1
if i <j then
var m : nat
m = [(i +4)/2]
if < X[m] thenk :=bs(X,z,i,m — 1)
if = X[m] thenk := bs(X,z,m,m)
if > X[m] thenk :=bs(X,z,m+1,7)
return k&
func bs2(X : array, x :int, 4,5 : nat) dev: nat
while i < j do
k:=(i+j)div2
if e < X[k] to j:=k—1
if = X[k] to 4,5 :=k,k
if o> X[k] to i:=k+1
return k£
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EJERCICIO2.27. Resuelva de manera exacta las siguientes recurrencias. Expessmilssta usando no-
tacion©, de la manera mas simple posible.

(1) t(n) =a,sin=0,1,

(2) t(n) =t(n —1)+t(n—2) +c,sin > 2.

3) t(n) =a,sin=0,1,
4) t(n) =t(hn—1)+t(n—2)+cn,sin > 2.

EJERCICIO2.28. Ordenar segua y = los de las siguientes funciones. No calcular limites, utilizar las
propiedades algebraicas.

(1) (logs2)"

(2) (logs2)"

(3) nlogs2

(4) nlogs2

(6) n

EJERCICI02.29. Resolver larecurrencfdn) = 8f(n — 1) — 15f(n —2), f(1) =1, f(2) = 4.

EJERcCICI02.30. Dadas dos funciongsg : N — RT ¢Cudles de las siguientes condiciones son equiv-
alentes af (n) € O(g(n))? Responder confeccionando dos listas: una que enumera aquéllas$ spre
equivalentes y otra que enumera aquéllas que no lo son.

(a) 4f(n) € O(V3g(n)) (b) Of(g(n)) € O(f(n))
(d) Q(f(n)) € Qg(n)) (e) f(n) € Qg(n)) f
(9) O(f(n)) € Og(n)) (h) ©(f(n)) € O(g(n)) i) Qf(n)) € O(g(n))
(7) 1/g(n) € Q(1/f(n)) (k) O(f(n)) € O(g(n)) (1) f(n)* € O(g(n)*)

EJERcCICI02.31. Elsiguiente algoritmo obtiene el minimo elemento de un arregéoray [1..n] mediante
la técnica de programacion “divide y venceras”. Determinar el tiempo de@{@ deminimq1, n).

—~ o~

) Qg(n)) € Q(f(n))
)

—~

func minimd(z, & : int) dev: int

{pre: i < k}
if i = k thenm := a]i]
else

Jj = (i+k)div2
m = min(minimd, j), minimo(j+1,k)
{post: m es el minimo de[:, k|}
EJERCICIO02.32. Escriba procedimientgsgue tengan 6rdenes
(1) ©(n?logn)
(2) ©(n%)
(3) ©(n?lognlogn)
EJERCICIO2.33. Escribir un algoritmo cuyo orden exactoles® n. Las UGnicas operaciones aritméticas
permitidas son: suma, resta, multiplicacion y division.

EJERCICIO2.34. Escribir un algoritmo cuyo orden exacta#sLas Unicas operaciones aritméticas permi-
tidas son: suma, resta, multiplicacién y division.



