NOTAS PARA EL DICTADO DE CLASES
DEL CURSO DE POSGRADO
TEORIA DE CATEGORIAS

(PRIMERA CLASE: DEFINICION Y EJEMPLOS)
INTRODUCCION

Teoria de Categorias tiene que ver con grafos y tiene que ver con funciones. Tiene
que ver con funciones porque pretende abstraer ciertos conceptos y propiedades de
funciones. Tiene que ver con grafos porque las categorias son grafos y porque es un
lenguaje grafico, uno en que los diagramas juegan un rol muy destacado.

Hablemos un poco de grafos. ;Qué tienen que ver las categorias con los grafos?
Veremos que las categorias son grafos dirigidos.

Hay muchas definiciones de grafos, incluso muchas de grafos dirigidos. Comencemos
por ésta:

Definicion 1. Un grafo dirigido es un par ordenado G = (N, A) donde N es un
conjunto de modos, vértices u objetos y A, un conjunto de flechas, aristas o arcos
dirigidos, es decir, pares (a,b) donde tanto a como b (llamados respectivamente origen
y destino de la flecha) pertenecen a N .

Esta definicién admite, para cada par de objetos a y b a lo sumo una flecha de a a b.

Una variante, a veces llamada multigrafo dirigido, es aquélla en que A es un
multiconjunto en vez de un conjunto. Asi se admite cualquier nimero de flechas de a a
b ya que (a,b) puede ocurrir varias veces en A:

Definicién 2. Un multigrafo dirigido es un par ordenado G = (N, A) donde N es
un conjunto de nodos, vértices u objetos y A, un multiconjunto de flechas, aristas o
arcos dirigidos, es decir, pares (a,b) donde tanto a como b (llamados respectivamente
origen y destino de la flecha) pertenecen a N.

Sobre finitud del grafo. En teoria de grafos suelen omitirse cuestiones sobre finitud o
infinitud, habitualmente los ejemplos son de grafos finitos: tienen un nimero finito de
objetos y entre todo par de objetos, un niimero finito de flechas. Pero la definiciéon que
acabamos de dar permite que N sea infinito ya que no dijimos que deba ser finito.

Tampoco dijimos que A deba ser finito, por lo tanto puede ser infinito. De hecho si
hay infinitos objetos es l6gico que haya también infinitas flechas, sino casi todos los
objetos estarian muy aburridos, sin flechas de llegada ni de salida.

Pero la definicion —incluso la de multigrafo dirigido— no permite que fijados los objetos
a y b haya infinitas flechas de a a b. Esto es culpa de la nociéon de multiconjunto que
solo permite que cada elemento se repita un nimero finito de veces.

Para permitir infinitas flechas con el mismo origen a y destino b, podemos hacer
tres cosas: la primera serfa afirmar que nuestros multiconjuntos permiten repeticiones
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arbitrarias (no sélo finitas, sino infinitas). Pero no es el objetivo revisar aca la nocion de
multiconjunto. Sélo pretendemos tener una definiciéon que permita cantidad arbitraria
de flechas. Descartamos este primer enfoque.

La segunda seria retocar la definicion de multigrafo dirigido:

Definicién 3. Un multigrafo dirigido es un par ordenado G = (N, A) donde N es
un conjunto de nodos, vértices u objetos y A, una funcion que aplicada a dos objetos
a y b nos devuelve un conjunto (denotado A(a,b)) de flechas, aristas o arcos dirigidos,
de a a b. No decimos que las flechas sean pares.

La tercera también seria retocar la definiciéon de multigrafo dirigido:

Definicion 4. Un multigrafo dirigido es una cuadrupla G = (N, A, dom, cod) donde
N es un conjunto de nodos, vértices u objetos, A, un conjunto de flechas, aristas o
arcos dirigidos, y dom vy cod, funciones de A en N. No decimos que las flechas sean
pares.

La funciéon dom aplicada a una flecha devuelve su origen, y la funcién cod, su des-
tino. La eleccién de los nombres dom y cod hacen referencia a las palabras dominio y
codominio que son habituales en matematica cuando se habla de funciones en vez de
flechas. Se utilizan éstos nombres por coherencia con las definiciones que usaremos en
el resto del curso.

Cualquiera de estas dos definiciones admite suficiente flexibilidad para cantidades de
objetos, de flechas e incluso de flechas que comparten el mismo origen a y destino b.
Personalmente, tengo preferencia por la definiciéon 3, pero para ser coherente con la
literatura que utilizaremos como referencia, adoptaremos la definiciéon 4. Ademés, los
llamaremos simplemente grafos.

Al conjunto de flechas de a a b (denotado A(a,b) en la definicion 3) lo denotaremos
G(a,b) ={f € A | dom(f) =aAcod(f) = b}. Decimos que un grafo es finito cuando
N y Alo son, y que es localmente finito cuando para todo par de objetos a,b € N,
el conjunto G(a,b) es finito. Si hubiéramos adoptado la definiciéon 2, todos los grafos
serfan localmente finitos.

Ejercicio 5. Dar una definicion formal del siguiente grafo utilizando cada una de las
definiciones presentadas.

/
a b
J
2
2, g
h
c d
k

Ejercicio 6. Dar un ejemplo de un grafo infinito no trivial que sea localmente finito.
Dar luego otro ejemplo de un grafo que no sea localmente finito.
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Hablemos de funciones. Al igual que las flechas, las funciones tienen habitualmente
un origen (su dominio) y un destino (su codominio).
Ademas, las funciones tienen las siguientes propiedades:

= Pueden componerse, eso da una nueva funcion.

= La composicion es asociativa.

= Todo conjunto tiene una funcién que va de él en si mismo: la funcion identidad.
= La funcién identidad es el elemento neutro de la composicion.

Las funciones tienen muchas otras propiedades (por ejemplo, pueden aplicarse a un
argumento y devolver un valor). Pero son solo estas cuatro propiedades basicas las que
se capturan en la teoria de categorias. Por ello, se trata de una abstraccion de la nociéon
de funcion.

Definicion de Categorias. A continuacién, la definicion de categoria:

Definicion 7. Una categoria C estd compuesta por

s Una coleccion Cy de objetos: A, B,C,... a,b,c,....
s Una coleccion Cy de flechas, morfismos, homomorfismos: f, g, h .. ..
» Toda flecha f tiene asociado un origen o dominio dom(f) y un destino o codo-

minio cod(f). Escribimos f : A— B ¢ A . B para indicar que dom(f) = A
y cod(f) = B.

» Dadas f : A — B yg: B — C hay una flecha go f : A — C, llamada la
composicion de f y g. La composicion de flechas es asociativa.

» Para todo objeto A existe una flecha 14 : A — A llamada la flecha identidad
de A. Esta flecha es neutra para la composicion.

Observar que utilizamos la palabra coleccion en vez de conjunto. No vamos a prestar
mucha atenciéon a esta distincion, pero en algunos casos, tendra relevancia. La explica-
remos oportunamente.

Salvo por esa distincion, se observa inmediatamente de las tres primeras componentes
que toda categoria es un grafo.

Ejercicio 8. Observar que la definicion de categoria es una extension de la definicion 4.
Dar una definicion alternativa de categoria que sea una extension de la definicion 3.

En teoria de categorias es comun la afirmacion de que lo importante son las flechas, no
los objetos. Esto significa que la estructura de la categoria esta dada por la operaciéon de
composicion. Los objetos cumplen el rol de condicionar la definiciéon de la composicion
(una especie de buen tipado de la composicion).

Se suele denotar por C(A, B) 6 Homg (A, B) (o incluso Hom(A, B), si no es necesario
mencionar la categoria C) a la coleccion de flechas de A en B, es decir, a la coleccion
de flechas cuyo dominio es A y cuyo codominio es B.

Que la composicion sea asociativa significa que dadas f : A — B, g: B — Cy
h:C — D, laigualdad ho(go f) = (hog) o f vale. Graficamente, (y utilizando la
terminologia propia de teoria de categorias) podemos decir que asociatividad significa
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que el siguiente diagrama siempre conmuta:

Que un diagrama conmute significa que para todo par de objetos a y b del diagrama,
las composiciones que se hagan a lo largo de cualquier camino dirigido de a a b dan
idéntico resultado. En el ejemplo, el camino de A a D que se obtiene bajando por go f
y luego continuando por h determina la misma flecha que el camino que primero realiza
f y luego baja por h o g. Es decir, ho(go f) = (hog)o f.

Observar que podriamos haber omitido los rétulos de las flechas go f y hog. En
efecto, al afirmar que el diagrama

f

A B

h
C D

conmuta, también estamos afirmando que la flecha que va de A a C es go f, y la que
vade BaDeshog.

Que la identidad sea elemento neutro de la composicion significa que dada f : A — B,
las igualdades foly = fy lgo f = f se cumplen. Esto se puede expresar afirmando
que el diagrama

a1 B
14 < 15
AT g

conmuta.

Se puede comprobar que para cada objeto, la flecha identidad es tnica. En efecto,
sea A un objeto con dos flechas identidad: 14 y 1’y. La conmutatividad del siguiente
diagrama se obtiene como consecuencia de que 14 es la identidad, tomando f = 1/,.

1/
A A A
7
14 J 14
1/
A A A
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De igual modo, la del siguiente se obtiene como consecuencia de que 1’; es la identidad,
tomando f = 14.

1
A A A
1, ¢ 1,
1
A A 4

Observar que el triangulo superior derecho del primer diagrama dice que 1401/, =1,
mientras que el inferior izquierdo del segundo expresa que 14 o 1’y = 14. Por lo tanto
1a=14.

Por supuesto que idéntica conclusion puede obtenerse (y mas brevemente) sin apelar
a los diagramas, pero es habitual en teoria de categorias utlizar los diagramas en las
pruebas.

Ejercicio 9. Comprobar ecuacionalmente que para cada objeto de una categoria, la
flecha identidad es tnica.

Ejemplos de Categorias. Existen numerosos ejemplos de categorias. Tantos, que
iremos introduciendo nuevas categorias a lo largo de la materia.

Algunos ejemplos con grafos. A continuacién algunos ejemplos de categorias a partir
de grafos.

Ejemplo 10. La categoria mds sencilla es la categoria vacia 0: no tiene objetos, ni
flechas. Las demds propiedades se satisfacen trivialmente porque estdan universalmente
cuantificadas sobre conjuntos vacios.

Ejemplo 11. La siguiente categoria mds sencilla es la categoria 1: con un inico objeto
y una unica flecha (la identidad de ese objeto). Las demds propiedades se satisfacen
trivialmente porque la composicion es trivial.

Es tan sencilla que se la puede graficar:
*

El asterisco representa el tinico objeto de la categoria 1. Por convencién, la flecha
identidad no se dibuja. Una categoria que solo tiene flechas identidad se dice discreta.

Ejemplo 12. Un ejemplo sencillo de categoria no discreta es la categoria 2: tiene dos
objetos y una unica flecha (ademds de las dos identidades) de un objeto en el otro.

También puede graficarse:

* — %

Acé el asterisco representa un objeto diferente en cada ocurrencia, y la flecha dibujada
es la tinica que no es la identidad.

Observar que decimos “la” categoria 1, “la” categoria 2, etc., pero en realidad hay
infinitas de cada una de ellas: depende de cudles sean los objetos y las flechas. La
categoria 0, en cambio, es una sola.
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Ejercicio 13. ;Corresponde el siguiente grifico a una categoria? Justificar.
* Tr %
Ejercicio 14. ;Corresponde el siguiente grifico a una categoria? Justificar.

X %

Algunos ejemplos con funciones. A continuacion algunos ejemplos de categorias a partir
de funciones.

Ejemplo 15. Sequramente el ejemplo de categoria mds importante es Set: la categoria
en que los objetos son conjuntos y las flechas son funciones totales, la composicion es
la usual y la identidad es la funcion identidad.

Observar que aca resulta relevante que la definicién de categorias requiera una colec-
cion de objetos en vez de un conjunto. La coleccion de objetos de la categoria Set es
la de todos los conjuntos, que no puede a la vez ser un conjunto.

Se pueden derivar otros ejemplos:

Ejemplo 16. La categoria Setgy: la categoria en que los objetos son conjuntos finitos
y las flechas son funciones totales.

Ejemplo 17. La categoria Inj (resp. Surj) cuyos objetos son conjuntos y las flechas,
funciones totales inyectivas (resp. suryectivas).

Ejercicio 18. Comprobar que Setg,, Inj y Surj son categorias.

Ejercicio 19. Las funciones inyectivas f : A — B son aquéllas que satisfacen que
f7Yb) tiene a lo sumo un elemento, para todo b € B. Si tomamos las flechas que
satisfacen que f~1(b) tiene a lo sumo dos elementos, para todo b € B, jobtenemos una
categoria? ;Y si pedimos f~1(b) finito? so infinito?

Ejercicio 20. Las funciones suryectivas satisfacen que f~1(b) tiene al menos un ele-
mento. ;Si pedimos que tenga al menos dos?

Ejemplo 21. La categoria Ptn: la categoria en que los objetos son conjuntos y las
flechas son funciones parciales.

Ejemplos de computacion.

Ejemplo 22. La categoria A— de los tipos del cdlculo lambda simplemente tipado,
donde los objetos son tipos dados por la siguiente gramdtica

A,B = ciertos tipos basicos | A— B | ...

y las flechas son términos lambda cerrados correctamente tipados. Los términos del
cdlculo lambda estin dados por la siguiente gramdtica (cada variable tiene cierto tipo)

M,N == c|v|MN | .M]| ...
y satisfacen las ecuaciones (A\x. b) a = bla/z| (regla 3), \x. a x = a si x no estd libre
en a (reglan), y renombre de variables ligadas, todas ellas entre términos de igual tipo.
Ejercicio 23. Comprobar que A— es una categoria.

Ejercicio 24. Definir una categoria en que los objetos son estados y las flechas son
programas imperativos.



(SEGUNDA CLASE: CATEGORIAS CONCRETAS Y FUNTORES)

Definicion 25. Un semigrupo es un par (S,-) donde S es un conjunto y - una opera-
cion binaria asociativa sobre S. Un monoide es una terna (M, -, e) donde (M,-) es un
semigrupo y e el elemento neutro de la operacion - (es decir, tal que para todo x € M,
r-e=e-x=x) Un grupo es una cuadrupla (G,- e,(_)"") donde (G,-,€) es un
monoide y (_)_1 la operacion que devuelve el inverso de un elemento de G (es decir,
tal que para todo v € G, v-xz ' =271 -z =¢e).

Ejemplo 26. El conjunto Z de los nimeros enteros es un grupo (y por lo tanto un
monoide y un semigrupo) con la suma habitual. En cambio no lo es con la multiplicacion
habitual ya que solo el 1 y el -1 tienen inverso multiplicativo (ellos son sus propios
inversos). Pero Z es un monoide (y por lo tanto un semigrupo) con la multiplicacion.

Ejemplo 27. El conjunto Q de los nimeros racionales es un grupo con la suma. En
cambio no lo es con la multiplicacion ya que el 0 no tiene inverso multiplicativo. Pero
Q — {0} es un grupo con la multiplicacion. Idéntico andlisis puede hacerse para el
conjunto R de los nimeros reales.

Ejemplo 28. El conjunto N de los niumeros naturales es un monoide con la suma y
también con la multiplicacion. El conjunto P de los nimeros enteros positivos es un
semigrupo con la suma y un monoide con la multiplicacion.

Ejemplo 29. El conjunto ¥* de las cadenas sobre un alfabeto ¥ es un monoide con la
operacion de concatenacion. La cadena vacia es el elemento neutro.

Ejercicio 30. Dado un conjunto A, demostrar que el conjunto de todas las permuta-
ciones de elementos de A (o sea, el de todas las funciones biyectivas de A en A) es un

grupo.

Ejercicio 31. Dada una categoria C, y un objeto A de esa categoria, comprobar que
Homc(A, A) es un monoide (ignorando por el momento la distincion entre coleccion y
conjunto).

Ejercicio 32. Comprobar que en un monoide el elemento neutro es unico.

Ejercicio 33. Comprobar que en un monoide, si x tiene un inverso a izquierda y un
wnverso a derecha, se trata del mismo elemento, es decir, siy-x = e yx-z = e entonces,
y = z. Concluir que en un grupo el inverso es tunico.

Ejercicio (posgrado) 34. En un monoide, sia-x =a-y = e, ;se cumple necesaria-
mente que T =y ¥

Ejercicio (posgrado) 35. Dado un semigrupo (S,-) un elemento e € S que es neutro
a izquierda (es decir, tal que para todo x € M, e -x = x) y una operacion de inverso a
izquierda (es decir, tal que para todo x € G, x71 - & = e), comprobar que (S, -, e, (_)_1)
es un grupo.

Definicion 36. Un homomorfismo de semigrupos es una funcion f : S — S’ tal
que para todo x,y € S, f(x-y) = f(x) - f(y). Un homomorfismo de monoides es
una funcion f: M — M’ tal que f es un homomorfismo de semigrupos y f(e) =¢€'. Un
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homomorfismo de grupos es una funcion f: G — G’ tal que f es un homomorfismo
de monoides y f(z=") = f(z)~" para todo z € G.

Un ejemplo de homomorfismo de grupo es la funcién de exponenciacion en cualquier
base, por ejemplo, 2. Veamos que exp : (N, +,0,—) — (Q — {0},*,1,1/(_)) definida
por exp(n) = 2" es homomorfismo. En efecto, exp(n+m) = 2"T™ = 2" %« 2™ = exp(n) *
exp(m), exp(0) =2° =1y exp(—n) = 27" =1/2" = 1/ exp(n).

Ejercicio 37. Comprobar que la funcion longitud # : X* — N es homomorfismo de
monotde.

Ejercicio 38. Dar otros ejemplos de semigrupos y de homomorfismos de semigrupos.

Ejemplo 39. Se puede comprobar facilmente que la composicion de homomorfismos es
un homomorfismo y que la identidad es un homomorfismo. Tenemos entonces la cate-
goria Semi (resp. Mon, Grp) cuyos objetos son semigrupos (resp. monoides, grupos),
y flechas, homomorfismos de semigrupo (resp. monoide, grupo).

Ejercicio 40. Dado un homomorfismo de monoide f : M — M’, comprobar que si M
y M’ son grupos entonces f es homomorfismo de grupo. Concluir que en el ejemplo de
la funcion exp mds arriba, no era necesario comprobar que exp(—n) = 1/ exp(n).

Todas estas categorias tienen algo en comin: sus objetos son conjuntos con estructura
y sus flechas son funciones que preservan dicha estructura. Se las llaman categorias
concretas.

Ejercicio (posgrado) 41. Sea Q un conjunto de operaciones con sus aridades y E un
conjunto de ecuaciones. Una (), E)-dlgebra es un conjunto A cerrado por las opera-
ciones de Q y que satisface las ecuaciones de E. Un homomorfismo de (2, E)-dlgebras,
es una funcion f: A — A’ tal que f preserva las operaciones de ).

Comprobar que (2, E)-Alg, cuyos objetos son (2, E)-dlgebras, y flechas, homomor-
fismos de (2, E)-dlgebras, es una categoria.

Un ejemplo particularmente interesante de categoria concreta es el de la categoria
Poset de los conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion 42. Un conjunto parcialmente ordenado (poset) es un conjunto con una
relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva. Un homomorfismo de posets es una
funcion que preserva el orden (también llamado funcion mondtona).

Ejemplo 43. La categoria Poset tiene por objetos a los posets y por flechas a las
funciones mondtonas.

Otro ejemplo interesante es el de los grafos. Recordemos la definicion 4.

Definicion 44. Un homomorfismo de grafos es un par de funciones Fy : N — N’ y
Fy : A — A’ tal que para toda flecha f € A, dom/(Fy(f)) = Fo(dom(f)) y cod (Fi(f)) =
Fo(cod(f)).

Gréficamente, F': G — G’ es un homomorfismo de grafos si cada vez que tenemos

f

b

a



en el grafo G, tenemos

Fya) 2 B

en el grafo G'.
Como F, y F; se aplican a objetos y flechas respectivamente, en general no hay
confusion si se omite el subindice. Con esta convencioén, el tltimo diagrama quedaria:

F(f)

F(a) F(b)

Ejemplo 45. La categoria Graph tiene por objetos a los grafos y por flechas a los
homomorfismos de grafos.

Ejercicio 46. Adecuar la definicion de homomorfismo de grafo a cada una de las defi-
niciones 1, 2.y 3.

Podemos extender la definicion de homomorfismo de grafo a la de homomorfismo de
categorias. Los homomorfismos de categorias se llaman funtores.

Definicion 47. Dadas las categorias C y C’, un funtor F' : C — C' es un par de
funciones Fy y F tales que:

» Fy lleva objetos de C en objetos de C’ (se omite el subindice)
» F} lleva flechas de C en flechas de C’ (se omite el subindice)

a—d 5 e ¢ —= rafYrm e o
A / B

. € C = F(gof)=F(g9) o F(f)

Bp—9 .¢

" F(lA) = 1,F(A)

Ejemplo 48. Para cualquiera de las categorias concretas, existe un funtor a Set consis-
tente simplemente en ignorar u olvidar la estructura y devolver el conjunto subyacente.
En inglés se le llama funtor forgetful (;funtor de olvido?) y se lo denota | |, por
ejemplo | | : Grp — Set se define por:

" |<G7 56 (_>_1>| =G.

w |f| = f, simplemente olvidamos que f preserva las operaciones de grupo.

Ejemplo 49. También se puede olvidar una parte de la estructura obteniéndose, por
ejemplo, un funtor de olvido de la categoria Grp a Mon.

Ejercicio 50. ;Son inyectivos los funtores de olvido mencionados?
Ejercicio 51. ;FEuwiste algun funtor de la categoria 2 en la categoria 17
Ejercicio 52. ;FEuxiste algun funtor de la categoria Set en la categoria 17

Ejercicio 53. Dada una categoria cualquiera C. ;Cudntos funtores hay de la categoria
C en la categoria 17
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Ejercicio 54. Dada una categoria cualquiera CzCudntos funtores hay de la categoria
0 en la categoria C?

Ejemplo 55. La categoria Cat tiene por objetos a las categorias y por flechas a los
funtores.

A la luz de este ejemplo, podemos instanciar la afirmaciéon ya mencionada sobre la
importancia de flechas por sobre la de objetos: lo importante son los funtores, no las
categorias.

Definicion 56. Una categoria es pequena si tanto su coleccion de objetos como de
flechas son conjuntos. En caso contrario, es una categoria grande. Una categoria es
localmente pequena si para todo par de objetos A y B, la coleccion de flechas de A a
B es un conjunto.

La categoria Cat, en realidad, es la categoria cuyos objetos son categorias pequenas.
Cat misma es una categoria grande (y por ello, no es un objeto de Cat), pero localmente
pequena.

Ejercicio 57. Para cada una de las categorias vistas, ;cudles son pequenas y cudles
grandes, cudles localmente pequerias?
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(TERCERA CLASE: PRIMERAS CONSTRUCCIONES CATEGORICAS: OBJETO INICIAL Y
FINAL. PREORDENES Y POSETS, GRAFOS Y RELACIONES)

Isomorfismo. Cuando se estudian distintas estructuras (semigrupo, monoide, grupo,
anillo, cuerpo, espacio vectorial, reticulado, preorden, orden parcial, cpo, dominio, etc.)
es habitual introducir una definiciéon de isomorfirsmo como un homomorfismo biyectivo.
En teoria de categorias, se pretende dar una definicién més abstracta, que no asuma
que las flechas son funciones y los objetos conjuntos con estructuras.

Se define isomorfismo en lenguaje categorico como sigue.

Definicion 58. En una categoria C, un tsomorfismo es una flecha A B tal que
existe una flecha B —2—+ A tal que go f =14 y fog = 1p. Se suele decir que f es iso.

Ejercicio 59. Comprobar que si una tal g existe, entonces es unica (y por ello se escribe
g=f"1). Y que g también es iso.

Ejercicio 60. Comprobar que la identidad es un isomorfismo y que la composicion de
1somorfismos también lo es.

Definicion 61. Se dice que A y B son isomorfos (y se escribe A = B) si existe un
iso AL+ B.
Ejercicio 62. Comprobar que la relacion = entre objetos de una categoria es de equi-

valencia.

En la categoria Set, por ejemplo, la definiciéon de isomorfismo coincide con la de
funcion invertible o biyectiva, y la de objetos isomorfos, con la de conjuntos de igual
cardinalidad. Aprovecharemos esta observacion para escribir A =ge¢ B cuando se quiera
expresar que A y B son conjuntos de igual cardinalidad.

Ejercicio 63. ;Cudles son los isomorfismos en las categorias 2, Setg,, Pfn, Semi,
Mon, Grp, Poset, Graph, Cat, \—?

Ejercicio 64. Comprobar que todos los casos particulares (que se obtiene al determinar
el objeto y la flecha) de la categoria 1 son isomorfos entre si. Idem para la categoria 2.

Ejercicio 65. Sea el siguiente grafo

*

o

donde hay exactamente 5 flechas (las graficadas mdas las dos identidades). Definir la
operacion de composicion de modo de que resulte una categoria (ejercicio tramposo).

Se puede comprobar que si dos objetos A, B € Cq son isomorfos, entonces para todo
C € Cy, Hom(A,C) =get Hom(B,C) y Hom(C, A) Zget Hom(C, B). En efecto, si
A-l.p iso, entonces ¢¢(g) = go f~1 es la biyeccion de Hom(A,C) a Hom(B,C) y
Yo(g) = fogeslade Hom(C,A) a Hom(C, B). Combinando ambas observaciones se
obtiene también Hom(A, A) Zget Hom(B, B).

Se puede también observar que la existencia de ¢¢ para todo C', no implica la de ¢¢
(al revés tampoco), y que la existencia de ambas no implica que A y B sean isomorfos.
Para ello, consideramos la categoria Const cuyos objetos son conjuntos y cuyas flechas
son las funciones constantes (méas las funciones identidades).
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Ejercicio 66. Para la categoria Const:

1. 4Cudles son los objetos isomorfos?

2. Comprobar que para todo par de conjuntos infinitos A y B, y para todo C,
Hom(A,C) Zget Hom(B,C). ;Cudl es el problema si A y B son finitos?

3. Comprobar que para todo par de conjuntos infinitos A y B tales que A =get B,
Hom(C, A) =get Hom(C, B) para todo C.

4. Concluir que la existencia de ¢ para todo C', no implica la de 1o, menos ain
que A y B sean isomorfos.

Objeto inicial y objeto terminal.

Definicion 67. En una categoria C, 0 es un objeto inicial si para todo objeto A de
A
C existe una unica flecha 0 LA Andlogamente, 1 es un objeto terminal si para

todo objeto A de C existe una tunica flecha A —~ 1.

Se puede comprobar que si C tiene objeto inicial, entonces el mismo es tnico salvo
isomorfismo: Sean 0 y 0 objetos iniciales, como 0 es inicial existe una tnica flecha

f o . - g
0 —— 0. Como 0 es inicial existe una tnica flecha 0 —— 0. Podemos componer

ambas flechas obteniendo 0 —22+ 0 y 0 %9, . Pero por ser 0 inicial, hay solo una
flecha 0 —— 0, y nosotros tenemos aparentemente dos: g o f y 1o. Por lo tanto, deben
ser la misma go f = 1.

De la misma forma, usando que 0’ es inicial, obtenemos f o g = 1¢. Por lo tanto f y
g sonisosy 020

Ejercicio 68. Comprobar que si C tiene objeto terminal, es unico salvo isomorfismo.

De los ejercicios 54 y 53 se deduce que 0 y 1 son los objetos inicial y terminal de la
categoria Cat. Su unicidad (salvo isomorfismo) explica que se le llame “la” categoria
1, cuando, como dijimos luego del ejemplo 12, existen infinitas categorias terminales
(todas isomorfas entre si). En general, las definiciones y afirmaciones siempre son salvo
isomorfismo: importa la estructura de la categoria mas que los nombres elegidos para
sus objetos y para sus flechas. La estructura depende de las flechas y su composicion,
los objetos s6lo cumplen un rol secundario: restringir las composiciones posibles.

Ejercicio 69. En las categorias vistas, ;cudles son (si existen) los objetos iniciales y
terminales?

Las definiciones de objeto inicial y objeto terminal son las generalizaciones o abs-
tracciones que ofrece la teoria de categoria de la nocién de conjunto vacio y conjunto
unitario (singleton). Repasar la definicion 67 para notar la manera en que se definieron
tales objetos categoricamente.

Recordemos la categoria 2 definida en el ejemplo 12.

Ejemplo 70. Otro ejemplo sencillo de categoria es la categoria 3: tiene tres objetos,
una unica flecha del primero en el sequndo, una unica flecha del sequndo en el tercero,
y la composicion de ambas.
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Puede graficarse:

|

Ejercicio 71. ;Tiene objetos inicial y terminal la categoria 37

Ejercicio 72. Enumerar, salvo isomorfismo, todas las categorias con 3 objetos y 2
flechas (ademds de las identidades). Para cada una de ellas, determinar si tienen objetos
wmiactal y terminal; y si hay objetos isomorfos.

Ejemplo 73. Mads dificil de graficar, dado un nimero natural n, la categoria n tiene n
objetos (numerémoslos: 1,2, ...,n). Dados los objetos i,j € {1,2,...,n} hay una unica
flecha de i a j si v < j; st i@ > j no hay ninguna. La composicion debe definirse de
la inica manera posible para que sea una categoria, por ejemplo, la composicion de la
flecha que va de 1 a 3 con la que va de 3 a 8 es la unica flecha que va de 1 a 8.

Ejemplo 74. Esta construccion puede generalizarse a cualquier preorden (relacion re-
flexiva y transitiva): Dado un preorden P, se toman sus elementos como objetos de la
categoria y hay exactamente una flecha entre p y q si y solo si p <p q.

En particular, un poset es un preorden y por lo tanto puede ser visto como categoria.
No hay que confundir esta categoria con la categoria Poset de los posets y las funciones
monotonas del ejemplo 43. De paso, vale la pregunta:

Ejercicio 75. ;se podria definir también una categoria (la podriamos llamar Pre) en
que los objetos son predrdenes?

Volvamos al ultimo ejemplo.

Ejercicio 76. Dada una categoria, ;como puede definir un preorden entre sus objetos?
sEn qué casos esta construccion es exactamente la inversa del ultimo ejemplo?

Ejercicio 77. Sea P un preorden visto como categoria. s Cudles serian los objetos inicial
y terminal? ;Cudles serian los isomorfismos, cudles los objetos isomorfos?

Ejercicio 78. Sean P y Q) dos posets vistos como categorias. ;Cudles son los funtores

de P aQ@?

Ejemplo 79. Dado un grafo G, es posible construir una categoria Pathg de la siguiente
manera: los objetos de la categoria son los objetos del grafo; las flechas de la categoria
son los caminos dirigidos del grafo; la composicion es la concatenacion de caminos.

Ejercicio 80. ;Cdmo se define dom y cod del camino vacio? (ejercicio) ;Cdomo podria-
mos haber evitado este problema en la definicion de categoria?

Ejercicio 81. ;Tiene Pathg objetos iniciales y terminales? ;Y objetos isomorfos?
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Ejemplo 82. Dado un grafo G sin ciclos, es posible construir una categoria G* agre-
gando las flechas identidad que falten, y los resultados de componer las flechas del
multigrafo. St G es finito, la categoria G* es finita también. ;Como se compara con la
categoria Pathg ?

Ejercicio 83. ;Qué pasa si G tiene ciclos? ;Sigue valiendo la comparacion con Pathg?

¢ Como podria definirse la composicion para que la categoria resulte finita si el grafo lo
2

es?

Ejercicio 84. ;En qué casos tiene G* objetos inicial y terminal? ;Y objetos isomorfos?

Ejemplo 85. Sea Rel la categoria cuyos objetos son conjuntos y flechas de Rel(A,B)
relaciones binarias entre elementos de ambos conjuntos, es decir, subconjuntos de AX B.

Ejercicio 86. Identificar objetos inicial y terminal, y objetos isomorfos de Rel.

Ejercicio 87. Dado un automata A, mostrar que puede construirse una categoria A*
donde los objetos son los estados y las flechas, las cadenas que pueden llevar el automata
de un estado a otro. Identificar objetos inicial y terminal, y objetos isomorfos.
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(CUARTA CLASE: CATEGORIAS A PARTIR DE CATEGORIAS: SUBCATEGORIA, C°P,
DUALIDAD, PRODUCTO CARTESIANO, PRODUCTO DE CATEGORIAS)

Subcategorias.

Definicién 88. Una subcategoria de C es una categoria C’ tal que los objetos de
C’ son objetos de C, las flechas de C’ son flechas de C, con las mismas identidades,
composicion, dominio y codominio. Es decir, tal que

u 06 g Co.

u Cll g Cl'
Para toda flecha f € C}, dom/(f) = dom(f) y cod'(f) = cod(f).
Para todo par de flechas f : C'(A,B) y g: C'(B,C), go' f=go f.
» Para todo objeto A € Cy, 1y = 14.

Ejemplo 89. Setg, es subcategoria de Set.

Ejercicio 90. Dar otros ejemplos de subcategorias de Set.

Ejercicio 91. ;Cudles de las categorias definidas hasta ahora son subcategorias de Rel?
Ejemplo 92. Sea F un funtor. La imagen de F' es una subcategoria.

Observar que la afirmacion inversa también se cumple: dada una subcategoria, se
puede definir un funtor (inyectivo) cuya imagen sea la subcategoria. Por ello, a veces se
identifica, incluso se define, como subcategoria a un funtor inyectivo.

Categoria opuesta.

Definicion 93. Dada una categoria C se define la categoria C°P (la categoria opues-
ta o dual de C) tal que los objetos de C°Pson los mismos que los de C, y las flechas
de C°Ptambién, salvo que su orientacion estd invertida. Es decir, tal que

u COpo = Co.

L] COp1 - Cl.
Para toda flecha f, dom®(f) = cod(f) y cod®®(f) = dom(f).
» Para todo par de flechas f: C(A,B) yg: C(B,C), fo?g=go f.
Para todo objeto A, 17 =14.

Es decir, la categoria C°P es la categoria C con las flechas invertidas.
Ejercicio 94. Comprobar que C°P es una categoria si C lo es.
Ejercicio 95. ;Fs (_)°P un funtor de Cat en Cat?

Ejercicio 96. Comprobar que (C°P)°P = C.

Ejemplo 97. Se puede comprobar que C°P tiene objeto inicial siz C tiene objeto termi-
nal, y es el mismo. Similarmente, C°P tiene objeto terminal sis C tiene objeto inicial,
y es el mismo. Los isomorfismos de C°P son los de C.

Este ejemplo es consecuencia de la dualidad existente entre C y C°P que permite
formular el siguiente enunciado. Para ello, dada una férmula ¢, se define ¢°P a la féormula
obtenida a partir de ¢ invirtiendo la orientaciéon de todas las flechas involucradas en
ella. Claramente (¢°)% = ¢.
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Prop 98. La afirmacion ¢ vale para la categoria C sii ¢°P vale para la categoria COP.
Una consecuencia inmediata es el siguiente principio de dualidad

Prop 99. 5% la afirmacion ¢ vale para todas las categorias, entonces P también.

En efecto, si ¢ vale para toda categoria, sea C una categoria, ¢ vale en particular
para C°P. Por lo tanto, por la proposicion anterior, ¢° vale para (C°P)°P = C.

Ejemplo 100. Se puede comprobar que Rel°® = Rel.
Ejercicio 101. ;Alguna otra de las categorias presentadas es isomorfa a su opuesta?
Ejercicio 102. En el ejercicio 72 ;cudles son las categorias opuestas entre si?

Producto Cartesiano. La definicion habitual de producto Cartesiano de dos conjun-
tos Ay B esta dada por Ax B = {(a,b)|la € ANb € B}. Para generalizar esta definicion,
en términos propios de teoria de categoria, se evita toda mencion a los elementos, re-
formulandose solo en términos de objetos y flechas.

Sabemos que el conjunto A x B viene equipado con las funciones de proyeccion,
m:AXB——> Aym: Ax B—— B. Esto determina una propiedad categorica: el
producto Cartesiano entre dos objetos A y B serd un objeto C' con un par de flechas

C—2+AyC . B. Esto sucle graficarse

A C B

Esta propiedad no caracteriza totalmente al producto Cartesiano, si pensamos en Set
encontraremos que cualquier conjunto C' posee un par de flechas (funciones) como ésas.
Falta hablar de la funcién que construye los pares (que en un lenguaje funcional tendria
tipo A — B — A x B). También falta decir qué resulta de componer estas funciones.

Para ello, ademas de A ~—— C' . B , se pide que para todo

X
/ K
A B
exista una tnica flecha h tal que el diagrama

X

a b

conmute.
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En efecto, si pensamos en Set, el producto Cartesiano satisface, como dijimos, la
existencia de las proyecciones

T U

A Ax B B

Ademas, para todo par de funciones

VA

podemos definir h(z) = (f(z), g(x)) y comprobar que el diagrama
X

m T2

A Ax B B

conmuta (claramente f = m o h ya que para todo z € X, f(z) = m((f(z),g9(x))) =
m1(h(z)), y de la misma manera para g = m o h). Es més, se puede comprobar que h
es la tnica funciéon de X en A x B que hace conmutar este diagrama. En efecto, si

X

S\ B &

m T2

A Ax B B

conmuta, sea € X y h'(z) = (a,b), como el diagrama conmuta f(z) = m(h'(z)) =
m((a,8) = a v g(x) = b. Luego, #(x) = (a,b) = (/(x), g(x)) = h(x), y esto se puede
hacer para todo = € X.

Definicién 103. En una categoria C, el diagrama

m T2

A

Ax B B

es un producto de los objetos A y B si para todo diagrama de la forma

VAN
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existe una unica flecha X "L Ax B tal que el diagrama
X

A Ax B B

conmuta.

Como comprobamos antes de la definicion, el producto Cartesiano habitual entre
conjuntos satisface esta definicion. Por ello, la misma hereda las notaciones habituales:
A X B, m y m. La tnica flecha h de la definiciéon se escribe <f, g>. La conmutatividad
del diagrama equivale a las ecuaciones f =m0 <f,g>y g =m0 <f, g>.

Observemos que si consideramos el caso particular en que

X
/\
A B
Ax B
/ X
A B

€S

. . < > .

se concluye que existe una tnica flecha A x B ST A % B tal que el diagrama

AXx B

/////ig;,;;>\\\\\

Ax B
conmuta. Por lo tanto, esa tnica flecha debe ser 1445 ya que el diagrama

Ax B

N >
5 1A><B
s s
A L AxB—2 B

conmuta trivialmente. Luego <my, mo> = 144B.
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Otro caso particular interesante se da cuando C' Y y D —+ B. Si los productos
de Ay Byde Cy D existen, se obtiene el siguiente diagrama

C CxD D
f > 2q g
\ %

A B

X
Por lo tanto, existe una tnica flecha, que se denota C' x D f_g» A x B tal que el
diagrama

C CxD D
/ f%g g
A AxB-—2 . B

conmuta, de donde se concluye la validez de las ecuaciones f X g = <fom,gom>y
1 A X 1 B = 1 AxB-

Observar que hemos abusado de la notaciéon decorando dos flechas diferentes con
y otras dos flechas con ms.

Ejercicio 104. Demostrar la validez de las siguientes ecuaciones (algunas pueden de-
ducirse de ecuaciones previas)

1. <f,gooh=<foh,goh>

2. (fxg)o(hxk)=(foh)x(gok)
3. (f xg)o<h,k>=<foh,gok>

Regresemos a la categoria Set. Hemos observado que el producto Cartesiano habitual
satisface la definicién dada en términos categoricos. Pero, jrealmente caracteriza dicha
definicion al producto Cartesiano? ;No habra otros conjuntos que también la satisfagan?
La respuesta, que se demuestra en general para cualquier categoria, es que si tenemos
dos productos entre los mismos objetos, los productos son isomorfos.

Para comprobarlo, asumamos que ademés de A ~—— A x B ——+ B, tenemos que

b . . .
A +2— C —+ B satisfacen la definicién de producto. Entonces los diagramas

Ax B

e

Ax B
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conmutan. Componiendo h o <a,b> y <a, b> o h obtenemos los diagramas

C Ax B
& <a.b> s / .
b
A Ax B By A C B
N h \ >
Ax B

de donde por unicidad obtenemos ho <a,b> = 1¢ y <a,b>oh = 144p. Es decir que C
y A X B son isomorfos.

En toda categoria C, si el producto Cartesiano entre dos objetos de C existe, entonces
es unico salvo isomorfismo.

Ejercicio 105. Demostrar el reciproco: en una categoria C, st AX B existe y C' = AX B,
entonces C' es producto Cartesiano de A y B.

Regresando nuevamente a Set, obtenemos mas de un producto Cartesiano, todo
conjunto de igual cardinalidad sirve como tal. Incluso para un mismo conjunto puede
haber diferentes definiciones de las funciones de proyeccion.

Definicion 106. Una categoria C, tiene productos binarios si para todo par de
objetos A y B de C eziste el producto A x B, y tiene todos los productos finitos si
tiene productos binarios y tiene objeto terminal.

[a¥)

Ejercicio 107. Comprobar que si C tiene objeto terminal, entonces 1 x A = A (no
hace falta que C tenga productos binarios).

Ejercicio 108. Demostrar que si C tiene productos binarios, entonces A X B = B x A.
¢Hace falta demostrar algo?

Ejercicio 109. Demostrar que si C tiene productos binarios, entonces (A x B) x C' =
Ax (BxC(C).

Ejercicio (posgrado) 110. Si C tiene todos los productos finitos y ademds tiene objeto
inicial, jvale el isomorfismo 0 x A =07

Ejemplo 111. En las categorias concretas dadas (Semi, Mon, Grp, Poset), el pro-
ducto Cartesiano existe y se define componente a componente, como es habitual en la
rama de la matemdtica que estudia tales estructuras.

Ejemplo 112. La categoria Cat tiene todos los productos finitos. En efecto, vimos que
tiene objeto terminal (la categoria 1). Ademds, dadas dos categorias C y D, la siguiente
definicion satisface la definicion de producto Cartesiano que hemos dado.

Definicion 113. Dadas dos categorias C y D, se define la categoria producto C x D
cuyos objetos son pares (C, D) de objetos de C y D respectivamente, y cuyas flechas
son pares (f,g) de flechas de C y D. Mads precisamente,
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(C x D)y =Cy x Dy.

(C X D)1 = Cl X Dl.

Para toda flecha (f,g) € (Cx D)y, dom(f,g) = (dom(f),dom(g)) y cod(f,qg) =
(cod(f), cod(g)).

Para todo par de flechas (A, A’) (B B') y (B, B) (C C"), se define

(4,5)o(f.g) = (io f,jog).
» Para todo objeto (A, A”), 1(aay = (1a,1a).

Ejercicio 114. Definir los funtores C x D —— C y C x D ——» D.

Ejercicio 115. Dadas tres categorias C, D y X, y dados dos funtores X r.c Y
<F,G>
Xx-%.D definir el tinico funtor X ’

IZy

CxD

Ejemplo 116. Dado un poset P, consideremos P visto como una categoria. Veamos
qué es un producto en P. Sean a y b objetos, es decir a,b € P. El producto de a y b es

C x D que hace conmutar el diagrama

= un diagrama de la forma a ~——c—— b
= tal que para todo otro diagrama de la forma a ~—— v —— b existe una unica
flecha x —— ¢ que hace conmutar el diagrama
x

a c b
Se omiten rotulos en las flechas sin riesgo de confusion, porque en la categoria P entre
dos objetos hay a lo sumo una flecha. Por esa misma razon, que el diagrama conmute
no suministra informacion alguna, todos los diagramas conmutan en la categoria P.
Entonces, reescribimos lo anterior diciendo que el producto entre a y b es

= un diagrama de la forma a ~—— c—— b
= tal que para todo otro diagrama de la forma a ~—— v —— b existe una unica
flecha x — c.

Sabiendo que hay flecha de i a j sii i <p j, el producto ¢ es el infimo entre a y b.
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(QUINTA CLASE: EJEMPLOS DE PRODUCTO. COPRODUCTO)
Recordemos que se dijo que el diagrama

1 T2

A Ax B B

es un producto de los objetos A y B si para todo diagrama de la forma

7N

existe una @nica flecha X —'~ A x B tal que el diagrama
X

™ T2

A

Ax B B

Propiedad como la que debe cumplir el diagrama A ~—— A x B ——+ B para ser un
producto (“para todo diagrama . .. existe ...”) se llaman propiedades universales. El
uso de propiedades universales como ésta es habitual en teoria de categorias.

También es conveniente notar que el producto no es solo el objeto A x B sino el

diagrama A AXx B B. Para un mismo objeto A x B podria haber varios
diagramas como ése que satisfagan la propiedad universal. Si se menciona solo el objeto
A x B (como a veces se hace), puede haber ambigiiedad. En cambio si se habla del par
de flechas 7y y m, no hay ambigiiedad posible dado que cada una de ellas tiene asignado
un dominio y un codominio, por lo que se puede recuperar el diagrama (siempre que
dom(m) = dom(ms)).

Podemos comprobar las afirmaciones que quedaron como ejercicios la clase pasada:
que en una categoria con objeto terminal 1 x A = A y que en una categoria con
productos binarios (A x B) x C =2 A x (B x ().

Del primer resultado podemos inferir que la categoria 1 tiene todos los productos
finitos. ;Qué podemos decir de la categoria 27

A continuacién, extendemos la definicion de A— del ejemplo 22 con tipos y términos
para pares:

1 ™2

Ejemplo 117. Ahora los tipos incluyen productos
A,B == ciertos tipos bisicos | A— B | Ax B | ...
y los términos incluyen pares y proyecciones
M,N == c|v|MN | .M|(M,N)| fst(M) | snd(M) | ...

Ademds de las ecuaciones (Ax. b) a = bla/z| (regla B), Ax. a x = a si x no estd libre en
a (reglan), y renombre de variables ligadas, ahora se satisfacen también fst((a,b)) = a,
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snd((a,b)) = by (fst(a),snd(a)) = a, todas ellas ecuaciones entre términos de igual
tipo.
Como \y.fst(y) tiene tipo A x B — A y Ay.snd(y) tiene tipo A x B — B, si se
define m = M\y.fst(y) y ma = Ay.snd(y) se obtiene el diagrama
A

Ax B B

Ahora, dado un tipo X y un par de términos cerrados M y N de tipo X — Ay X — B
respectivamente, es decir, dado el diagrama

X

RN 2

se define <M, N> = \x.(M z, N x), que también es cerrado y tiene tipo X — A X B.
Tiene sentido preguntarse si el diagrama

X

@ <M, N> *

™ T2

A Ax B B

conmuta:

mo<M,N> = Xz.m (<M,N> z2)

= Az. (\y.fst(y)) (Ax.(M z,N x)) z)

Az. (Ay.fst(y)) (M z, N z)
Az. fst((M z,N z))
= M. Mz

= M
mpo<M,N> = N

Habiendo comprobado que conmuta, resta confirmar que <M, N> es el unico término

(mddulo la igualdad que se definid) que hace conmutar el diagrama. Sea X " AxB
tal que M =mi0h y N =m0 h,

<M,N> = <mioh,moh>
= Ax. ((mpoh) x,(me0h) x)
= Az (m (hx),m (b))
= Az (()\y fst(y ))( ), (Ay. snd(y)) (h x))
= i\\{E (fst(h x),snd(h x))
= h

Ejemplo 118. En la categoria Rel, el producto entre A y B es en realidad la union
disjunta A+B = {(i,z) | (i = 1Az € A)V (i = 2Ax € B)} junto con las “proyecciones”
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m ={((1,a),a) | a € A} ym = {((2,0),b) | b € B}. En efecto, se obtiene el diagrama

™ 2

A A+ B B

Resta ver que este diagrama satisface la propiedad universal correspondiente al producto.
Sean

X

A B

se define <r,s> = {(z,(1,a)) | (x,a) € r}U{(x,(2,0)) | (x,b) € s}, se puede comprobar
que el diagrama

X
s>
A~ T™ A4 ™ p

conmuta.
Ejercicio 119. Demostrar que <r,s> es la unica flecha que hace conmutar el diagrama.
Ejercicio 120. ;Tiene productos finitos la categoria Pfn? Justificar.

Ejemplo 121. La categoria Setx tiene por objetos pares de la forma (a, A) donde A

es un congunto y a € A. Una flecha (a, A) N (b, B) es una funcion de A en B que
satisface que f(a) =b.

Ejercicio 122. Comprobar que Setx es una categoria. ;Cudndo dos objetos son iso-
morfos? s Tiene objeto inicial? ;Tiene objeto terminal? ;Tiene productos binarios?

Definicion de producto utilizando hom-sets. En este segmento trabajamos con catego-
rias localmente pequenas (para garantizar que los hom-sets involucrados sean conjun-
tos).

La propiedad universal del producto dice que para todo diagrama

X
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existe una tunica flecha <f, g> tal que

X
N chigs N\
A 4w B

conmuta. Esto sugiere la siguiente definicion de la funcion px de Hom(X, A)x Hom(X, B)
en Hom(X,A x B)
px((f,9)) = <f.9>
Observemos que si px ((f,9)) = px((f',g')), entonces
f = 710 <f7 9>
= moux((f,9))
= moux((f,9))
= mo<fg>
_—
y de la misma forma g = ¢’. Esto prueba que puy es inyectiva. También es suryectiva
ya que dada la flecha X A B,
h = laxgoh
= <my,T2> 0O h
= <moh,moh>
= px((m oh,moh))
Por lo tanto px es una biyeccion, su inversa es la funcion vx de Hom(X, A x B) en
Hom(X, A) x Hom(X, B) definida por

vx(h) = (m oh,moh)

Ejercicio 123. Asumiendo que A ~—— A x B —"+ B es un producto entre A y B,
comprobar que vy es la inversa de px.

1

Para definir ux es necesario saber que A A x B -+ B es un producto entre
Ay B, para que <f,g> tenga sentido. En cambio, la definicién de vy es elemental,

. . T T2 . ..
requiere s6lo que A «—— A X B —— B sea un diagrama para que las composiciones
m o h y 7 o h sean validas.

Prop 124. Esto permite una definicion alternativa de producto: A ~—— AxB —» B es
un producto entre A y B sii para todo objeto X , vx es una biyeccion entre Hom(X, A X B)
en Hom(X, A) x Hom(X, B).

En efecto, ya hemos comprobado que si el diagrama A «<—— A x B —=+ B es un
producto entre A y B, vx es biyectiva. El reciproco se demuestra observando que la
suryectividad de vx implica la existencia de la flecha de X a A x B que hace conmutar
el diagrama, mientras que la inyectividad de vx implica la unicidad de una tal flecha.
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Ejercicio 125. Comprobar que si vy es biyectiva para todo objeto X, entonces el dia-

grama A ~=— A x B -+ B es un producto entre A y B.

Coproducto. El principio de dualidad nos dice que hay una definicion dual a la de
producto:

Definicion 126. En una categoria C, el diagrama

A A+ B B

es un coproducto de los objetos A y B si satisface la siguiente propiedad universal:
para todo diagrama de la forma

PN

existe una unica flecha C' —= X tal que el diagrama

/f"g]\
A" 442 B

Ejercicio 127. Demostrar que si el coproducto entre A y B existe, entonces es uinico
salvo isomorfismo.

conmuta.

Ejercicio 128. ;Cudl es el coproducto en la categoria Set?
Ejercicio 129. Sea P un preorden visto como categoria. ;Qué define el coproducto?
Ejercicio 130. ;Es el coproducto asociativo? ;Cudl es su elemento neutro?

Ejercicio 131. ;Qué ecuaciones pueden deducirse utilizando los operadores [, | y
las flechas 11 y 127

Ejercicio 132. Eztender A— con tipos, expresiones y ecuaciones para que tenga co-
productos.

Ejercicio 133. ;Cudl es el coproducto en la categoria Rel?
Ejercicio 134. ;Cudl es el coproducto en la categoria Pfn?
Ejercicio 135. ;Cudl es el coproducto en la categoria Setx ?

Ejercicio 136. A la luz de la proposicion 124, ;qué definicion alternativa puede dar
del coproducto entre dos objetos?
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(SEXTA CLASE: MONO, EPI Y ECUALIZADORES)

La clase pasada demostramos (ejercicio 107) que 1x A = A. En efecto, 1 At A;

y para todo 1 XX YA diagrama

conmuta sii h = g: el tridngulo izquierdo conmuta independientemente de h (hay una
tnica flecha de X en 1, y el derecho conmuta sii g =14 0h = h.
Resolvamos el ejercicio 109 que pedia demostrar que (A x B) x C = A x (B x ().

Conocemos las siguientes flechas:
(A x B)

<Trg O T, My>

de donde podemos concluir que (A x B) x C B x C. Con esta nueva

flecha, obtenemos el diagrama
(A x B)

<y oTmy, <T9 O Ty, Mp>>

A\)

BxC

de donde resulta (A x B) x C

. <<y, T O Ma>, T O To>
se obtiene A x (B x () AL L L

A x (B x (). En forma analoga
(Ax B) xC.
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Para comprobar que (A x B) x C = A x (B x ('), basta con asegurarse que las flechas
h = <m om, <myom,m>>y h' = <<m,m omy>, my 0 me> son inversas mutuas:

hoh! = <momoh!,<myom oh’ moh'>>
<y, <T O Mo, Ty O o>>>

<my, <Ty, T9> O o>

<mi, lpxo 0 m>

<71, T9>

1A><(B><C)
h'oh = 1(A><B)><C

Ejemplo 137. Definir la categoria Setx, (ver los apuntes de la clase pasada). Identi-
ficar objeto inicial y terminal (relacionar con ejercicio sobre ;0 x A= 0%), productos y
coproductos.

Ejemplo 138. En A—, agregamos tipos para el coproducto
AB == ...|A+B| ...
y los términos incluyen inyecciones y andlisis por caso
M,N == ... |inl(M)|inr(M) | case M of (N,N') | ...
Ademds de las ecuaciones enumeradas en el ejemplo 117, agregamos:

case inl(M) of (N,N') = N M
case inr(M) of (N,N') = N M
case M of (A\z. inl(zx), \y. inr(y)) = M

todas ellas ecuaciones entre términos de igual tipo.

Queda como ejercicio definir ¢, 1o y [M, N|] para tener el coproducto en la categoria
A—.

Monos y epis. Dada la funcién f: A — B, se dice que

» f es inyectiva, si para todo a,a’ € A, f(a) = f(a’) implica que a = d'.
» f es suryectiva, si para todo b € B, existe a € A tal que f(a) = b.

En términos categoéricos, se generalizan estos conceptos, como es habitual sin apelar
a los elementos de los conjuntos ya que estas son particularidades solo de las categorias
concretas.

Definiciéon 139. En una categoria C, dada una flecha A . B se dice que

. . g h
= f es mono, monic o monomorfismo, si para todo C —— A y C —— A,

fog= foh implica que g =h,

C
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= f es ept, epic o epimorfismo, si para todo B 4. C y B LN C,gof =hof
implica que g = h.
g
/ B
h

Ejemplo 140. En la categoria Set, f es mono sii f es inyectiva, y f es epi sii f es
suryectiva.

A C

Ejemplo 141. En muchas categorias concretas (Mon, Grp, Poset, etc.) la f es mono
sit f es (un homomorfismo) inyectivo.

Ejemplo 142. En general, en esas categorias un epimorfismo no necesariamente es
suryectivo. En Mon, por ejemplo, una flecha (Z,+,0) 7. (M,-,e) queda univo-

camente determinada por el valor de g(1). En efecto, g(0) debe ser e, si k > 0,
k k

A .

g(k) = gL+ 1) =g(1)-...-g(1) y e = g(0) = gk + (=k)) = g(k) - 9(~k) y
también e = g(—k) - g(k) de donde se obtiene que g(—k) es el unico inverso de g(k)
(si, que g sea homomorfismo de monoide implica que la imagen de g es en realidad un
grupo ya que Z lo es).

Se vid que g(1) determina univocamente todo g. Entonces si (Z,4+,0) L (M, -,e)
satisface g(1) = h(1), se obtiene g = h.

Ahora tomamos (N, +,0) —— (Z,+,0) (donde ¢ es la inyeccion de N en Z), si
got=hou, entonces g(1) = g(¢(1)) = h(c(1)) = h(1), luego g = h. Sin embargo ¢ no
es suryectiva.

Ejemplo 143. Si A L Bes is0, entonces es mono y epi. En efecto, sea

g /
C A B

h ft
tal que fog = foh. Se deduce que g = ftofog= f"lofoh=h, luego f es mono.
Andlogamente, sea

A ! B J C

f h
tal que go f = ho f. Se deduce que g =go fo f~' =ho fo f~' =h, luego f es epi.

En Set, f es iso sii es mono y epi. Pero tal equivalencia no vale en general:

Ejercicio 144. Comprobar que la inversa del ejemplo anterior no vale: f puede ser
mono y epi, y sin embargo no ser iso.

Ecualizadores.
Definiciéon 145. Dado un diagrama de la forma

f
9

A B
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en la categoria C, un ecualizador de f y g consiste de una flecha E —— A universal
tal que foe=goe. FEs decir, tal que el diagrama

e N f

E B

9

conmutat, y tal que para todo otro diagrama de la forma

f
g

A B

X

que conmute, existe una unica flecha X —2+ E tal que el diagrama

f
E— % .4 B
g
$
u
X

conmuta.

Ejemplo 146. En Set, el ecualizador es E = {a € A | f(a) = g(a)} con la inyeccion
E —— A (definida por 1(a) = a para todo a € E). En efecto, el diagrama

L y f

B

g

conmuta ((f ot)(a) = f(u(a)) = fa) = g(a) = g(e(a)) = (g0 )(a)), y si
f
g

A B

X

también conmuta, entonces Im(h) C E, ya que para todo a € Im(h), existe v € X tal

que a = h(x) y como foh = goh, f(a) = f(h(z)) = (foh)(x) = (goh)(x) = g(h(z)) =

ICuando se afirma que un diagrama con flechas paralelas, como en este caso f y g, conmuta, NO
se afirma que f = g.
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g(a). Luego, podemos definir X —— E por u(x) = h(x), claramente

L

E A B

A\

X
conmuta ((tou)(x) = v(u(z)) = u(x) = h(x)). Es mds, u es unica ya que se debe definir
tgual a h para que el diagrama conmute.

Ejemplo 147. El ecualizador es mono. En efecto, sea

f
E—% A B
g
un ecualizador entre f y g, y sea
x
Z E—% A
)

conmutativo. Denotamos z = eox = eoy. Debemos comprobar que x = y. Combinamos
los dos diagramas obteniendo

e f
g

E B

Z

cuya conmutatividad implica que foz = foeox = goeox = goz. Por ser e ecualizador,
existe una unica flecha Z —2+ F tal que e ou = z. Por lo tanto, las dos flechas que
tenemos que lo satisfacen (x e y) deben ser iguales. Luego, x = y.

Ejercicio 148. Dado un subconjunto E C A, determinar un conjunto B y dos funciones

f P
A —= B tales que E —— A sea un ecualizador de f y g.
g

Ejercicio 149. Comprobar que el ecualizador de dos flechas, si existe, es unico salvo
isomorfismo.

Ejercicio 150. Intente identificar ecualizadores en las categorias vistas (por ejemplo,
Setx, Rel, Pfn, un preorden P visto como categoria, etc.).
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(SEPTIMA CLASE: COECUALIZADORES, PULLBACK, PUSHOUT)

Coecualizadores.

Definiciéon 151. Dado un diagrama de la forma

f
g

A B

en la categoria C, un coecualizador de f y g consiste de una flecha B —— Q universal
tal que qo f = qo g. Es decir, tal que el diagrama

f 5 q

A

Q

9

conmuta, y tal que para todo otro diagrama de la forma

f
g

A B

X

que conmute, existe una unica flecha @) 2+ X tal que el diagrama

f
A B—21 ¢
g
2
u
X

conmuta.

f
Ejemplo 152. ;Qué es un coecualizador en Set ? Sean las funciones A —= B —— Q.

Para que q sea un coecualizador, debe cumplirse qo f = qo g. Es decir i]ue para cada
a € A, q(f(a)) = q(g(a)) por mds que f(a) # g(a). Para definir q, nos preguntamos
para cudles b, € B debe ocurrir q(b) = q(b'). Claramente, si existe a € A tal que
b= fla) yb = g(a), necesitamos q(b) = q(V'). Podriamos tomar q constante, eso
garantiza que tales iqualdades valen, pero la intencion es igualar lo menos posible. Por
mds restrictivos que seamos al definir q, se puede observar que la relacion b ~ b sii
q(b) = q(V') serd una relacion de equivalencia. Entonces, para igualar lo menos posible,
definamos ~ como la menor relacion de equivalencia que incluye f(a) ~ g(a) para
todo a € A. Tal relacion de equivalencia puede definirse inductivamente a través de las
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siguientes reglas de inferencia:

f(a) ~ g(a) b~b
Vb bl Y~
b~V b~

Dado b € B, se denota por [b] = {b' € B | b ~ b} la clase de equivalencia de b. Sea
Q = {[b] | b € B} el conjunto de clases de equivalencia, que es una particion de B y
se suele denotar Q = B/ ~. Se define B —— Q por q(b) = [b]. Veamos que es un
coecualizador de f y g.

Si f(a) = g(a) entonces f(a) ~ g(a) y por lo tanto q(f(a)) = [f(a)] = [9(a)] =
q(g(a)) y el diagrama

f
A B—21 ¢
g
conmuta. Sea ahora
f
A B
g
2
X

que conmute. La conmutatividad de este diagrama, como antes para q, implica que
z(f(a)) = z(g(a)). Razonando como hicimos para q concluimos que necesariamente b ~
b implica x(b) = z(V'). Entonces, si definimos Q —+ X por u([b]) = x(b), la funcion
u estd bien definida y ademds x(b) = u([b]) = u(q(b)) obteniendo la conmutatividad del
diagrama

f
A B—21 ¢
g
2
u
X

. o . . q . .
Ejercicio 153. Comprobar que si B —— @) es un coecualizador, entonces q es epi.
Ejercicio 154. Demostrar que el coecualizador, si existe, es unico salvo isomorfismo.

Ejercicio 155. Intente identificar coecualizadores en las categorias vistas (por ejemplo,
Setx, Rel, Pfn, un preorden P visto como categoria, etc.).
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Pullbacks. Otra construcciéon importante en categorias es la de pullback

Definiciéon 156. Dadas dos flechas f y g con igual codominio en una categoria C,

B
g
A / C
un pullback de f y g consiste de dos flechas
AxcB2 . B
D1
A
tal que el diagrama
AxcB2 B
D1 g
A f C

conmuta y es universal con esta propiedad, es decir, para todo par de flechas

A
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tal que el diagrama

Z
=2
@ B
¢
g
A / C
conmuta, existe una unica flecha Z —“+ Ax¢ B tal que el diagrama
Z
\
o\ Ax.B-22p
-
P1
A

conmuta.

Como se ve, la definicion ocupa més de una pagina. Por brevedad se suele presentar
directamente el diagrama que incluye todas las flechas involucradas:

7
\
o\ AxcB2 =B
P1 g
A / C

Este diagrama se puede leer: “dadas las flechas f y g, se dice que las flechas p; y ps
forman un pullback de f y g si el cuadrado del diagrama conmuta (o sea, fop; = gops)
y para todo par de flechas z; y 23 tal que el rombo acostado del diagrama conmuta (o
sea, f oz = go z) existe una tnica flecha u tal que los dos tridngulos conmutan (o
sea, z1 =prouy zz =pyou).
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Esta construcciéon es importante ya que se puede comprobar que una categoria tiene
objeto terminal y todos los pullbacks sii tiene todos los ecualizadores y productos fini-
tos. Objeto terminal, pullbacks, ecualizadores y productos son ejemplos particulares de
construcciones mas generales que reciben el nombre de limites. Se verd también que si
una categoria tiene objeto terminal y pullbacks (o ecualizadores y productos finitos),
entonces tiene todos los limites finitos, lo que pone de manifiesto la importancia de
estas cuatro construcciones.

Exactamente lo mismo puede decirse para las construcciones duales: existencia de
objeto inicial y pushouts (el dual de pullbacks, cuya definiciéon se deja como ejercicio)
equivale a la de los coproductos finitos y coecualizador. Y un resultado anélogo al
mencionado se obtiene para el concepto general: el de colimite.

Ejercicio 157. Definir pushout, el concepto dual al de pullback.

Ejercicio 158. Identificar el pushout de la categoria Set. Ayuda: combinar el coecua-
lizador y el coproducto de Set.

Las definiciones de limite y colimite van a esperar por ahora. Antes de abordar la
equivalencia entre la existencia de objeto terminal y pullbacks y la de productos finitos
y ecualizadores, intentemos entender qué es un pullback en Set:

Ejemplo 159. Consideramos la categoria Set. Salvo por la inclinacion del diagrama,
los pullbacks son muy parecidos a los productos. Estdn los objetos A y B y las flechas
p1 Y P2, en vez de las proyecciones w y wo. La novedad es la participacion de las flechas
f y g que no estan en la definicion del producto. En realidad, estas dos flechas nos
recuerdan la definicion de ecualizador, salvo que en aquel caso ambas flechas no solo
compartian el codominio sino también el dominio. Justamente, para obtener flechas que
compartan el dominio consideramos f opy y g o ps.
El pullback parece combinar de alguna manera productos y ecualizadores. Ensayamos
definir
AxeB = {(a,b) € Ax B[ f(a) =g(b)}
(@) = a
pa((a,) = b
Con esto el cuadrado del diagrama conmuta. Sean z, y zs funciones que hacen que el
rombo acostado conmute. Definimos u(z) = (21(z), 22(2)). Claramente Im(u) C AX¢ B
ya que f(z1(2)) = g(z2(2)) porque f oz = g o zy. También resulta obvio que esta
definicion de u hace que los tm’dngulols conmuten.
Para ver unicidad de u, sea Z — + A x¢ B tal que los tridngulos conmutan, sea
z € Z y(a,b) =d(2). La conmutatividad de los triangulos implica que a = p1((a,b)) =
p1(v(2)) = z1(2) y también b = z3(z). Por lo tanto u/'(z) = (a,b) = (21(2), 22(2)) =

Esta construccion nos ayuda a intuir las propiedades de los pullbacks. Por ejemplo,
coOmo se puede construir productos a partir de los pullbacks. En Set, tenemos que
A xc B C A X B, ya que solo se admite un par (a,b) si f(a) = g(b). Para lograr que
A xXc B = A x B es necesario que todos los pares satisfagan ese criterio de admision.
Para ello, f y g deben ser funciones constantes (y deben devolver la misma constante).
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Una forma de decirlo en general para cualquier categoria que tenga pullbacks y objeto
terminal, es elgiendo C' =1y tomando f =l y g =!p:

Z
AN
<\ Ax, B2 2p
D1 's
la
A 1

En este diagrama, la conmutatividad del cuadrado es trivial, ya que hay una tnica
flecha de A x; B en 1. Y lo mismo pasa con la del rombo acostado. La tnica parte del
diagrama cuya conmutatividad resulta relevante, entonces, es la formada por los dos
triangulos, que es exactamente igual a la del producto. Acabamos de comprobar que:

Prop 160. Si una categoria tiene objeto terminal y pullbacks, entonces tiene productos
finitos.

Sea C una categoria con objeto terminal y pullbacks (y por lo tanto también pro-

f
ductos finitos) podemos comprobar que también tiene ecualizadores. Sean A —= B,
g

. - <J,9> .,
que podemos también escribir B doae B, entonces A A» B x B. También
<lg,1p>
tenemos B 2 B 2. B, entonces B —~ B B7 B x B. Se puede graficar asi:
B
<1B, 15>
< >
A9 plp
Veremos que existe h tal que
h
E B
e
A

es un pullback de <f, g> y <lp, 15> sii e es un ecualizador de f y g¢.
Sea e y h un pullback de <f, g>y <1, 15>. Eso implica que <f oe,goe> = <f, g>o0
e=<lp,1pg>oh=<lgoh,1goh>= <h,h>, yluego, foe =h = goe, por lo que el
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diagrama
f
E A B
€ g
conmuta. Sea
f
A B
g
$
X
que también conmuta. Entonces, también conmuta
X
/o -
@ B
<1 B 15>
<f,g>
AL pip

En efecto, <f,g>o0x = <foux,gox> = <fox,for> =<lgo fox,lgo for> =
<lp,1p>o fox. Como ey h conforman un pullback de <f, g> y <lp, 15>, existe una
tinica flecha X —— F tal que
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conmuta. En particular, tenemos que

E— % .4
b

u

X

conmuta, luego e es un ecualizador.

f

P € .

Ahora el reciproco. Sea E —— A ——= B un ecualizador, comprobaremos que
g

E h B
e
A
es un pullback de
B
<lg,1p>
A=l pop

tomando h = f o e. Para ello, primero comprobamos que el diagrama
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conmuta. Efectivamente, <f, g>oce = <foe,goe>=<foe, foe>=<lpo foe,lgpo foe>=
<lp,1g>o0 foe = <lp, 1> o h. Sea ahora

Z
<2
w B
>
<lpg, 15>
<f,g>
A= pip
que conmuta, es decir, tal que <foz,goz> = <f,g> 02z = <lg,lg>o0 2y =
<lpozg,1go 25> = <zo,29>, de donde se obtiene que f oz, = 29 = g o 2z, que
implica que el diagrama
f
A B
g
hS
Z

. . L. u s
conmuta. Por ser e un ecualizador, existe una tinica Z —— FE tal que el tridngulo

e

E A

s

A
conmuta. So6lo resta comprobar que

A

N

< =
h
Q E B
¢
€
A
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también conmuta. El tridngulo inferior es exactamente el diagrama anterior, que con-
muta. El tridngulo superior se ve que conmuta porque recordando que h = f oe, se
tiene hou = foeou = f oz = z. Con esto demostramos que

Prop 161. Si una categoria tiene objeto terminal y pullbacks, entonces tiene ecualiza-
dores.

Por ltimo, demostramos que

Prop 162. Si una categoria tiene ecualizadores y productos finitos, entonces tiene pu-

llbacks.

Sea una categoria C, con ecualizadores y productos finitos. Queremos encontrar el

pullback de
B

A / C

Contamos con la existencia del producto A <—— A x B —=» B, de donde se obtienen

fom
dos flechas paralelas A x B ——+ (. Sea e el ecualizador de fom y goms, se tiene que
gom2

e fO7T1

Ax B

E C

g O Ty
conmuta, de donde se obtiene la conmutatividad del siguiente diagrama.

o O €

E B
moe g
A / C

Resta demostrar que 7 o e y m5 0 e son un pullback de f y g.
Ejercicio 163. Demostrar que que m o e y g o e son un pullback de f y g.

Ejercicio 164. Identificar pullbacks en alguna de las categorias vistas (ej: Setx, Rel,
etc.).



42

(OCTAVA CLASE : CATEGORIAS DE FLECHAS. FUNTORES REPRESENTABLES Y
OTROS

Categorias de diagramas. A continuacién, un ejemplo de construccién de una cate-
gorfa a partir de otra. Dada una categoria C, se construye otra en la que los objetos
son diagramas de C.

Ejemplo 165. Dada una categoria C y dos objetos A y B, se puede formar la categoria
C/AB cuyos objetos son diagramas de la forma

C

Una flecha h € C/AB entre dos objetos (diagramas)

C o
A A B

B

es una flecha C ¢ dela categoria original C tal que el diagrama

de la categoria original C conmuta.

Formalmente, podriamos definir C/AB como sigue:

(C/AB)o ={(a,b) | a,b € C; Adom(a) = dom(b) A cod(a) = A A cod(b) = B},
C/AB((a,b),(a', b)) = {h € C(dom(a),dom(a’)) | a=a"oh ANb="¥boh},

la composicion de C/AB es la de C,

la identidad de C/AB es la de C.

Ejercicio 166. Comprobar que para toda categoria C y todo par de objetos A y B de
C, C/AB es una categoria.
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Un objeto terminal de la categoria C/AB es un objeto (diagrama de C)

tal que para todo otro obJeto (diagrama de C)
/ X
A B

existe una tnica flecha h de este tltimo objeto en el anterior. En términos de la categoria
C, una tnica flecha h que haga conmutar el diagrama

Cl
\ 6/
¢ h
b
* _c B

Es decir, el diagrama

7N

es un objeto terminal de C/AB sii dicho diagrama es el producto (en C) de Ay B.

dom

Ejemplo 167. Se puede definir un funtor C/AB — C por
» domy((a,b)) = dom(a) (que es igual a dom(b)), y
» dom;(h) =h

Ejercicio 168. Demostrar que dom es un funtor.

Categorias de flechas. A continuacién algunos ejemplos de categorias donde los ob-
jetos son flechas de una categoria dada C.

Definicion 169. Dada una categoria C y un objeto C' € Cy, se define la categoria
slice de C sobre C, C/C' cuyos objetos son flechas que tienen como codominio al objeto
C. Mas precisamente,

= (C/C)o ={f € Cifcod(f) = C}.
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w Sean f y [’ objetos de esta categoria (es decir, X .c y X' . C estan

en C). Entonces, g es una flecha de f a f' en la categoria C/C si X —2 X'
y [ = fog, es decir, si el siguiente diagrama conmuta

9

X X'
< \
C
Es decir, los objetos de C/C' son flechas f de C de la pinta
X
f
C
y las flechas g de C/C:
X X'
g
f f
C C
son también flechas X —— X’ de C tales que el diagrama
X g X’
< \
C

de C conmuta.

Ejercicio 170. Comprobar que C/C' es una categoria, definiendo composicion e iden-
tidad adecuadamente.

Ejercicio 171. Sea C una categoria con objeto terminal. ;Qué puede decir de C/17
Ejercicio 172. ;Cudl es el objeto teminal de la categoria C/C'?

Ejercicio 173. Demostrar que los productos de la categoria C/C son pullbacks de la
categoria C.

Ejemplo 174. Sea P un poset visto como categoria y sea p € P. Entonces, P/p =| (p),
donde | (p) es el ideal principal | (p) = {q €P | q < p}.



45

Ejercicio 175. Definir andlogamente la categoria coslice de C bajo C, C/C donde
los objetos ahora son flechas C A X, yuna flecha de f en [’ debe satisfacer hof = f'.

Ejercicio 176. Otra alternativa es definir la categoria coslice C/C utilizando la cate-
goria slice C/C' y el operador de categoria opuesta.
Ejercicio 177. Demostrar que 1/Set = Setx.

dom

Ejemplo 178. Se puede definir un funtor C/C —— C por

. dOmo(f) = dom(f); Y
u doml(g) =g

cod

Ejemplo 179. Se puede definir un funtor C/C —— C por

L] COdo(f) = COd(f); )
] COdl(g) =4

Ejercicio 180. Comprobar que dom y cod son funtores.

Definiciéon 181. Dada una categoria C se define la categoria flecha C— cuyos objetos
son flechas de C. Mds precisamente,

= (C7)o =Cu. /
» C7UL ) = (g, 9) | domi()) — dom(f") Acod(f) = cod(f')\f'og = g'of}.
Es decir, f f’ st el diagrama

9

A B

de C conmuta.

Ejercicio 182. Comprobar que C™ es una categoria.

cod

Ejercicio 183. Definir los funtores C dom o C.

Ejercicio 184. Es esto un diagrama producto?

Funtores. En su momento definimos funtores y vimos algunos ejemplos, principalmen-
te el funtor de olvido y los tinicos funtores que convierten a la categoria 0 y 1 en objetos
inicial y terminal de la categoria Cat. También se mencioné que el producto cartesiano
de categorias satisface la definiciéon de producto definida categéricamente, dando lugar
a los funtores m; y 7y de la categoria C x D en C y D respectivamente, y por supuesto

el funtor X <k G> C x D asociado a los funtores X —— C y X “. D

Para algunas categorias de flechas (o diagramas), acabamos de dar algunos ejemplos
de funtores que llamamos dom y cod.

A continuacion veremos otros ejemplos de funtores.
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Ejemplo 185. Dada una categoria localmente pequeria C, y un objeto A € C, se define

Hom(A, )

el funtor representable (covariante) C Set de la siguiente manera:

» dado un objeto B € C, Hom(A,B) ={f € C | AL, B}

= dada una flecha B—2—~ B', Hom(A,q) = f — go f. Asi, Hom(A, g) es una
funcion que toma una flecha f € Hom(A, B) y devuelve go f € Hom(A, B').

Como Hom(A, g) es una funcion del conjunto Hom(A, B) en el conjunto Hom(A, B'),
a veces resulta conveniente escribir Hom(A, g)(f) = g o f en vez de su equivalente
Hom(A, g) = f+— go f. Se puede comprobar que Hom(A, ) es un funtor:

= Sean B ——~ B'y B'—+ B", Hom(A, ¢’ 0 g)(f) = g'ogof = g'oHom(A, g)(f) =
Hom(A, ¢ )(Hom(A,g)(f)) = (Hom(A,¢') o Hom(A, g))(f), donde la ultima
composicion o es la composicion de funciones. Esto demuestra que se satisface
la propiedad Hom(A, g o g) = Hom(A,g') o Hom(A4,g).

= Hom(A, 1) = fr—=1po f=[— f=1gua4,B):

Ejemplo 186. Dada una categoria C con productos, se define un funtor C x C . C
de la siguiente manera:

» dado un objeto (A,B) € Cx C, x((A,B))=AxB
» dada una flecha (A, B) 9 (A,B") € CxC (o sea, A RSy yB -+ B¢
C), x((A4,B)) 9] (A", B")). Este es exactamente el diagrama que habia-

mos denotado A X B Ix9, A x B,

Observar que se asume acé que se ha elegido un diagrama A ~—— A x B ——+ B
para cada par de objetos A y By en base a dicha eleccion se define el funtor x.

Ejercicio 187. Comprobar que si C tiene productos, X es un funtor.

Ejercicio (posgrado) 188. Sea C una categoria, y el siguiente un diagrama en C,

A A S )
B B h
At g9 6
Entonces, si
A E—9 .p
B B B h
At . p B—7 ¢
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son pullbacks, entonces

/ !/
p9or p
h h
A9 ¢
también lo es.
Reciprocamente, st
/ ! /
po9r p E—7% .p
h h n h
a9t ¢ B—Y7 ¢
son pullbacks, entonces
/
F / E
h// h/
A / B

también lo es.
Ejercicio (posgrado) 189. Sea C una categoria con el siguiente tridangulo conmutativo

A
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Entonces, si

he h
A A B—" .B
o Q@ o4 I}
h h
C’ C C’ C
son pullbacks, entonces, hay una unica flecha A’ T, B’ tal que el diagrama
h
A “ A
P >
o
o B’ B
hs
R 2
C’ C

conmuta.

Prop 190. Pullback es un funtor. Sea C' "L C en una categoria C con pullbacks,
entonces hay un funtor C/C LN C/C" que lleva el objeto (de C/C) A —"+ C en el
objeto (de C/C") C" xc A % ¢ donde o es la paralela a o en el pullback entre o y
h. El efecto de hx sobre una flecha (de C/C) oo —— (3 estd dada por el ejercicio 189.

En la proposicion, la flecha h esta fija. Dado el objeto «, para obtener hx(«) se usa
que C tiene pullbacks, en particular el de h y «:

ha

CIXCA A

h
(o C
de donde hx(a) = o es el efecto de hx en objetos de C/C.
Dada una flecha & —— 3 de C /C', podemos formar el pullback de a y el de 3
obteniendo un diagrama como el del ejercicio 189, la existencia y unicidad de 7' nos
permite tomar hx(7y) =~ como el efecto de hx en las flechas.

Ejercicio (posgrado) 191. Comprobar que hx es un funtor.
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(NOVENA CLASE: LIMITES Y COLIMITES)

Las definiciones de objeto terminal, producto binario, ecualizador y pullback, son
casos particulares de un concepto general, llamado limite, que presentaremos a conti-
nuacion. Ademas, la equivalencia demostrada de que una categoria tiene objeto terminal
y pullbacks sii tiene productos finitos y ecualizadores puede completarse con una tercera
propiedad equivalente a las dos anteriores: la de tener todos los limites finitos.

Lo mismo puede decirse en el mundo dual: una categoria tiene objeto inicial y pus-
houts sii tiene coproductos finitos y coecualizadores sii tiene todos los colimites finitos.

Ademas el resultado puede generalizarse mas alla de lo finito, si se consideran limites,
productos y ecualizadores de igual cardinalidad.

Diagrama, cono y limite, intuitivamente. Para definir limite, se definen previa-
mente los conceptos de diagrama y cono.
Por ejemplo, en el caso del producto de A y B en una categoria C, el diagrama sera

A B

y los conos seran todos los diagramas (aca usamos la palabra en el sentido habitual, no
en el que acabamos de definir) de la forma

f g

A C

que conmutan (en este caso la conmutatividad no significa nada). Como vimos la clase
pasada al considerar la categoria C/AB, los conos forman una categoria y el limite u
objeto terminal de dicha categoria (si existe) es el producto entre Ay B.

B

En el caso del pullback entre A .0 y B —2~ C en una categoria C, el diagrama
sera

B
g
A / C
y los conos seran todos los diagramas (en el sentido habitual de la palabra) de la forma
b
D B
a g
A / C

que conmutan. Tal como se hizo en el caso del producto, estos conos forman una cate-
goria y el limite u objeto terminal de dicha categoria (si existe) es el pullback entre f

y 3.

Ejercicio 192. Identificar diagrama, cono y limite para el caso del ecualizador.
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Diagrama, cono y limite, formalmente.

Definicién 193. Dadas dos categorias J y C, un diagrama de tipo J en C es un
funtor

D

J C

Ejemplo 194. En el caso del producto, la categoria J consiste de dos objetos (llame-
mosle i y j) y ninguna flecha (salvo las identidades). El funtor D se define por D(i) = A
y D(j) = B (ademds de definirse de manera obvia para las identidades). Esto define el
diagrama que se considero mds arriba.

Ejemplo 195. En el caso del pullback, la categoria J consiste de tres objetos y dos
flechas (ademds de las identidades):

«

1 k
El funtor D se define por D(i —— k) —A-1.c yD(j—ﬁ> k)=B—1-C.

Ejercicio 196. Definir una categoria J y un funtor D adecuados para el diagrama
correspondiente a ecualizadores.

Definicion 197. Dado un diagrama J —2.C de tipo J, un cono al diagrama D
consiste de un objeto C de la categoria C y una familia de flechas en C, una para cada
objeto del diagrama D,

)

C

D(]) VRS Jo

tal que todos los tridngulos formados por estas flechas con las del diagrama D

conmutan.

Ejemplo 198. En el caso del producto, los conos consisten de un objeto C' y un par de
flechas (una familia de dos flechas), una C Ay (0 sea C — D(i)) y otra C —~~ B
(0 sea C —2+ D(j)). En este caso no hay flechas en el diagrama D por lo que no hay

. . C;i Cj
tridngulos que deban conmutar. Un cono, entonces tiene la forma A ~—— C —— B.
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En realidad, para ser exactos, si hay flechas en el diagrama D: las identidades 1p(;) =
14 y 1p() = 1p, pero los tridngulos correspondientes conmutan trivialmente:

C;

C

D(3)
C; \/Q®
D(i)

La conmutatividad de estos tridngulos vale trivialmente en todo cono, por eso solo se
consideraran los casos correspondientes a flechas de D que no son identidades.

Ejemplo 199. En el caso del pullback, los conos consisten de un objeto D y (una

familia de) tres flechas: D —“. A D-Z.B y D —%+ C tales que los tridngulos

Ck Ck

C D

D C

Q ¢ Q\@

conmuten. Del primero se deduce que ¢ queda univocamente determinado por c; y del
sequndo, por c;. En realidad, esto solo es posible si D(a) o ¢; = D(B3) o ¢;. Se observa
que la conmutatividad de los tridngulos equivale a la del diagrama.

p—%9 .
cz ¢ D)
AP e

donde ¢y, sigue estando determinado por ¢; (o por c;) y por ello se omite en la definicion
habitual de pullback.

Ejercicio 200. ;Cudles son los conos correspondientes a la definicion de ecualizador?

Ejercicio 201. Dado un diagrama J D, C, comprobar que la colleccion de conos a
D forman una categoria Cone(D), donde una flecha h del cono

D(j) Jj€Jo

al cono

o4 .~ D(j) jed,
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es una flecha C ¢ tal que para todo j € Jy el tridngulo

h

C c’

)

D(j)

conmuta.

Definicion 202. Un limite para el diagrama J L. Coesun objeto terminal de la
categoria Cone(D). Un limite se dice finito cuando la categoria J es finita.

El limite (si existe) es un objeto en la categoria Cone(D), es decir, es un cono: un
objeto de C y una familia de flechas. Es habitual escribir el objeto de C en cuestion
como

lim D(j)
J
y también como lim— D(j), y las flechas del cono como
j

lfm D(j) 2~ D(i)
J

para cada ¢ € Jjg.

Ejemplo 203. En el caso del producto, la categoria Cone(D) tiene por objetos a

. C; Cj
los conos ya mencionados, y por flechas entre el cono A ~—— C —2—~ B y el cono
/

/

Al o S B, a las flechas C O tal que los tridngulos

h h
C C’ C '
o c o c
B

conmutan, lo que equivale a que el diagrama

B

conmute. Sobre el lim— D(j), debe ser el objeto terminal de esta categoria. Es decir,
J

debe ser un cono A ~2— h’mT D(j) —2—~ B de Cone(D) tal que para todo cono
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A<~ C -2+ B de Cone(D), exista una inica C LR h’mT D(j) tal que

A Di

lim D(j) *— B
J

conmuta. Fs decir, coincide exactamente con la definicion de producto.

Ejercicio 204. Hacer explicita la categoria Cone(D) para el pullback, comprobar que
el objeto h’mT D(j) es el pullback.

Ejercicio 205. Hacer explicita la categoria Cone(D) para el ecualizador, comprobar
que el objeto h’m7 D(j) es el ecualizador.

Ejercicio 206. ;Cudl seria J y D, cudles los conos, cudl la categoria Cone(D) para
obtener que el objeto terminal de la categoria C' sea h’mT D(j)?

Equivalencia con pullbacks y objeto terminal. Como adelantamos, es posible
agregar a la equivalencia entre tener objeto terminal y pullbacks, por un lado, y tener
productos finitos y ecualizadores, por el otro, una mas: la de tener todos los limites
finitos.

Prop 207. Una categoria C tiene todos los limites finitos sii tiene los productos finitos
y ecualizadores (sii tiene objeto terminal y pullbacks).

Ya hemos demostrado (en los ejemplos precedentes) que productos finitos y ecuali-
zadores son casos particulares de limites. Resta demostrar el reciproco: asumimos que
C tiene productos finitos y ecualizadores y, con ello, comprobaremos que también tiene
los demés limites finitos.

Para demostrarlo usamos la definiciéon de producto generalizado, que como su nombre
lo indica es una generalizaciéon sencilla de la de producto binario. Dada una categoria C,
y dada una familia de objetos A; € Cy para i en un conjunto arbitrario I, el producto
de la familia de objetos es un objeto junto con una familia de flechas (proyecciones):

] A —— a4 jer

el

tal que para todo otro objeto que venga equipado también con igual nimero de flechas

o i

A, jel

exista una unica flecha
<filieI>
oS 4

i€l
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tal que los triangulos

conmuten para todo j € I.

Luce diferente porque en vez de tener dos objetos, dos flechas, y finalmente dos trian-
gulos, como la definiciéon de producto binario, tiene un objeto, una flecha y finalmente
un tridangulo para cada j € I.

Si [ es finito, este producto es isomorfo al que se obtiene iterando el producto binario
un nimero suficiente de veces.

Ahora si, retomamos la prueba de la Proposiciéon. Sea J una categoria finita y

J-2.cu diagrama. Sean

I R0 [T D(cod(a))
iedo aedy

los productos finitos indicados. Son finitos porque estan indexados por Jy en el primer
caso, v J; en el segundo, y ambos indices son finitos. En el primer caso los indices son
objetos de J y por eso las proyecciones resultaran indexadas por objetos.

) o6 = bG)  jed,
icdo

En el segundo caso, los indices son flechas de J, por eso las proyecciones resultaran
indexadas por flechas:

[ Dlcod()) = D(cod(5)) ped
aGJl

Los objetos que participan del producto son esencialmente los mismos: D(i) para i € Jj.
La diferencia es el niimero de veces que participan del producto. En el primer producto,
participan una vez cada uno, mientras que en el segundo puede ser cero o mas veces
dependiendo de cuantas veces aparezca ¢ en el codominio de una flecha de Jj.

A continuacion se definen dos flechas entre estos productos

I p6) % [T D(cod(a))
ieJo aed;

Para definir cada una de ellas usamos la propiedad universal: para cada o € J; debemos
determinar una flecha

[Ip6) L~ Dleoda))
icdo
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La ecuacion (1) indica que podemos tomar f, = Teoq(a) Para cada a € J;. Por definicion
del producto obtenemos una tnica ¢ =< Teq)|e € Ji > tal que para todo o € Jy,

Ta © ¢ = Tcod(ar)-
Para definir la flecha v también debemos proporcionar para cada o € J; una flecha

[Ip0) L~ Dlcoda)
iedo

Esta vez combinamos la ecuacion (1) que no dice que

[I o6~ D(dom(a))
iedo

con el hecho de que D(dom(«)) Do, D(cod(a)) por ser D funtor, lo que nos permite

tomar f, = D(«a) o Tdom(a). Nuevamente por definicion del producto obtenemos una
tinica 1) =< D(r) © Tgom(ay|e € J1 > tal que para todo a € Jq, T 09 = D(@) © Taom(a)-
Definidas las dos flechas ¢ y 1 definimos su ecualizador

E—- H D(1) :z: H D(cod(«))
iedo aedy

Se puede demostrar que el ecualizador es lim— D(j). Para ello, primero construimos el
j

cono definiendo una flecha e; desde E a cada D(j):

e N T .
E II PG —— D()
iEJo
Tomamos e; = 7 oe.
Veamos que es un cono: si i —— J
6 .
L — D(j)
o 49
D(i)
conmuta. En efecto,
D(a)oe; = D(a)omoe por def de e;
= D(a) © Tgom(a) © € por i = dom(«)
Tao0Yoe por prop de ¥
TaOpoe por e ecualizador
= Teod(a) © € por prop de ¢
mjoe por j = cod(«)
= ¢ por def de e;

Ahora sea C' con C' —» D(1) para cada i € Jg. Por definicion de producto, existe una
tnica flecha ¢ =<¢;|i € Jp> de C en HieJo D(i) tal que para todo i € Jg, ¢; = m; o c.
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Igual que recién, podemos calcular
D(a)oc; = D(a)omoc
D(O[) O Tdom(a) © €
TeOoWoc
¢ = T;ocC
= Tcod(a) ©C
= Tqao0¢oc

Como C' con C' —2+ D(i) para cada ¢ € Jy es un cono sii D(«a) o ¢; = ¢; para todo

. [0} . . .
1 — 7 € Jq, ser un cono equivale a que se satisfaga 7, o ¢ o ¢ = 7, 0 ¢ o ¢ para todo
a € J1, 0 més brevemente, a que 1y oc = ¢ o c.

Por lo tanto, si C' con C —=» D(i) para cada i € Jy es un cono, ¢ “ecualiza” ¢ y 1,
por lo tanto existe una tnica flecha ¢ —— F tal que el triangulo
e
E I R0
iEJo

C

conmuta. Pero la conmutatividad de este diagrama es equivalente a la de

C

para todo i € Jo. Por lo tanto, E con E —— D(i) es h’mhj— D(j), dando por terminada
la prueba.

Epilogo. No hace falta rehacer la prueba para convencerse de que el mismo resultado
puede alcanzarse para otras cardinalidades.
Quedan también resultados parecidos para el mundo dual:

Ejercicio 208. Definir la nocion de cocono por analogia con la de cono. Definir la
categoria Cocone(D). Definir la nocion de colimite por andlogia con la de limite (no-
tacion h’m—f D(y)).

Ejercicio 209. ;Se satisface que Cocone(D) = Cone(D)°P?

Ejercicio 210. Ejemplificar con las definiciones de coproducto, coecualizador, etc.
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(DECIMA CLASE: EXPONENCIALES)

Ademas de los limites y colimites vistos, hay una construccion muy habitual en Set:
la de espacio de funciones de un conjunto A en un conjunto B. En realidad, en algin
sentido ya lo hemos considerado al tratar la clase pasada el producto generalizado.
Dada una familia de conjuntos B, para a € A, el producto generalizado [],. 4, B puede
definirse por [[,c4 Ba = {(bsJa € A) | Va € Ab, € B,}. Para obtener el espacio de
funciones de A en B basta considerar que la familia B, sea constante, Va € A.B, = B.
En efecto, la tupla (b,]a € A) equivale en ese caso a la funcion f(a) = b, que va de A
en B.

Denotemos a este conjunto por B4 en vez de [I.c4 B (ya que la dependecia de a no
existe méas). Los diagramas que vimos la clase pasada para el producto generalizado,
instanciados al caso que estamos considerando, serian:

0
B4 ‘* - B a€ A
tal que para todo otro objeto que venga equipado también con igual nimero de flechas
C Ja B a€cA
exista una tunica flecha
C <fala€A> BA
tal que los triangulos
C
< fala € A> 2
pr— " p
conmuten para todo x € A.
Pero ahora, tener
T
BA * - B a€A
equivale a tener una funciéon de dos argumentos
T
B4 x A B

que satisfacen la correspondencia 7((z,a)) = m,(z) (esta correspondencia permite defi-
nir 7 a partir de los 7, y viceversa). Algo similar ocurre con el diagrama

C Ja B a€ A
que quedaria
CxA / B
La tnica flecha de C' a B4 se denota ahora f

f

C 1+ B4
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Y el triangulo

C

~ o

f

" B

no funciona porque 7 y f no tienen esos dominios. Se lo corrige:
CxA
Fx1y <
T
BAx A B

La ultima correccion es que la flecha 7 en realidad se denota € y se lee “evaluacion” ya
que -en el caso de Set- toma dos argumentos, el primero una funcién y el segundo un
argumento, y evalia la funciéon en el argumento.

Se generaliza la definicién para cualquier categoria con productos binarios.

Definicion 211. Sea C una categoria con productos binarios. Un exponencial entre
los objetos A y B es un objeto B* y una flecha (llamada evaluacion)

€

BAx A
tal que para todo objeto C' y flecha
Ja

B

C

B a€ A

existe una unica flecha C L. pa (llamada transpuesta de f) tal que el diagrama

€

BAx A B

Fx 1y )

Cx A

Se suele completar el diagrama con fv

BA BAx A B

f fx1a )

C CxA
Ejercicio 212. ;FEs un limite?
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Ejercicio 213. Demostrar que el exponencial de A y B es tinico salvo isomorfismo.

La conmutatividad del diagrama equivale a € o (}Vx 14) = f. Dada una flecha
C —2+ B4, se denota § = € o (g x 14) (y también se la llama transpuesta de g).

Por unicidad, tenemos que § = g. Por conmutatividad del triangulo, ]? = f. Es decir
que las transpuestas proporcionan el isomorfismo

Hom(C x A, B) = Hom(C, B4).

Definicién 214. Una categoria es cartesiana cerrada (CCC) si tiene todos los pro-
ductos finitos y exponenciales.

Ejemplo 215. La categoria Set es CCC, con BA = A — B = conjunto de funciones
de A en B.

Ejemplo 216. La categoria Setg, es CCC ya que el cardinal del conjunto de funciones
satisface |BA| = | B4, y por lo tanto es finito si A y B lo son.

Ejemplo 217. Toda dlgebra de Boole B, vista como una categoria (ya que los posets
pueden ser vistos como categorias) es cartesiana cerrada. El objeto terminal es el mdxi-
mo de B, el producto a X b, como vimos, es el infimo a A\b, y el exponencial b*, también
denotado a = b es —a V b.

La flecha € es (a =) ANa < b que vale ya que

(maVb)ANa
(maANa)V(bAa)
= 0V (bAa)

bAa

b

También debemos comprobar que satisface la propiedad universal. Si c Aa < b entonces

(a=b)Aa

IA

—aVc
(maVe)A(—aVa)
—aV(cAa)

—a Vb

a=b

C

A

A

Por lo tanto, c Aa < b implica ¢ < a = b, su transpuesta.
Ejercicio 218. Comprobar que en toda CCC, B* = B para todo objeto B.

Ejercicio 219. Comprobar que en toda CCC, 14 = 1 para todo objeto A.

3 . . . *
Ejercicio 220. Comprobar si C es CCC, entonces fo(gx 1) = fog (uso llaves
cuando necesito un tilde mds ancho que el de BTEX, o sea, llaves = tilde).

Ejercicio 221. Comprobar si C es CCC, entonces € = 1ga.

Ejemplo 222. Comprobemos que si C es CCC, entonces (A x B)Y = A x J?C. Para

(2

ello, definiremos i, j y k tales que A® x B —— (A x B)Y, (A x B)“ L qC y
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(A x B)¢ . ge y que i o <},%> = liaxp)c ¥ <},%> 01 =140,p50:

A

€

m X 1o Ty X 1o
—_—

A x C

(A9 x B) x C

B¢ x C

€

B

de donde, (A® x BY) x C—+AxB para i = <iy,iy> con iy = €o (m X 1g) ¥y
io = €0 (my X 1¢). Entonces

Por otro lado,

ACxBCl»(AxB)C

m

(Ax B’ xC -+ Ax B A

2

B

de donde, definiendo las flechas j = m o€ y k =m0 ¢ se obtiene (A X B)¢ 1, 4C y
(Ax B)¢ -~ Be.

Ahora

Qo <j, k>

A\

-~

io(<j k> x1)

~

<iy,ip> o (<j, k> x 1)

<iy o (<j, k> x1),is0 (<j, k> x 1)>

<eo(m x 1) o (<), k> x1),iy0 (<j, k> x 1)>

A

<eo(j x1),iz0 (<), k> x1)>

<eo(jx1),eo(kx1)>
<Jj, k>

<1 O €, 9 O €>
——
<1, 9> 0 €
loe

€
Liaxpye

——~
por fo(gx1ls)=fog
por definicion de 1
por props producto
por definicion de i,
por props producto
idem iq
poreo<fv,1,4> =f
por definicion de j y k

por props producto
por props producto

por € = lpga



Componiendo en el otro orden también se obtiene la identidad:

joi =

koi =
<j,k>o0i =

Ejercicio (posgrado) 223.

1

T2
<joikoi>
<7y, o>
14c4BC

—f
por fo(gx1la)=fog
por definicion de j
poreo<f,1p,>=f
por definicion de 1
por definicion de i,

——l~—
poreo(fx1)=f
andlogamente

Comprobar que si C es CCC, entonces (AP)C = AB*C,

61
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(UNDECIMA CLASE: EJEMPLOS DE EXPONENCIALES)
Algunos ejemplos de légica y computacion.

Algebras de Heyting. La clase pasada vimos que una algebra de Boole, vista como
categoria, es cartesiana cerrada definiendo b* = —a V b (que también se denota a = b).
En realidad, para ser CCC, no es necesario que un poset sea un algebra de Boole,
alcanza con que sea un algebra de Heyting:

Definiciéon 224. Un poset es un dlgebra de Heyting si tiene
1. infimos finitos: 1 y p A\ q,
2. supremos finitos: 0 y pV q.
3. exponenciales: p = q tal quer Ap < qsir <p=q.

El sii del tercer requerimiento dice que tiene exponenciales: que r A p < ¢ implique
r < p = g nos da la transpuesta. Que r < p = ¢ implique rAp < ¢, nos da la evaluacion
tomando r = p = q.

Por lo comprobado la clase pasada, un algebra de Boole es un édlgebra de Heyting.
La inversa no es cierta, pero se puede obtener al menos distributividad:

(rvs)Ap<gq sii TVs<p=gq

sii r<p=qys<p=ygq

sii TAp<qysAp<gq

sii (rAp)V(sAp) <gq
De aca, tomando ¢ = (r V s) A p obtenemos (r Ap)V (s Ap) < (rVs)Ap. Y tomando
qg=(rAp)V (sAp) obtenemos (rVs)Ap < (rAp)V(sAp).

No todos los reticulados distributivos son algebras de Heyting. Sin embargo, los reti-

culados distributivos completos si lo son.

Definiciéon 225. Un poset es completo si tiene infimos arbitrarios.

Esto es equivalente a pedir supremos arbitrarios, ya que si tiene los unos tiene también
los otros. Un reticulado, dlgebra de Heyting o algebra de Boole es completa si lo es como
poset.

Prop 226. Un reticulado completo es un dlgebra de Heyting sii satisface la siguiente

regla de distributividad:
an(\/b:)=\(anb)
Un 4lgebra de Heyting satisface distributividad, es lo que demostramos un poco mas
arriba (la prueba es muy similar). Reciprocamente, si se define

p=q=\/ =
TAp<q
veamos que es un algegra de Heyting comprobando que r Ap < ¢ sii r < p = ¢. Por un
lado tenemos el implica
rAp<q=—=r< \/ T
zAp<q
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que vale ya que r pertenece al rango del supremo. Por el otro

r < \/ r=rAp<( \/ T)Ap

TAP<q xAp<q

Por distributividad podemos continuar:

(V onp="\ @@rp) <\ a=q

TAp<q TAp<q TAp<q

Esto nos da el segundo implica: si r < p = ¢, entonces r Ap < q .

Como ya vimos, un algebra de Boole es un dlgebra de Heyting (tomando como hicimos
p = q=—pV q). Pero no toda algebra de Heyting es un algebra de Boole (si se define
—=p = p = 0, como es légico ya que =p = —p V 0 = p = 0, es posible que =—p # p en
un algebra de Heyting).

Logica proposicional intuicionista (IPC). Se define a través de reglas de inferencia,
que establecen cuando la formula ¢ se deduce de la formula p (se escribe p F q). Aca
las férmulas son las de la logica proposicional: variables, T, L.pAq¢,pVqy p = q. La
relacion - se define inductivamente por:

pkgq pl—ra pEgAT pl—q/\rc pkEr qkFr quI—r6 pVqbkr

pEqgAT ptq pkr pVqgkr pkr qbr /
pAqgkET pEqg=r ) . L pkq ql—rl
pFqg=r pAqgbEr pI—Tl J_l—p‘7 pkEp pkEr

La relacién = asi definida establece un preorden sobre el conjunto de féormulas, y por lo
tanto una categoria. Las reglas k (reflexividad) y [ (transitividad) se corresponden con
la flecha identidad y la composicion.

Es una categoria cartesiana cerrada donde T es 1, y las siguiente derivaciones corres-
ponden a las proyecciones

_k ——
pAqgEpAgq pAquch
pAgkp pPAgkq

mientras que la propiedad universal estd dada por la regla a.
Se puede obtener la siguiente derivacion:

k
p=q-p=gq
(p=q Apkyq

que corresponde a la flecha evaluaciéon, mientras que la transpuesta esta dada por la
regla g.

Es un juego interesante intentar obtener otros teoremas del calculo proposicional
intuicionista. Por ejemplo, modus ponens: obtener p - r a partirde pF-g=rypt ¢

k
pkp qua pFg=r
pEDPAg pAgET
pkEr

h
l
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Las siguiente derivaciones dicen que p y T A p son interdeducibles:

k

pl——l—Z pl—pl; TApETAD
pETAD TApkDp
La utilidad de féormulas interdeducibles es que, gracias a la transitividad del i, podemos
reemplazar unas por otras: sip b p', p'Fp, g ¢ v ¢ F q, entonces p - ¢ sii p' F ¢
Decimos que una féormula p es derivable cuando T F p lo es.

Ejercicio 227. Comprobar que los axiomas usuales de la conjuncion
= (pAq)=p,
" (pAg)=q. y
"p=q=(pAq)

son derivables.

Estamos asumiendo que = asocia a derecha.

Ejercicio 228. Comprobar que los axiomas usuales de la implicacion

= p=p,
" p=>q=>p, Y
=(p=q=1)=pP=>q9=>p=>r

son derivables.

Ejercicio 229. Comprobar que los axiomas usuales de la disyuncion

=p=(pVq),
= q=(pVq),
= (pVg = @p=r)=(@=7r)=>r

son derivables.
Como se trata de un calculo intuicionista, no es posible derivar p V (p =1).

IPC y algebras de Heyting. Existe una correspondencia entre IPC y algebras de
Heyting. Dado un calculo intuicionista £ construido con las conectivas que mencionamos
a partir de un conjunto de variables, con las reglas dadas y tal vez con algunas férmulas
como axiomas, se puede construir el algebra de Heyting HA(L) (llamada algebra de
Lindenbaum-Tarski), cuyos elementos son clases de equivalencia [p] de férmulas :

pl=[qsiipkqyqkp
Se define un orden parcial entre clases
[Pl < gl siiptq

que esta bien definido por la observacién que hicimos entre féormulas interdeducibles.
Las demas construcciones de un algebra de Heyting no presentan sorpresas:

L = [T]

0 = [1]
pIAlgl = [pAdg]
pIVig = [pVd
pl=1ladl = [p=d
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Ejercicio 230. Comprobar que A\, V y = estdn bien definidas.
Una formula p es derivable en L sii [p] = 1, de donde se obtiene
Prop 231. IPC es completo con respecto a los modelos en dlgebras de Heyting.
En efecto, sea p una féormula verdadera en todas las algebras de Heyting. En parti-

cular, p es verdadera en HA(L). Luegop=1en HA(L) y T F p.

Calculo lambda. La correspondencia entre algebras de Heyting y la légica propo-
sicional intuicionista es un caso particular de una correspondencia mas general entre
categorias cartesianas cerradas y calculo lambda.

Recordemos la definicion de célculo lambda:

= Tipos
A, B = ciertos tipos bésicos | A— B | Ax B | ...
» Términos
M,N == c|lv|MN | M| (M,N)| fst(M) | snd(M) | ...

» Ecuaciones (ademés de renombre de variables ligadas, reflexividad, simetria,
transitividad y congruencias)

(M. M) N = M|[N/x]
XMy = M si x no esté libre en M
Fst(M,N)) = M
snd((M,N)) = N
(fst(M),snd(M)) = M

A partir de éste célculo, obtuvimos una categoria:

= objetos = tipos

s flechas de A a B = clases de equivalencia de términos cerrados de tipo A — B
» 14 =Xz.z (con x : A)

s« MoN =Xx.M (N x)

Luego definimos

T = )\nyt(y)a
= Ty = Ay.snd(y), y
» <M,N>= ) x.(M z,N x)

que como demostramos determinan un producto en esa categoria. También se puede
determinar un objeto exponencial:

» B4=A— B,

= e = Ap. fst(p) snd(p), y
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Se puede comprobar facilmente que el diagrama del exponencial conmuta:

€o(fx1a) = eo<fom,m>

= A\ ¢ (ffOﬂ'l,ﬂ'2> x)

= e e (F (m 2),m @) i
Az. [st((f (m1 @), ™ x)) snd((f (T z), 72 x))
Ax. f(m x) (79 x)

Ao, T (fst(x) (snd(x))
= Az ;‘; (fst(x), snd(x))

8

8

8

= M. fz
Para demostar unicidad, sea g que también hace conmutar el diagrama. Reiterando los
pasos anteriores, asumir la conmutatividad del diagrama equivale a asumir la ecuaciéon

Ax. g (fst(x)) (snd(x)) = Ax. f (fst(x), snd(x))

que implica, para z y x

(M. g (fst(x)) (snd(2))) (z,2) = (\a. f (fst(z), snd())) (z,2)

que equivale a

g (fst((z,2))) (snd((z,2))) = f (fst(z, ), snd(z,x))
y esto a su vez a
gzx=f(z1)
y esto a

Az . gz x = Az x. f (2,2)

y finalmente, a
g=Azxz. [ (z,2)

que equivale a g = f
Por lo tanto, A— es una CCC.

La categoria A— y CCCs. Llamemos a un conjunto de tipos y términos basicos junto
con sus ecuaciones una teorfa en el calculo lambda. Asi como antes construimos HA(L)
a partir de un célculo proposicional intuicionista £, se puede construir una categoria
cartesiana cerrada C(7) a partir una teoria 7.

Sea una categoria cartesiana cerrada C. A cada tipo X se le debe asignar un objeto
[X] de C, y a cada término M : A — B, una flecha [M] de [A] — [B]. Una vez hecha
para los tipos y términos basicos, para los demas se explota que C es CCC:

[Ax B] = [A] x [B]
[B4] = [B]@

[<f.g>] = <If]lgl>

También se requiere que todas las ecuaciones de 7 sean satisfechas: sia =b: A — B
vale en 7, entonces [a] = [b] : [A] — [B] debe valer en C.
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Por ejemplo, sea 7 la teoria que consiste de un tipo basico X y dos términos u : X
ym: X x X — X con las ecuaciones
= m (u,x) =z,
»m (z,u) =2x,y
»m (z,m (y,2)) =m (m (z,y),2)
es decir, las mismas que definen un monoide. Un modelo de 7 serd una CCC C con un

objeto M equipado con flechas 1 b, My M x M tml, M tales que el diagrama

<y 0 My, <9 O Ty, Tp>>

(M x M) x M M x (M x M)

[[m]]le 1MX [[m]]

M x M

M x M
% K
M

que expresa asociatividad, conmute, y que el diagrama

1
v <l
7
<1M7 [[u]]> & [[mﬂ
M x M

[m]

que expresa que |u] sea neutro, conmute.

Prop 232. Para toda teoria T en el cdlculo lambda, y todos términos a,b € T, la
ecuacion a = b puede deducirse en la teoria sii en todos los modelos de T en CCCs,
[a] = [o]-
Conclusiéon. Hay un parecido entre el calculo lambda e IPC, por un lado, y CCC y
algebras de Heyting por el otro. El parecido consiste en ignorar el nimero de flechas
y pensar que entre dos objetos puede haber a lo sumo una. Asi, si del célculo lambda
suprimimos la posible multiplicidad de flechas (atendemos solo la existencia de un tér-
mino del tipo apropiado, pero sin importar cuéles son los términos, pretendiendo que
es a lo sumo uno) obtenemos un céalculo equivalente a IPC. También si de una CCC,
suprimimos dicha posible multiplicidad, obtenemos un algebra de Heyting. Por ello, que
una algebra de Heyting sea modelo de IPC es un caso particular de que una CCC sea
modelo del calculo lambda.

La correspondencia que estamos observando es un ejemplode un fenémeno que se
conoce como correspondencia o isomorfismo de Curry-Howard.
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(DUODECIMA CLASE: TRANSFORMACIONES NATURALES)

Limites en la categoria Cat. Vimos que la categoria Cat tiene objeto terminal,
la categoria 1, y productos binarios, que pueden generalizarse a productos finitos e
infinitos. También tiene ecualizadores, y por lo tanto, todos los limites:

F
Sean C y D dos categorias, y F' 'y G funtores C ? D. Se define la categoria E,

cuyos objetos son aquellos objetos de C para los cuales Fy y GG coinciden, y cuyas
flechas son aquellas flechas de C para las cuales F} y G coinciden (si F} y G coinciden
en una flecha, entonces Fy y Gy coinciden en su dominio y codominio).

Se puede comprobar que es una categoria ya que para cualquier objeto A de E,
F(A) = G(A) y F(14) = 1pw) = 1o = G(1a). Ademas, si A —~ B —2+ C en E,
se cumple F(f) = G(f) y F(g) = G(g), luego F(go f) = F(g) o F(f) = G(g) o G(f) =
G(go f).

Se define el funtor E —2~ C por E(A AN B)=A . B dado que E es una
subcategoria de C. Es obvio que F o E = G o E, por definiciéon de E.

E es la subcategoria de C de los objetos y flechas sobre los que F' y G coinciden.
La propiedad universal dice que toda subcategoria de C donde F' y G coincidan, es
también subcategoria de E:

Para ver que se satisface la propiedad universal, sea el funtor X . C tal que

FoY = GoY. Veremos que existe un tnico funtor X YL E tal que FoU =Y. Sea
X un objeto de X. Como F(Y (X)) = G(Y (X)), Y(X) es un objeto de E. Definimos

U(X) = Y(X). Sea ahora X 1. X' € X. Nuevamente F(Y(f)) = G(Y(f)), luego
Y (f) es una flecha de E. Definimos U(f) = Y (f). Obviamente se cumple EoU =Y.
La unicidad es clara, ya que estuvimos obligados a definir U como lo hicimos.

Como conclusion, la categoria Cat tiene ecualizadores y por lo tanto todos los limites.

Colimites en la categoria Cat. Ya vimos que tiene objeto inicial, la categoria O.
También tiene coproductos, que se obtienen haciendo la unién disjunta entre las co-
lecciones de objetos y también la unién disjunta entre las colecciones de flechas de las
categorias participantes; en suma, vista como grafo, juntando los dos grafos sin conectar
uno con el otro.

Ejercicio 233. Definir el coproducto de categorias, comprobar que es una categoria y
que satisface la propiedad que define el coproducto.

También pueden definirse coecualizadores, con ello Cat tiene todos los colimites.
Ejercicio 234. Definir el coecualizador entre dos funtores.

Transformaciones naturales. Veremos que dadas las categorias C y D existe el
exponencial DC. Los objetos de esta categoria seran los funtores de C en D. Una flecha
entre dos funtores sera un operador capaz de transformar (la imagen de) un funtor en
(la imagen de) el otro. Para ello se define la nocion de transformacion natural entre dos
funtores.
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F
Definicion 235. Dadas las categorias C y D, y dos funtores C — D, una trans-
a

formacion natural de F' en G es una familia de flechas n4 indexada por los objetos
A € C tales que para toda B J.cece diagrama

F(B) G(B)
F(f) G(f)
F(C) —— G(O)

conmuta.

Ejemplo 236. Sea el funtor Set 7 . Set que aplicado a un objeto (conjunto) X
devuelve el conjunto de partes P(X), y aplicado a una flecha (funcion) X .y

devuelve la funcion P(X) JLL P(Y) que devuelve la imagen por f de cada subconjunto
de X (X' C X = f[X'] = {f(x) | x € X'}). Esta es la accion del funtor sobre las
flechas, por eso escribimos P(f) = f|_|, y también P(f)(X') = f]X].

Se puede comprobar que P es un funtor: en efecto, P(1x)(X') = 1x[X'] = X’ para
todo X' € P(X). Luego, P(1x) = lp(x). Sean ahora las funciones X Ty 2. Z,
Plgo f)(X') = (g0 FIX] = {9(f(x)) | = € X'} = g[{f(x) | + € X'}] = g[f[X"] para
todo X' € P(X). Luego, P(go f) = g[_] o f_] = P(g) o Pf).

Veamos ahora que hay una transformacion natural del funtor identidad 1getr en el
funtor P. Debemos determinar una familia de flechas (funciones) nx (una funcion para
cada conjunto X ) tales que el diagrama

B P(B)
f f1]
C P(C)

Ule}

conmute para toda B 1. C € Set. Si elegimos nx(z) = {x}, el mismo conmuta ya

que para todo b € B, flns(b)] = f[{b}] = {f(b)} = nc(f(b)). Luego, f[_Jons =nco f.

Ejemplo 237. Sea C una categoria con productos binarios, y sea B € C. Se define el
funtor _x B de C en C: aplicado a un objeto A € C devuelve el objeto AX B, y aplicado
a una flecha A Lo A devuelve la flecha f x 1g. Se puede comprobar fdacilmente que
es un funtor.

Veamos que hay una transformacion natural de este funtor en el funtor identidad 1¢.
Debemos determinar una familia de flechas nx de C, indexada por objetos de C tal que
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el diagrama

AxB—M 4

[ x1p f

A'x B A

nar

conmute para toda A BN € C. La eleccion es obvia: ny = m (observar que en

realidad son diferentes m segin X (y B, que en este estd fijo)). Comprobemos que
conmuta: na o (f X 1g) =m o <fom,m>= fom = fona.

F
Para ver que D€ es una categoria debemos comprobar que dado un funtor C — D
. . : : F,.G,H
existe una transformacion natural identidad F —2» F ; que dados tres funtores C —— D,

F, G v H, y dadas dos transformaciones naturales F —— G y G T H , se pueden
componer, y que la composicion y la identidad tienen las propiedades habituales.

La transformacién natural 1p se obtiene facilmente tomando para cada X € C,,
(1r) x = 1p(x)- El diagrama

1rB)

F(B) F(B)
E(f) F(f)
ﬂC)hw)FW)

conmuta trivialmente.
Para la composicion, de la conmutatividad de los diagramas

F(B) 15, ¢(B) GB) . m(p)
E(f) G(f) G(f) H(f)
F(C) G(C G(C) —— H(C)



71

resulta obvio que

F(B) 1B © B H(B)
F(f) H(f)
F(C) H(C)

e © Mo
también conmuta, por ello se define la composicion (7' on)x = 1y o nx.

Las propiedades de o y 1p se comprueban trivialmente, por lo tanto, D€ es una
categoria. Veremos mas adelante que es la categoria exponencial entre C y D.

Definicion 238. Dados dos funtores F y G en DC, un tsomorfismo natural entre
F y G es un isomorfismo entre ellos en la categoria DC.

Es facil comprobar que F ——~ G es un isomorfismo natural sii para cada X € C,

F(X) %+ G(X) es un isomorfismo en la categoria D.
Ejemplo 239. Sea C una categoria con productos binarios. Se definen los funtores
F(A) = (AxB)xC y F(A SN A') = (fx1p)x1¢g, por un lado, y G(A) = Ax (Bx(C)

yG(A AN A') = f X 1gxc, por el otro. Si se define ng = <my o 71, <y © Ty, M>>, Se€
obtiene el diagrama

es decir,

(Ax B)x C A Ax (BxC)

(f x1p) x 1¢ J X 1pxc
(AAxB)yxC — A" x (BxC()
na

que conmuta para toda flecha A Y € C. Ademds, cada na es un isomorfismo en
C; por ello la transformacion natural es un isomorfismo natural.
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(DECIMOTERCERA CLASE: LA CATEGORIA DC)
Vimos que D€ es una categoria.
Prop 240. Si D tiene productos binarios, entonces DC también.
En efecto, sea D una categoria con productos y F, G objetos de DC (o sea, funtores
de C —— D). Se define H = F x G por H(X) = F(X) x G(X) para todo objeto
X eC,y H(f) = F(f) x G(f). Se puede comprobar que H es un funtor:

dom(H(f)) = dom( x G(f))

= lpx) X lgx)

= lrxxax)
= 1H<X>

H(gof) = F(gof)xG(gof)
= (F(g)o F(f)) x (G(g) o G(f))
= (F(g) x G(g)) o (F(f) x G(f))
= H(g)o H(f)

Veamos ahora que es el producto. Para ello observamos que

YS!

A H(A) = F(A) x G(A) 1~ F(A)
f €cC = H(f) F(f)
B H(B) = F(B) x G(B) 2~ F(B)

i . .
conmuta, luego tenemos H — F, donde II; es la transformacion natural definida por
(IT;) x = m para todo objeto X € C. De la misma forma se obtiene la transformacion

natural H —2 G-
A H(A)=F(A) x G(A) — G(A)

f ceC = H(f) G(f)  conmuta
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. . J .
Resta ver la propiedad universal: sean un funtor C —— D y dos transformaciones
naturales J ——~ F y J 1+ G, es decir, tales que

A J(A) L pea J(A) AL G
f eC = J(f) F(f)y J(f) G(f) conmutan
B J(B) 2. p(B) J(B) . (B

<n,n'>

se define la transformaciéon natural J H por <n,n'>y = <nx,n’x> para todo
objeto X € C. Esta es una transformacion natural:

A J(A) ST ) - FeA) x GA)
f ceC = J(f) H(f) conmuta
B J(B) =157 By — F(B) x G(B)

y es la tinica que hace conmutar el siguiente diagrama de DC:

J
N <>
o
F lH=rxqg>2 ¢
Efectivamente, sea n” tal que
J
A 'I’/,/ ﬁ/
II II
F !H=rxqg2 ¢
conmuta. Para todo X € C
J(X)
A} ,7/)/( 2I:

FX) 2 H(X) = F(X) x G(X) 22 G(X)

de donde por unicidad 7% = <nx,nx> = <n,n'>y. Como esto se cumple para todo
objeto X € C, es decir, la igualdad se da para todos los miembros de la familia,
1’ = <n,n'>. Luego, <n,n'> es unica.
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Ejercicio 241. Lo mismo puede hacerse para los demds limites y colimites.
Ejercicio (posgrado) 242. Si D es CCC, entonces &'DC también?

Definicion 243. Dada una categoria localmente pequena C, y un objeto B € C, se

H B
define el funtor representable contravariante C°P —>Om(*’ )

manera:
» dado un objeto A € C, Hom(A,B)={f€C | A SN B}
g / i H0m<ng)
» dada una flecha A—— A" € C, se define Hom(A', B) —————>
por Hom(g, B)(f) = feg.

Ejercicio 244. Comprobar que Hom(_, B) es un funtor de C°P en Set.

Set de la siguiente

Hom(A, B)

Ejemplo 245. Sea C una categoria localmente pequena, y sean C o4 yC -2+ B

dos de sus flechas. Se definen los funtores representables contravariantes C°P BEH Set
por F(X) = Hom(X,A), G(X) = Hom(X,B) y H(X) = Hom(X,C). Para todo
X € C, definimos H(X) —2+ F(X) x G(X) (observar que esta flecha y el producto
involucrado son en Set) por nx(h) = (f o h,goh). El diagrama

HX) % F(X) x G(X)
H(z) F(z) x G(z)

HY)—— F(Y) xG(Y)
es decir

Hom(X,C) "X Hom(X, A) x Hom(X, B)
Hom(z,C) Hom(z,A) x Hom(z, B)

Hom(Y,C) ™+ Hom(Y, A) x Hom(Y, B)

conmuta para toda flecha X ——Y € C°P (0 sea, Y —— X € C).
En efecto, sea h € Hom(X, (),

ny (Hom(,C)(h)) = ny(ho )
— (fohozgohoz)
= (Hom(z,A) x Hom(z,B))(foh,goh)
= (Hom(z,A) x Hom(z, B))(nx(h))
Luego, ny o Hom(z,C) = (Hom(z,A) x Hom(z, B)) onx y n es una transformacion
natural.
A la luz de la Proposicion 124, una definicion alternativa de producto seria la si-

- f g . . .
guiente: A <—— C' —— B es un diagrama producto sii nx es un isomorfismo natural.
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Ejemplo 246. Sea C una categoria localmente pequena, y sean A, B y C tres de sus
objetos. Sea n un isomorfismo natural, donde

X Hom(X,C) X Hom(X, A) x Hom(X, B)
z € C? — Hom(z,C) Hom(z, A) x Hom(z, B)
Y Hom(Y,C) s Hom(Y, A) x Hom(Y, B)
conmuta. En particular, para h € Hom(X, C) obtenemos el diagrama conmutativo
C Hom(C,C) e, Hom(C, A) x Hom(C, B)
h € Cop Hom(h,C) Hom(h,A) x Hom(h, B)
X Hom(X,C) % Hom(X, A) x Hom(X, B)

Llamemos (f,g) = nc(1le). La conmutatividad de este diagrama implica que
(foh,goh) = (Hom(h,A)x Hom(h,B))(f,g)
= (Hom(h,A) x Hom(h, B))(nc(1¢))
= nx(Hom(h, C)(1c))
= nx(lgoh)
= nx(h)
jEstamos en el caso del ejemplo anterior!
Conclusion: C' es un producto entre A y B sii existe un isomorfismo natural entre
los funtores Hom(X,C) y Hom(X,A) x Hom(X, B). Las proyecciones se obtienen
aplicando el isomorfismo natural a la flecha 1¢.

Ejercicio 247. Hacer un andlisis similar para el exponencial:
1. Asumiendo que C x A——+ B es un exponencial, comprobar que la funcion
px : Hom(X x A, B) — Hom(X,C) definida por ux(f) = f es biyectiva para

todo X € C y su inversa es vx(f) = f=€eo (f x 14).

2. Comprobar el reciproco: si vx es biyectiva para todo X € C, C' x A —“+ Bes
un exponencial (la suryectividad de vy implica la existencia de la transpuesta
mientras que la inyectividad, su unicidad).

3. Comprobar que Hom(_,C) —~ Hom(_ x A, B) es una transformacion natu-
ral, donde nx = vx. Concluir que es un isomorfismo natural.
4. Comprobar que se puede deducir que C' es un objeto exponencial a partir de la

existencia de un isomorfismo natural arbitrario Hom(_,C) —— Hom(_ x A, B).

5. Concluir que C es BA sii existe un iso natural Hom(_,C) —— Hom(_ x A, B).

Ejercicio 248. Hacer un andlisis similar para el coproducto: un C es un coproducto
entre A y B sii existe un isomorfismo natural entre cudles funtores representables?
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(DECIMOCUARTA CLASE: DC ES EL EXPONENCIAL DE Cat)

Lema 249. (Lema Bifuntor) Dadas las categorias A, B y C, y

entonces F' = (Fy, F)
cumplen:

Fo -

A()XBOHCO
F .A1XB1—>Cl

: A X B — C es un funtor siv las siguientes condiciones se

1. F es funtorial en ambos argumentos, es decir, para todo A € A y B € B,

F(A,

):B—=CyF( ,B):A— C son funtores, y

2. F satisface la siguiente regla de intercambio: Dados A —=—~ A € A y
B-L.pe B, el diagrama

(a.8) A0, pa sy
F(a, B) ) F(a, B
R, By EAP) gl gy

conmuta, donde F(A,
Las definiciones de F'(A,

F(A,

)6 )=
F(_, B)(a )

F(A, _)(

(4,
B)(
F(a,

—

B
s
A
B

)Yy F(_,B) sede

)
)
) =
) =

)y F(_,B) apartir de Fy y Fj (y las notaciones utilizadas
en esta prueba) son las obvias:

Demostracion del lema: Asumimos que F es funtor y demostramos las dos condiciones.

Es facil comprobar que F'(A,
dom(F(A, _)(5))

) es funtor:

dom(Fy((14, 5)))

Fo((A,d m(ﬁ())

O
F(A, _)(d
F(A, _)(c
Fi((1a,1p)
Fi(1a,B))
Lry((a,B))
Lra, yB)

Fl((l_Av ﬁ/ o

)
9))
0d(03))
)

)

Fi((1a014,8 00))

F1((1A, 5,) o
Fi((1a,8)) o Fi((14,8))

(14,8))

F(A, ") o F(A, B)

Analogamente para F'(_, B). Por lo tanto, se cumple la primera condicion.

A, B))

1A7 ﬁ))

A, B))

(o, 1))

def F'(A, )
F funtor
def F'(A, )
similar
def FI(A, )
def A x B
F' funtor
def F(A, )
def FI(A, )
def A x B
F funtor
def FI(A, )
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Por otro lado, dada una flecha cualquiera (A, B) (o), (A", B") € A x B se cumple

también la segunda condicion:

F(e, B)oF(A,B) = Fi((e,1p))o Fi((1a,8))  def F(_,B)y F(A,_)
= Fi((a,1p)0(14,0)) F funtor
= Fi((o,3)) def A x B
= F(A,B)oF(a,B) similar

Reciprocamente, asumamos ahora que ambas condiciones se cumplen y demostremos
que F es funtor. Se verifica

dom(Fi((a, 3))) = Fo((A, B)) condicion 2
= Fy((dom(a),dom([3)))
= Fy(dom((a,3))) def A x B
cod(Fi((a, B))) = Folcod((ar, B))) similar
Fi(lap) = Fi((1a,1p)) def A x B
= F(A,1p)o F(14,B) condicion 2
= 1ra,B) ° 1ra,B) condiciéon 1
= lr(an)
Fi((o,3)o(a,8)) = Fi((a/oa, (" 0f)) def A x B
= FA", 3 opB)oF(a'oa,B condicion 2
= F(A",f)oF(A",3)o F(d/,B) o F(a, B) condicion 1
= FA",f)oF(«/,B")o F(A',(3) o F(a, B) condiciéon 2
= F((/,0)) o Fi((c, B)) condicion 2

Esto se expresa en la conmutatividad del diagrama

Fy(A, B)
&
F(a, B) W‘%@)
Fy(A', B) P4, ) Fy(A, B)
F(o', B) F(o/,B)
Fy(A”, B) M). Fy(A”, B M), Fy(A", B")

Prop 250. Dadas las categorias C y D, DCes el objeto exponencial.

Demostracion. Comenzamos demostrando que € : D€ x C — D definida por

«((F,0) = F(C)
a(F— F.Cc—+C")) = F'(y)one (= ner o F(7) por ser n natural)



78

es un funtor. Para ello utilizamos el lema. Claramente €(F, ) es funtorial, ya que

e(F, )(C) = el((F,0C))
— F(0)
e(F,C—+C") = &((1,7))
= F(y)olrq
= F(v)

es decir, e(F, ) = F que es un funtor. Por otro lado,

«(_,O)F) = F(O)

((F —=F.C) = e((n 1))
= F'(lc)one
= lpc)yone
= Tc
es decir, €(_,C') = “seleccionar la componente C' de la transformacion natural”, que

también es funtorial ya que €(1p,C) = (1p)c = lpey vy (' on,C) = (' on)c =

e one = €(n',C) o e(n, C).
Como ademas se cumple que el diagrama

6(7]7 C) =Tc

Eo(F, C) Eo(F,,C)
6:7(
«(F7) = F(7) %3 «(F', ) = F'(3)
EO(F, C/) 6(777 C,) = Ticr EO(F/, C/)

conmuta por naturalidad de 7 y definicién de €, obtenemos por el lema que € = (€, €1)
es un funtor.
En segundo lugar, debemos probar la existencia de la transpuesta. Dado un funtor

X x C —+ D se define X —— D€, Aplicada a un objeto X € X, F(X) es el siguiente
funtor de C — D:
F(X)(C) = F(X,0)
F(X)i(C —— ") = F(X,)

que es un funtor gracias al lema, ya que F(X) = F(X, ). Como F(X) y F(X’)

son funtores de C —— D, dada una flecha X — X' € X, F(7) debe ser una
transformacion natural de F'(X) —— F(X’). La acciéon de F sobre las flechas esta
dada por

FX " X'e = F(X,0) 229 p(x7, 0)
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con lo cual F/(7) es, como pretendiamos, una transformacion natural de F'(X) en F(X'),
ya que por ser F' funtor, la condicion 2 del lema lo garantiza:

- F(T,C):F(T)C

F(X)(C)=F(X,0) F(X',C)=F(X")(C)

FX)(y) = F(X,7) F(X',7) = F(X)()

(7‘, O/) = F(T)C/

F(X)(C") = F(X,C") r F(X' .C") = F(X")(C

La naturalidad de F(7) confirma que efectivamente F es un funtor de X —— DC.
El siguiente paso es comprobar que € o (F' X 1¢) = F:

e((Fx 1e)((X,0)) = el((F(X),0))

I
ESIEST
=5

Q

e(Fx1c)((r7) =

y con ello la igualdad € o (F' x 1g) = F vale.

Para ver unicidad de F, sea X 9. D€ tal que €o (G x1g) =F: X xC — D,
veamos que G = F. Sea X € X, veamos que G(X) y F(X) son el mismo funtor de C
en D. Cuando los aplicamos a un objeto de C:

F(X)(C) = F
= € (GX1C)((X70)))

|
[
s

I
™
J

||
QQ
sks'

Por lo tanto, G(X) y F(X) son el mismo funtor de C en D. Sea ahora X ~—T> X',
veamos que G(7) y F(7) son la misma transformacion natural de G(X) = F(X) en



I
M
—~
—~
@Q
—~

O
= ]-G(X’)(C’) e} G(T)C
= G(1)c

Obteniendo lo que se buscaba G = F.

Ejemplo 251. cl~c. e realidad, es una propiedad general del exponencial: Si C
tiene objeto terminal, entonces para todo B € C, B! existe y B = B.

De todas formas, analizando el caso particular de Cat, un objeto de Cl es un funtor
de 1 —— C, como 1 tiene un solo objeto (*) y la flecha identidad 1., definir ese
funtor F equivale a seleccionar un objeto F(x) de C (y F(1.) obligatoriamente
es 1F(*))-

En Set ocurre lo mismo: hay una correspondencia entre flechas (funciones) de 1 — A
y los elementos de A. Esta correspondencia da lugar a que en todas las categorias con
objeto terminal se interpreten las flechas de 1 — A como “elementos” de A, a pesar de
que uno pueda estar considerando una categoria en que los objetos no tengan elementos.

Ejemplo 252. C2~C". En efecto, como la categoria 2 es A O, definir un

funtor de 2 . c equivale a elegir una flecha F(x) —— F(O) en C, es decir,

un objeto de C~. Una transformacion natural F —— G equivale a dos flechas 0. y no
tales que

F(x) G(*)
F(f) G(f)
FO) 2 @)

que es exactamente la condicion para ser flecha en la categoria C .
Ejercicio 253. Si J es la categoria discreta con dos objetos, entonces cl~cxcC.

Ejemplo 254. Se generaliza: si J es una categoria discreta, entonces ct ~ HjeJ C.

Ejemplo 255. ;Cudles son los objetos de la categoria D€ ? Son funtores de C — D.
Como dijimos que los objetos de una categoria son identificables con los funtores de 1
en ella, también podemos decir que los objetos de D€ son funtores de 1 — DC.

Ejemplo 256. ;Cudles son las flechas de la categoria D€ ? Son transformaciones natu-
rales entre funtores de C en D. Dijimos que las flechas de una categoria pueden identifi-
carse con funtores de 2 en ella. Entonces, las flechas de D€ son funtores de 2 — DC,
o funtores de 1 — (DC)2, o funtores C x 2 — D o funtores C —— D?2.
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(DECIMOQUINTA CLASE: CATEGORIAS FUNTORIALES. FUNTORES FULL Y
FAITHFUL. EQUIVALENCIA ENTRE CATEGORIAS)

Una categoria funtorial es una categoria de la forma DC. En cierta forma, todas las
categorias lo son ya que C = C!. Vimos que C7 = CZ, o sea que C™ es una categoria
funtorial. Vimos que los productos de la forma [],.; C, donde C no depende de i € I,
son categorias funtoriales. Veremos que Graph también es una categoria funtorial.

Ejemplo 257. Si recordamos la definicion 4, un grafo es una cuadrupla G = (N, A, dom, cod)
donde N es un conjunto de nodos, A, un conjunto de aristas o arcos dirigidos, y dom
y cod, funciones de A en N.

Es decir, un grafo consiste de dos conjuntos y dos funciones:

dom

A N

cod

d
Hay una correspondencia directa entre grafos y funtores de x — [ en Set. Lla-

d
memos I a la categoria + —— . El grafo de arriba corresponde al funtor I' —“. Set

definido por G(x) = A, G(O) = N, G(d) = dom y G(c) = cod.

De acuerdo a la definicion 44, un homomorfismo de grafos es un par de funciones
Fo: N — N yF: A— A tal que para toda arista a € A, dom’(Fi(a)) = Fo(dom(a))
y cod (Fi(a)) = Fy(cod(a)). Grificamente, esto equivale a que Fy y F hagan conmutar
los diagramas

F F
A LI A LI
dom dom/’ cod cod’
F F
N 0 . N N 0 . N

En términos de funtores, si ademds de T’ —% . Set tenemos T . Set definido por
G'(x) = A, G'(0) = N, G'(d) = dom y G'(¢) = cod', Fy y Fy hacen conmutar los

diagramas

G(x) G'(x) G(*) G'(x)
G(d) G'(d) G(c) G'(c)
GO) —2- ¢'(O) G(O) G'(O)

Esta propiedad equipara a las funciones Fy y Fy con una transformacion natural n, donde
n. = F1 yno = Fy. Es decir: los grafos son funtores de I' en Set, y los homomorfismos
de grafos, transformaciones naturales entre tales funtores. Luego Graph = Set! y
Graph es una categoria funtorial.
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Ejemplo 258. La categoria Poset cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados
y cuyas flechas son funciones mondtonas, es CCC. En efecto, el objeto terminal es el
poset unitario {x} con el unico orden parcial posible (* < x). El producto cartesiano
de dos posets se obtiene haciendo el producto cartesiano de los conjuntos subyacentes y
tomando el orden entre los pares resultantes, componente a componente. El exponencial
entre dos posets P y () se obtiene considerando el conjunto de funciones mondtonas de
P a Q y tomando como orden entre dos tales funciones, f < g sii f(p) <g g(p) para
todo p € P. En suma, Poset es CCC.

También vimos que un poset P puede ser visto como categoria donde los objetos son
los elementos de P, y una flecha (a lo sumo) entre dos objetos x,y € P expresa que
x <p y. Esto determina un funtor trivial, llamado funtor inclusion I, de Poset en
Cat.

Ahora sabemos que Cat también es CCC. Mds ain, la categoria 1 es en realidad un
poset, jy es el poset 1! O sea que 1(1) = 1. Si consideramos dos posets P y Q, da lo
mismo hacer el producto cartesiano de la manera que acabamos de explicar que hacerlo
utilizando la definicion de producto de categorias. O sea que I(P x Q) = I(P) x 1(Q).

Por dltimo, sean P y Q) posets vistos como categorias (por simplicidad, omitimos I ).
Un funtor F' de P en Q) debe enviar flechas v <p y € P en flechas F(x) <g F(y) €
Q). Luego, ser un tal funtor equivale a ser una funcion mondtona. Dados dos de esos

F

. n y.
funtores P —= @, una transformacion natural F —— G es una familia de flechas de
G

Q indezada por x € P de la forma F(x) BLEN (x) tales que ciertos cuadrados en @

conmutan. Como la conmutatividad en la categoria Q) no me dice nada (sus flechas son
a lo sumo unicas) n solo establece que para todo x € P, F(x) <g G(x). jEsto coincide

con el exponencial entre P y Q en la categoria Poset! O sea que I(QF) = I(Q)'P).

Conclusion: el funtor de inclusion Poset L. Cat preserva la estructura CCC.

Ejercicio 259. Demostrar, como se afirmd en el ejemplo anterior, que el objeto expo-
nencial de la categoria Poset se obtiene tomando las funciones mondtonas ordenadas

punto a punto (f < g sii f(p) <q 9(p)).

Funtores inyectivos, suryectivos, faithful y full. Dada una categoria C, la cate-

goria C + C consiste de dos copias de C. Existe un tnico funtor C + C Y. cC (el
funtor codiagonal) tal que el diagrama

31 (%)

C C+C C

v
® N©
C

conmuta.

El funtor V no es inyectivo. Dado un objeto A € C, V((1,A4)) = A = V((2, A4)).
Dada una flecha A —L+ B € C, V((1,1)) = f = V((2,f)). Pero dados dos objetos
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Ay B de la categoria C + C, la restriccion de V a Hom(A, B) si es inyectiva. A los
funtores que satisfacen esta propiedad se los llama faithful.

Algo similar puede ocurrir con suryectividad. Sea Setg, . Set el funtor inclusion
de la categoria Setg, en la categoria Set. Claramente I no es suryectivo en objetos ni en
flechas. Pero dado un par de objetos (conjuntos finitos) A y B de Setgy, la restriccion
de I a Hom(A, B) es suryectiva. A los funtores que satisfacen esta propiedad se los
llama full.

Definicion 260. Un funtor C . D se dice

» (in/sur)yectivo sobre objetos si Fy : Cy — Dy es (in/sur)yectiva,

» (in/sur)yectivo sobre flechas si Fy : C; — Dy es (in/sur)yectiva,

» (in/sur)yectivo si es (in/sur)yectivo sobre objetos y sobre flechas,

» faithful si para todo A, B € Cy, la restriccion de F' a Homc(A, B), denotada
Fyp: Homc(A, B) — Homp(F(A), F(B)) es inyectiva, y

» full si para todo A, B € Cy, Fap es suryectiva.

Ejercicio 261. ;Qué se puede decir de los funtores 11 y Lo ? 5Son inyectivos, suryectivos,
faithful o full? ;Es [F,G] inyectivo/suryectivo/faithful /full si F y G lo son?

Ejercicio 262. Construir el funtor diagonal C _2.CcxC. s Qué puede decir sobre
él, y sobre los funtores m y m? 5Y sobre<F,G>?

Ejercicio 263. ;Es el funtor codiagonal C + C Y. c full?

Ejercicio 264. ;Cudles de las siguientes combinaciones son posibles para un funtor F'?

1. F es inyectivo sobre objetos pero no sobre flechas.

. F' es inyectivo sobre flechas pero no sobre objetos.

. F' es suryectivo sobre objetos pero no sobre flechas.
. ' es suryectivo sobre flechas pero no sobre objetos
. F es inyectivo sobre flechas pero no es faithful.

. F' es faithful pero no es inyectivo sobre flechas.

. F' es suryectivo sobre flechas pero no es full.

. F es full pero no es suryectivo sobre flechas.

Hom(A, )

CO ~J O U = W N

Ejemplo 265. ;Cudndo es faithful el funtor C Set ? Recordemos que apli-

cado a una flecha B —2— B', se habia definido Hom(A, B) Hom(49), Hom(A, B)
por Hom(A, g)(f) = go f. Que Hom(A, ) sea faithful significa que para todo B y

g
B', y para todo B—= B’, si Hom(A,g) = Hom(A,g') entonces g = ¢'. La igual-

9
dad Hom(A, g) = Hom(A,¢') equivale a Vo € Hom(A,B). gox = ¢ ox. Entonces,

Hom(A, ) es faithful sii para todo B y B', y para todo B :g/: B’ el objeto A satisface
9

(VA—m>B.gox:g’ox):>g:g'

Observar la similaridad con la igualdad extensional de funciones (acd g y g’ son flechas).
Cuando el objeto A satisface esta propiedad se dice que es un generador de C.
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En la categoria Set, por ejemplo, cualquier objeto (salvo el conjunto vacio) es un

Hom(A, )

generador. Por ello, Set Set es faithful para todo conjunto no vacio A.

E
Las categorias C y D son isomorfas (C = D) si existen funtores C =—= D tales que
F

lc =FoFE ylp = FEoF. Con frecuencia uno se encuentra frente a dos categorias que,
sin ser isomorfas, se asemejan lo suficiente como para considerarse equivalentes.

Definicién 266. Las categorias C y D son equivalentes (C ~ D) si existen funtores

E (03
C —— D e isomorfismos naturales lc — F o F y 1p L EoF.
F

Como puede apreciarse, a partir de la definiciéon de isomorfismo entre categorias, la
de equivalencia se obtiene reemplazando (relajando) las igualdades por isomorfismos
naturales. Trivialmente, si C = D entonces C ~ D.

Prop 267. Sea C . Dun funtor full, faithful y “esencialmente suryectivo” sobre los
objetos, es decir, tal que VD € D. 3C € C. D = F(C). Entonces C ~ D.

Ejemplo 268. Consideremos el funtor F' de Setx en Pfn:
= Fo((a, A)) :fA — {a}
= Fi((a,A) — (b, B)) ={(z,y) € f | y # b}.

En el parcial, se demostro que F' es un funtor y se definio un funtor G de Pfn a Setx
tal que F' o G = lpgy- Las categorias no son isomorfas ya que F' no es inyectivo, por
ejemplo: Fy(a,{a}) = {} = Fo(b,{b}). Por ello, Go F # lgetx-

Pero sin embargo Setx ~ Pfn.

Se puede ver que F' es esencialmente suryectivo sobre los objetos. En realidad es mds
que eso, es suryectivo sobre los objetos: sea A € Set, A = Fy((x, AU{x})) para cualquier
x & A.

Ademds, F es full: sean (a,A),(b,B) € Setx y f € Hompm(A —{a}, B —{b}),
definimos f' € Homsget«((a, A), (b, B)) por f' = fU{(x,b) | x € A — dominio(f)} (no
confundir con dom(f) = A —{a}). Se comprueba que Fy(f") = f.

Por dltimo, F es faithful: sean (a, A), (b, B) € Setx y f,g € Homget«((a, A), (b, B))
tales que F1(f) = Fi(g). Seax € A. Como f y g son totales f(x) y g(z) estan definidas.
Debemos demostrar que f(x) = g(x). Si f(x) # b, entonces Fi(f)(x) estd definida y
flz) = Fi(f)(z) = Fi(g)(z) = g(z). Andlogamente, si g(x) # b, g(x) = f(z). El unico
caso que resta es cuando f(x) =b= g(z).

Por la proposicion 267, Setx ~ Pfn.

Ejercicio 269. En el parcial, se definic un funtor G tal que F o G = lpg,. Demostrar
que Setx ~ Pfn de forma directa, comprobando que G o F' = 1gety-
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(DECIMOSEXTA CLASE: CATEGORIAS EQUIVALENTES. EMBEDDING DE YONEDA.)

La clase pasada se formul6 y usé la siguiente

Prop 270. Sea C . Dun funtor full, faithful y “esencialmente suryectivo” sobre los
objetos, es decir, tal que VD € D. 3C € C. D = F(C). Entonces C ~ D.

que a continuaciéon demostraremos.
Demostracion: Como F' es esencialmente suryectivo sobre los objetos, sea Ej : Dy —

Cy tal que VD € D. 38p iso tal que D IR F(Ey(D)). Queremos que (3 sea un

. . ) : h
isomorfismo natural (como los Fp son isos, restaria naturalidad): dada D —— D’ € D,
el diagrama

D pEy(D))
h Bproho 551
DI ()

conmuta. ;Es la flecha 8p o ho 3, la imagen por F' de alguien? Si, porque F es full.
Llamemos F1(h) a ese alguien, que ademas es tnico por ser F' faithful. Reescribimos el
diagrama anterior:

Bp

D F(Eo(D))

h F(E()

D — 2 b (D)
E:(Eo,El)

Es facil comprobar que D C es un funtor.
Ejercicio 271. Probar que E es un funtor.

Demostrado eso, la conmutatividad del diagrama, unida a que las #p eran isos, ex-

presa que 1p N F o E es un isomorfismo natural.
Para hallar a, sea C' € C y consideremos D = F(C) € D. Sabemos que hay un iso

F(C)=D N F(E(D)). Como F es full, existe a¢ tal que F(ac) = Op.
Ejercicio 272. Probar que a¢ es iso.

Este ejercicio es un caso particular del siguiente resultad: si F' es full y faithful y
F(f) es iso entonces

Ejercicio 273. Probar que 1c — E o F es natural.

De donde se concluye que C ~ D.
En realidad el reciproco también vale:
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F (e
Prop 274. Sean C — D tales que lc — EoF y1p L FoE son 1somorfismos
E

naturales. Entonces E y F' son full, faithful y esencialmente suryectivos.

Demostracion: Sea D € D, entonces D £, F(E(D)) iso, o sea, D = F(E(D)),
luego F' es esencialmente suryectivo. Analogamente, E es esencialmente suryectivo.

Sea O L 7 ¢ C, el diagrama

o — 2 BR(O))
f E(F(f))
o — 2 B(R(CY)

conmuta. Por ser « iso, f = ag o E(F(f)) o ac. Si ahora F(f) = F(g) se obtiene
f=ag oE(F(f))oac = ag o E(F(g))oac = g. Luego, F es faithful. Andlogamente,
E es faithful.

Sea ahora F'(C) LN F(C") y f=ag o E(h) o ac. Entonces, los diagramas

ac 0%,

C E(F(C)) C E(F(C))
f E(h)  f E(F(f))
' — 2 B(F(C")) ' —2% B(F(C"))

conmutan (el primero por definicion de f y el segundo por ser 1¢ 2+ EoF ). Por ser
a iso, E(h) = E(F(f)). Como E es faithful, F'(f) = h. Luego, F es full. Anidlogamente,
E es full.

Ejemplo 275. Sea un conjunto I, y consideremos la categoria Set’ cuyos objetos son
familias de conjuntos (A;)ier y cuyas flechas (de (A;)ier en (By)ier) son familias de

funciones (f;)icr tales que Vi € I1.A; LN B;.
Ejercicio 276. ;Por qué la notacion Set' ? ;Es una categoria funtorial?

Consideremos también la categoria Set/I: sus objetos son funciones A A Y Sus
flechas (de A S TenB 2. I) son funciones A " B tales que goh = f.
Se puede comprobar que Set’ ~ Set/I. En efecto, sea Set’ S Set/I definida por

F((Adier) = Sy AT

iel f%

B
~
—~
=k
S——
3
m
~
S—

I



87

ZiEI fi

donde Y, ., Ay = {(t,a) | i€ INa € A}, m((i,a) =1y D e i > icr Bi se
define por (3 ., fi)((i,a)) = (4, fi(a)). Sea ademds Set/I 2, Set! definida por
! 1y
E(A - I) = (f70))ier
E(f—=9) = (W/f(@))ie
donde / es el operador de restriccion de una funcion a un subconjunto del dominio.

Ejercicio 277. ;Es 1g1 = Eo F? jEs 1get)y = F o EY

Para cada A = (A;)ier, sea A fa E(F(A)) definida por B4 = ((Ba)i)icr donde
(Ba)i(a) = (i, ).

Ejercicio 278. Comprobar que A A, E(F(A)), que Ba es un isomorfismo y que [3
es natural.

También para cada A AR I, sea f —L» F(E(f)) (en realidad, apt A— 3. H0)
definida por a(a) = (f(a),a).

Ejercicio 279. Comprobar que f =, F(E(f)), que ay es un isomorfismo y que o es
natural.

La solucion de estos ejercicios establece que lggi1 L EoF Y 1set/r 2+ FoFE
son, isomorfismos naturales. Luego, Set’ ~ Set /1.

Ejercicio 280. Demostrar que Set’ ~ Set/I utilizando la proposicion 267.
Ejercicio 281. ;Se cumple que Set’ = Set /1?7

Ejercicio 282. Demostrar que una transformacion natural es iso sit es una familia de
1s0morfismos.

Ejercicio 283. ;Se cumple lo mismo para transformaciones naturales mono? Una
transformacion natural, ;es mono sii es una familia de monos? ;Y para epi?

Yoneda. Recordemos que dado el objeto C' de una categoria localmente pequena C,
se obtiene el funtor representable covariante Hom(C, ) : C —— Set:

Hom(C, )(X) = Hom(C,X)

Hom(C, )(X 1+ X') = Hom(C,f)
= hw— foh:Hom(C,X) — Hom(C,X’)

que se suele escribir mas brevemente Hom(C, f)(h) = f o h. Si ahora tomamos dos
objetos C, D € C tendremos dos funtores de C —— Set: Hom(C, )y Hom(D, ).

Es mas, dado C' D definimos, para cada X € C una funcion de Hom(D, X) en
Hom(C, X) que manda f en foh. A esta funciéon ya la conocemos y la habiamos de-
notado Hom(h, X): el funtor representable contravariante Hom(_, X) : C°P —— Set
aplicado a la flecha h.

Tenemos, entonces, para cada X € C una funcion Hom(h, X) : Hom(D, X) — Hom(C, X).
Entonces tenemos una familia de funciones indexada por los objetos de C, la denotamos
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Hom(h, ). Si esta familia es una transformacion natural de Hom(D, ) en Hom(C, )
tenemos que k, definido por k(C) = Hom(C, ) es un funtor C°P — SetC.

. . f
Veamos que efectivamente es una transformacion natural: Sea X —— X’

Hom(h, X)

Hom(D, X) Hom(C, X)
Hom(D, f) Hom(C, f)
Hom(p, x7) 20 X)X

conmuta, ya que para todo g € Hom(D, X),

Hom(C, f)(Hom(h, X)(g9)) = Hom(C, f)(goh)
= (goh)of
= go(hof)
= Hom(h,X")(fog)
= Hom(h, X")(Hom(D, f)(g))

Luego, k es un funtor C°P " . SetC. Es contravariante porque lleva una flecha

C —"+ D en una transformacion natural Hom(h, ) : Hom(D, )—— Hom(C, ).
El funtor k es la transpuesta del bifuntor Hom(_, ): C°? x C Set.

Ejercicio 284. Utilizar el lema bifuntor 249 para demostrar que Hom(_ , ) es un
funtor.

También se puede transponer el bifuntor con respecto al otro argumento, obteniendo
ahora un funtor covariante y : C SetC™”:
y(C) = Hom(_,C)
y(C —"+ D) = Hom( ,h)
donde Hom(_, h) es una transformacion natural entre Hom(_,C)y Hom(_, D) defi-
nida por Hom(X, h)(X A C)=hof.

Definiciéon 285. El embedding de Yoneda es el funtor C ——~ SetC™" que lleva
C € C al funtor representable contravariante:

y(C) = Hom(_,C): C°°P — Set

y C T Dala transformacion natural
y(f)=Hom(_,f): Hom(_,C) —— Hom(_,D)
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(DECIMOSEPTIMA CLASE: LEMA DE YONEDA)

Repasemos el embedding de Yoneda.
Dado un objeto B € C, vimos el funtor representable contravariante Hom(_, B) :
C°P —— Set definido por

Hom(_,B)(A) = Hom(A,B
Hom(_,B)(A' 1+ Ac C®) = Hom(_,B)(A—~ A'€C)
= Hom(f,B)
= Hom(A',B) M Hom(A, B)
= h—hof

Es decir que Hom(_, B) es un objeto de la categoria SetC™ . El embedding de Yoneda
y: C—— SetCop, aplicado a un objeto B € C devuelve precisamente dicho objeto
Hom( ,B) de Set®” . Para que este embedding sea un funtor es necesario definirlo
también sobre las flechas B —— B’ € C de forma que de también una flecha de
y(B) = Hom(_,B) en y(B") = Hom(_, B’), es decir, una transformacion natural de
y(B) en y(B'). Es facil comprobar que si definimos y(h)4 = Hom(A,h) = f — ho f,
entonces y(h) es la transformacion natural deseada:

A y(B)(4) LA gy a)
floecr = B y(B))
A y(B)(A) L2 )
| Hom(A, By TNy oa. B
Hom(}, B) Hom(f, B
Hom(a', B) Ay B

cuya conmutatividad es obvia: sea g € Hom(A, B), Hom(f, B")(Hom(A, h)(g)) = ho
go f=Hom(A' h)(Hom(f, B)(g))-

Ejercicio 286. Completar la prueba de que el embedding de Yoneda es un funtor:
comprobar que preserva identidad y composicion.

Lema 287. (Yoneda) Sea C localmente pequena. Para todo objeto C € C y funtor
cor T, Set hay un iso Hom(y(C), F) —=£ F(C) que es natural en C' y en F.
Ademds, ne,r(p) = po(le) y ngp(a)x(h) = F(h)(a).

Observemos que tanto F' como y(C) son funtores de C°P en Set, por lo tanto, son
objetos en la categorfa Set®” y por lo tanto, Hom(y(C), F) tiene sentido, en realidad
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es, Homg_ cor (y(C), F). Tanto Hom(y(C), F) como F(C) son objetos de Set, o sea que
Ne,r es una funcion, que el lema dice que es biyectiva y natural en C'y en F'. Es decir que,
si dejamos por un momento de lado dicha naturalidad, el lema dice que hay exactamente
una transformacion natural del funtor y(C') (es decir, del funtor Hom(_,C)) en F' por
cada elemento de F'(C).

,Cual seria la transformacion natural de Hom(_,C) en F asociada a a € F(C')? Tal

transformacion natural v debe ser una familia de funciones Hom(X, () —— F(X),

una funcion vy para cada X € C°Py = Cy. Sea h € Hom(X, (), debemos definir

vx(h) € F(X). Como F € SetC”” es contravariante, F(C) ), F(X), luego podemos

definir vx(h) = F(h)(a).
Veamos que v es natural: sea X X" e cor (o X' J.xe C), debemos ver
que el diagrama

Vx

Hom(X,C) 22 F(X)

Hom(f,C) F(f)

Uxt

Hom(X',C) — F(X')
conmuta. Sea h € Hom(X, C):

vx'(Hom(f,C)(h)) = vx/(h )f)

[l
5
I

[
23
==

O sea que v es una transformacion natural de Hom(_,C) en F construida a partir de
a € F(C). Por ello, se define UE,IF(G) = v, es decir, nalF(a)X(h) = F(h)(a).
Reciprocamente, dada una transformacion natural Hom(_,C) —~ F se obtiene fa-
cilmente un elemento en F/(C'). Basta con instanciarla en C' mismo: Hom/(C, C') £~ F(C)
obtenemos uc(1¢) € F(C). Por ello, se define ne p(u) = pe(le).
No hay que dejarse enganar por la notacion: hemos definido ner y nE}F pero no
hemos demostrado que son inversas mutuas. Debemos demostrar que ¢, FO775,1F = lr(o)
-1
Y Moy © Ner = Lom(y(C), F)-
Demostrar que 7¢ r o 776,1F = 1p(c) es sencillo:

ner(new(a) = nepla)e(le)
= F(1¢)(a)
i 1F(C)(a
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1 . . . o

C.F -

Para ver que 7 o ¢, conviene observar primero que si y(C') —— F' es transfor
maciéon natural, entonces el diagrama

Hom(C,C) Hfe,

Hom(h,C) F(h)

Hom(X,0) 22t p(x)

conmuta para todo h € Hom(X,C). En particular, obtenemos que F'(h)(uc(1lc)) =
px (Hom(h, C)(1c)) = pux(h).
Observemos entonces: toda € Hom(y(C), F) satisface ux(h) = F(h)(puc(le)).
Ahora si

new(er(u)x(h) = F(h)(ner(w))
= F(h)(uc(le))
= px(h)

Como esto vale para todo X y todo h, 77671F °no.r = Lgom(y(c), F)- Luego, nory 775,1F
son, tal como la notaciéon lo sugiere, inversas mutuas.

Habiendo entendido la biyeccion ne g, resta comprobar su naturalidad, cosa que ha-
biamos decidido dejar momentaneamente de lado. Que n¢ p sea natural en C significa
que para todo par de objetos C, D € C, y toda flecha C . Decer (D L oe C)
el diagrama

|
*;

Hom(y(C), F) ~“+ F(C)

Hom(y(h), F) F(h)

Hom(y(D), F) “2£. p(D)

conmuta. Que 7 p sea natural en F' significa que para todo par de funtores F,G €

Setcop, y toda transformacion natural F —— G el diagrama

Hom(y(C), F) ~“+ F(C)

Hom(y(C), ) oc
Hom(y(D), F) 2%+ (C)

conmuta.
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Para ver la conmutatividad del primer diagrama, sea u € Hom(y(C), F):

np,r(Hom(y(h), F)(1)) np,r(pkoy(h))

np,r(po Hom(_, h))

(up o Hom(D, h))(1p)
pp(Hom (D, h))(1p))
= pup(h)

= F(h)(puc(le))

= F(h)(ncer(p)

Para ver la conmutatividad del segundo diagrama, sea nuevamente p € Hom(y(C), F):

UC,G(HOW(?J(C)aQ)(M)) = HC,G(@OM)
= (acopc)(le)
= ac(pc(le))
= ac(ner(p))

Concluyendo de esta manera la prueba del lema de Yoneda.
Ejercicio 288. Si F' es full y faithfull, entonces F(A) = F(B) implica A = B.

Como el embedding de Yoneda es full y faithful (cosa que demostraremos pronto),

este ejercicio, permite utilizar Yoneda de la siguiente manera: si quiero demostrar que
A = B demuestro y(A) = y(B).

Ejemplo 289. Sea C una categoria cartesiana cerrada. Entonces (AB)C = ABXC,
Demostrar esto usando la definicion de exponencial y de producto puede ser muy

complicado. Gracias a Yoneda, sin embargo, resulta consecuencia de que y((AP)) =
y(AP*C). Para demostrar este isomorfismo, sea X € C:

Y(AP))(X) = Hom(X,(AP)C)
Hom(X x C, AP)
Hom((X x C) x B, A)
Hom(X x (B x (), A)
Hom(X, ABXC)
Y(APC)(X)

Como son isomorfismos en Set significan biyecciones y son faciles de probar porque
conocemos coémo manipular funciones. Para deducir de y((A®)9)(X) = y(AP*C)(X)
que y((AP)) = y(AP*Y) necesitamos ver que cada uno de las ecuaciones anteriores
son ‘naturales”.

Por ejemplo, para la primera ecuaciéon se debe demostrar la conmutatividad del dia-
grama

21111 11 Il

h—eo(hx1c)

X Hom(X, (AB)%) Hom(X x C, AP)

f hihof b ho (f x 1¢)

hl—>60(h><1c)

X' Hom(X', (AP)%) Hom(X' x C, AB)
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que equivale a demostrar eo (h X 1g) o (f x 1¢) =€o ((ho f) x 1¢).

Para la segunda ecuaciéon y para la cuarta, es similar. Por ultimo, para la tercera, se
debe demostrar la conmutatividad de
h +— h o <<y, Ty 0 My>, Ty O My>

Hom((X x C) x B, A) Hom(X x (B x (), A)

h'—>h0((f><1c>><13> hHho(fX1B><C)

h +— h o <<my, Ty O Ty>, T O My>

Hom((X' x C) x B, A)

que equivale a demostrar

Hom(X' x (B x C), A)

ho <71, g O >, M1 O >0 (f X 1B><C) =ho ((f X 10) X 13) 0 <L, g O >, M1 O TTp>
que es sencillo pues
ho<<m,momy> m om>o0 (f X lgxc) = ho<<my,m0me>, T 0me> 0 <f oy, m>
= ho<<fom,myom>,m 0m>
= ho((fx1¢g) X 1p)o<<m,m 0 my>,m O mTy>
usando las ecuaciones que vimos cuando definimos producto.

Ejercicio 290. Demostrar (utilizando el lema de Yoneda), que en toda categoria car-
tesiana cerrada C:

» B'>PB

» (Ax B)Y = A° x B

» 51 C tiene ademds coproductos: (A x B)+ (Ax C)= Ax (B+C).
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(DECIMOCTAVA CLASE: APLICACIONES DE YONEDA)

Prop 291. El embedding de Yoneda C —2~ SetC™” es full y faithful.

Dados C, D € C, debemos comprobar que y restringido a Hom(C, D) es inyectivo
y suryectivo (sobre Hom(y(C),y(D))). Podemos aplicar el lema de Yoneda tomando

F = y(D), eso nos da un isomorfismo Hom(y(C),y(D)) 4’70%»_@)) y(D)(C) = Hom(C, D).

,y(D)
Demostraremos que y (restringido a Hom(C, D)) satisface y = naly(D).

Por el lema de Yoneda, ng}y(D)(a)X(h) =y(D)(h)(a) paraa € y(D)(C) = Hom(C, D)
y h € Hom(X,C). Entonces,

Neymoy(@x(h) = y(D)(h)(a)
= Hm;:(h,D)(a)

Por otro lado, por ser y funtor, y(a) es una transformacion natural de y(C') en y(D),
es decir, y(a) = Hom(_,a) : Hom(_,C) —— Hom(_, D). Para poder aplicarlo a h
seleccionamos la componente correspondiente a X:

yla)x(h) = HO?;Z(Xja)(h)
= Moy (@x(h)

Por lo tanto y(a) = 775,1;,(/3) (a) vy luego, y = 775,2([)) que, por Yoneda, es iso, es decir,
biyectiva. Luego y es full y faithfull.

Observar que y es ademés inyectivo sobre objetos: si y(C) = y(D), entonces 1o €
Hom(C,C) =y(C)(C) =y(D)(C) = Hom(C, D). Entonces, C = D.

iMenos mal! La palabra embedding esta reservada para funtores full y faithful, que
sean inyectivos sobre objetos. Es un alivio haber podido comprobar que no fue un error
llamar a y el embedding de Yoneda.

Una categoria se dice completa si tiene todos los limites pequenios. Demostraremos
que para toda categoria localmente pequena C, la categoria SetC™” es completa. Para
ello, recordemos el concepto de limite.

Ejercicio 292. Alternativamente, demostrarlo en forma directa. Ya vimos que si D
tiene productos binarios, también lo tiene DC. Demostrar que SetC™ tiene objeto ter-
minal y ecualizadores. s Vale en general? Es decir, st D tiene objeto terminal, stambién

lo tiene DC? &y para ecualizadores?

Limites, revisitado. Recordemos que dadas dos categorias J y C

= un diagrama de tipo J en C es un funtor J . c

= un cono a D consiste de un objeto C' € C y una familia de flechas C' Y., D(j)
en C indexada por los objetos j € Jy tal que todos los triangulos formados
por estas flechas con las del diagrama D conmutan: D(«a) o ¢; = ¢; para todo

i ——jeld.
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= los conos forman una categoria Cone(D), donde una flecha h del cono

¢, . .
C ~— D(j) J€dJdo
al cono
;G . .
C D(j) J € Jo
es una flecha ¢ —'~ " € C tal que para todo j € Jg el tridngulo
h
C C’
< G
D(j)

conmuta.
= un limite lim— D(j) para D es un objeto terminal de la categoria Cone(D).
j

Veamos que

Prop 293. El funtor representable covariante Hom(A, ): C —— Set preserva limi-
tes.

Sea D : J —— C un funtor, D' = Hom(A, )o D :J—— Set también lo es.
¢ , , _ Hom(A,c;) ,
Sea C'—— D(j) para j € Jo un cono, también Hom(A,C) ——— D'(j) para

Jj € Jo lo es ya que Hom(A, ) preserva la conmutatividad de los tridangulos del cono
C' —Z~ D(j) por ser un funtor. Por la misma razon, Hom(A, ) es también un funtor

de Cone(D) en Cone(D'). Si L = lim— D(j) existe con proyecciones L —2~ D(j),
j
L' = Hom(A,L) € Cone(D') y L' 5, D'(j) con p}; = Hom(A, p;) que es, por lo ya
explicado, un cono.
Para ver que L’ es el limite de D', sea B _Ji, D'(j) para j € Jy un cono en

Cone(D'), es decir, tal que f; = D'(a)o fi = Hom(A, D(a))o f; para todo i —— j € J.
Como estamos en Set, para cada b € B, f;(b) € D'(j) = Hom(A, D(j)), es decir,
ALY D) e,y £,(0) = Hom(A, D(a))(f:(b)) = D(a) o f(b). Por lo tanto, para
cadabe B, A ELOL D(j) (j € Jp) es un cono en Cone(D) y por ser L el limite, existe
una tnica flecha A —+ [ tal que f;j(b) = p; o hy. Definimos la funcion h : B —— L'
por h(b) = hy. Es claro que es una flecha en Cone(D’): f; = p); o h ya que para todo
be B, pj(h(b)) = pj(he) = Hom(A, p;)(hy) = pj o by = f;(b).

Esto demuestra la existencia de la flecha h del cono B ——+ D' (7) en el cono
J IR D'(j). Para ver unicidad, sea h' : B —— L’ tal que f; = p} o h para todo
J € Jo. Luego, para todo b € B, f;(b) = pj(h'(b)) = Hom(A,p;)(h' (b)) = p; o h'(b).
Por ser L un limite existe una tunica flecha h, que satisface f;(b) = p; o hy, luego
h'(b) = hy = h(b). Por lo tanto, h es tnica.
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Esto finaliza la demostracion de que Hom(A, ) preserva limite. Suele escribirse
Hom(A,lim D(j)) = lim Hom(A, D(j)).
J J
Definicion 294. Una categoria se dice completa si tiene todos los limites pequenos,
es decir, para J categoria pequena.

A continuaciéon demostramos la proposicion

Prop 295. Para toda categoria localmente pequena C, la categoria SetC” es completa.
D

Sea J pequena y J SetC””. El limite de D, si existe, es un objeto de Setcop,

es decir, un funtor:
lim D(j) : C°? — Set
J
Por el lema de Yoneda, si tuviéramos ese funtor, para cada objeto C' € C tendriamos
un isomorfismo natural

(im D(5))(C) = Hom(y(C), lim D(j))
J J
Como el funtor representable covariante preserva limites, tendriamos
Hom(y(C), lim D(j)) = lim Hom(y(C'), D(j)) = lim D(j)(C)
J J J

donde el segundo isomorfismo natural es por aplicar otra vez Yoneda para cada j.
Estos isomorfismos nos indican como definir el funtor

lim D(j) : C°P — Set
J
(lim D(5))(C) = 1im D(5)(C)
J J
Para definir la acciéon del funtor sobre las flechas, debemos conseguir

(1fm D(7))(C "~ €' € ©) : lim D(j)(C’) — 1im D(7)(C)
J J J
Sean
L =1im D(5)(C)
J
L =1im D(5)(C")
J
y sean L —— D(j)(C) y L' 5, D(5)(C") sus respectivos conos. Como D(j) :
C°P — Set es un funtor contravariante, D(j)(f) : D(j)(C") —— D(j)(C). Lue-
go, D(j)(f)oc;: L' — D(j)(C) para todo j. Por ser L limite, existe una tnica flecha

L L tal que D(j)(f) o ¢} = ¢j o hy para todo j. Definimos
lim D()(/) = by

J
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Ejercicio 296. Demostrar que si para todo j € Jo D(j) = D'(j) entonces

lim D(j) = lim D'(j)

J J
sEn qué parte de la prueba anterior hemos usado esto?

Limites, méas abstractamente. Dado el producto de categorias C x J, se define el
2 C’. Para cada

funtor proyeccion C x J —— C. Su transpuesta es el funtor C
C € C, el funtor A(C) : J —— C es el funtor constante C:

A(C)(i) = C
A(C) (i — j) = 1A(C)(a)

Dado C' —— ¢ , A(f) es una transformacion natural de A(C) en A(C"). Estos fun-
tores son constantes C'y C’ respectivamente. Por ello, la transformacién natural es la
constante f, es decir, A(f); = f para todo i € Jj.

Ejercicio 297. Comprobar que A es la transpuesta del funtor primera proyeccion.

Sea ahora un funtor J —— C y una transformacion natural A(C') —— D. Como

A(C)(i) = C, todas las componentes de v tienen la forma: C' — D(i). Por naturalidad,
tenemos ademés

i C D(i)
o eJ = 1 D(Oé)
U
j ¢ ——— D(j)

Una flecha entre dos conos v : A(C) —— D y v/ : A(C') —— D en realidad es
una transformacion natural constante, de la forma A(h) : A(C) — A(C’) tal que el
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diagrama

conmuta. Un limite L = lim— D(j) es un cono v : A(L) — D tal que para todo otro
j
cono V' : A(C) —— D existe un tnico A(h) : A(C) — A(L) tal que v/ = v o A(h).



99

(DECIMONOVENA CLASE: DEFINICION DE ADJUNCION)

Primero vimos la definicién de isomorfismo en general, que para el caso de las catego-
rias dice que dos categorias C y D son isomorfas (C = D) cuando existen dos funtores

F
C._U_’Dtalesque lc=GoFylp=FodG.
Luego vimos una relacion mas relajada: C y D son equivalentes (C ~ D) cuando

F
existen dos funtores C =— D y dos isomorfismos naturales 1c = Go F'y 1p = FoG.
G

Los isomorfismos naturales son los isomorfismos de la categorias exponenciales cC y
DP. Eso explica el uso de = entre funtores para expresar ~ entre categorias.

A continuaciéon vamos por una relaciéon atun mas relajada: la de adjuncion. En reali-
dad, no es una relaciéon entre categorias sino entre funtores, entre los funtores 'y G de
los parrafos anteriores. Funtores adjuntos no son funtores inversos (porque volveriamos
a la relacion = entre categorias), ni los llamados pseudo-inversos (porque volveriamos
a la relacion ~ entre categorias).

Veamos un ejemplo. Consideremos el monoide formado por el conjunto de las palabras
3* sobre un alfabeto dado 3, con la operacién de concatenacion y la cadena vacia
como elemento neutro. A este monoide se lo llama el monoide libre generado por el
conjunto .. Una letra puede ser vista como una cadena de longitud 1, esto determina la
funcion de inclusion ¢ : ¥ —— ¥* definida por i(a) = a (insercion de los generadores).
Son los generadores, ya que toda palabra puede escribirse como concatenacién de los
mismos.

Dado un monoide M y definida una funcién de f : ¥ —— M, hay una tnica ma-
nera de extender f a X* de modo de que dicha extensiéon sea un homomorfismo de
monoides. En efecto, debe cumplir f(ajas...a,—1) = f(a1) - f(az) - ...+ f(a,—1) para
ser homomorfismo.

A continuacién vamos a expresar esta propiedad de los monoides libres categorica-
mente. No es del todo elemental ya que las afirmaciones que hemos hecho mezclan
dos categorias: la de los conjuntos (por ejemplo, cuando decimos que f : ¥ —— M)
y la de los monoides. Afortunadamente conocemos un funtor, el de olvido, que va de

Mon —— Set.

También tenemos el funtor Set —— Mon que devuelve el monoide libremente ge-
nerado por un conjunto: F(X) = X* y F(2 . YY) =F(X) I, F(X') definido por
f*(aray...an—1) = f(ar)f(az)... f(an—1). Es muy facil comprobar que es efectivamente
un funtor. '

La funcion de inclusion mencionada més arriba es una flecha en Set: ¥ —— U(F(X)).
La extension de f se formula asi: dado un monoide M y definida una flecha en Set
AR U(M) existe una tnica F(X) —~ M € Mon tal que U(g) oi = f.

Graficamente:

5>

by

U(F (%))
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y para toda % N U(M) € Set, existe un tnico F(X) —2~ M tal que

FE) —2 + M Mon
o) L9 o e set
(5> 9\
5

conmuta.

Los funtores F' y U no son inversos ni pseudo-inversos mutuos. Pero en algtn sentido
cada uno hace una trabajo contrario al que hace el otro: F' construye un monoide
bastante natural a partir de un conjunto, y U un conjunto muy natural a partir de un
monoide.

Decimos que F'y U forman una adjuncion.

F
Definicion 298. Una adjuncion entre los funtores C —— D es una transformacion
U

natural n : 1o —— U o F' con la siguiente propiedad (llamada la propiedad universal
den): dados C € C, D € D yC AR U(D) existe una tnica F(C) —2— D tal que
f=U(g)onc.

Graficamente:

o — "% UE©)

y para toda C AR U(D) € C, existe un tnico F(C) —— D tal que f = U(g) onc, es
decir, el diagrama

F(C) D €D
viren 29 vy ec
ne X
C

conmuta

Terminologia: F' se llama el adjunto izquierdo de U y U el derecho de F', y n es la
unidad o unit de la adjuncién. Se escribe F' 4 U para decir que F' es el adjunto izquierdo
de U.

Es una generalizacion de la nocién de equivalencia entre categorias (que a su vez es
una generalizacion de la de isomorfismo entre categorias): mas adelante veremos que si

F
C—Dtalesque lc=UoFylp = FoU,entonces FF 4 U.
U
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Una diferencia importante, sin embargo, es que mientras que isomorfismo y equiva-
lencia son relaciones entre categorias, en el caso de adjunciones se trata de una relaciéon
entre los funtores. Lo que interesa es si un cierto funtor tiene adjunto a derecha o a
izquierda, y cual es ese adjunto.

La propiedad universal de n implica que la funcion

¢ : Homp(F(C), D) — Homc(C,U(D))
definida por ¢(g) = U(g) o nc¢ es un isomorfismo.
Esta biyeccion se suele escribir con la siguiente regla bidireccional:
F(C)—D s
C —U(D)
y frecuentemente se omite ¢.

Ejemplo 299. Sea A : C—— C x C el funtor diagonal
AC) = (C,0)
f N (£,5) 1 v
¢ Tiene este funtor adjunto a derecha? ;Cudl seria ese adjunto?
Deberia ser un funtor R : C x C —— C tal que para todo C € C y (X,Y) € Cx C
haya una biyeccion
C — R(X,Y)

es decir,
Homc(C,R(X,Y)) = Homcxc(A(C),(X,Y))
= HOmCXC((Ca C)a (X> Y))
= Homc(C,X) x Homa(C,Y)
Es decir, R(X,Y) = X XY es el adjunto a derecha de A. Escribimos A - X.
Tenemos que definir ng : C —— R(A(C)), es decir, no : C —— C x C. Definimos
ne = <lg, 1lg>. Debemos comprobar que dado C L X XY existe una tnica flecha
(C,C) Untz) (X,Y) tal que el diagrama

CXCMXXY

Ules {

C

conmuta. En efecto, dada C L X XY eisten f1 y fo unicas tales que f = <f1, fo>.
Para ellas se cumple

(fix fa)one = (fi x f2)o<le, 1e>
= <fiolg, faole>
= <f1, o>

= f
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O sea que A tiene adjunto a derecha si y solo si C tiene productos binarios.

Habiamos observado que si F' -+ U entonces
¢ Homp(F(C),D) — Homc(C,U(D))

definida por ¢(g) = U(g) o ne es un isomorfismo. La siguiente proposicion dice que el
mismo es natural.

Prop 300. Si F 4 U, entonces para todo C € C y D € D la funcion ¢c p(g) = U(g)onc
es un isomorfismo ¢c.p : Homp(F(C), D) —— Homc(C,U(D)) que es natural en C
yenD.

La propiedad universal de 7 dice que dado f € Homg(C,U(D)) existe un tunico
g € Homp(F(C), D) tal que f = ¢cp(g). La existencia equivale a suryectividad. La
unicidad equivale a inyectividad. Por lo tanto ¢¢ p es iso.

Para la naturalidad en C', sea h : C' —— C', queremos comprobar que el diagrama

Homp(F(C), D) $op, Home(C,U(D))

Homp(F(h), D) Homg(h,U(D))

Homp(F(C"), D) $oun Home(C",U(D))

conmuta. Sea f : F(C) — D:

Homg(h,U(D))(¢c,p(f)) = Homg(h,U(D))(U(f)onc)
= U(f)oncoh

U(f) o U(F(h)) oner

U(f o F(h))onc

= ¢cp(foF(h))

= ¢c.p(Homp(F(h), D)(f))

Para la naturalidad en D, sea g : D —— D', queremos comprobar que el diagrama

Homp(F(C), D) o, Home(C,U(D))

HomD (F(O), g) HOmC(O7 U(g))

Homp(F(C),D') b,

conmuta. Sea f : F(C) — D:

Homc(C,U(9))(¢c.p(f)) = Ulg) o ¢cp(f)
U(g)oU(f)onc

Ulgo f)onc

= ¢cp(gof)

= ¢c,p(Homp(F(C),9)(f))

Homc(C,U(D"))

Luego, ¢c p es natural en C'y D.
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(VIGESIMA CLASE: ADJUNCIONES, DEFINICION EQUIVALENTE)

El reciproco de la tltima proposicion también vale, dando lugar a una definicién de
la nocién de adjunciéon simétrica en F' 'y U.

Prop 301. Si ¢cp: Homp(F(C), D) — Homc(C,U(D)) es natural en C' y en D,
entonces F' AU con ne = ¢(1pc))-

Sea ¢¢ p una biyeccion ¢cop : Homp(F(C), D) — Homc(C,U(D)) natural en C
y en D. Naturalidad en D es la conmutatividad del diagrama

bc.p

Homp(F(C), D) Homc(C,U(D))

Homp(F(C), g) Home(C,U(g))

Homp(F(C),D") @» Homc(C,U(D"))
que expresa que para todo F(C) l.p_? D', ¢cp(go f) = U(g) o pep(f).
Naturalidad en C' es la conmutatividad de

Homp(F(C), D )ﬂHGmc(C U(D))

Homp(F(h), D) Homeg(h,U(D))

Homp(F(C"), D )@» Home(C',U(D))
que expresa que para todo C’ oL U(D), Yer p(foh)=vep(f)oF(h), donde
wC,D = ¢E‘,1D
Para construir el isomorfismo natural n : 1 —— UoF. Consideremos D = F(C'). La
biyeccion ¢ pcy : Homp(F(C), F(C)) —— Homc(C,U(F(C))) nos permite definir

ne = ¢c,ro)(1 (c>)~
La naturalidad de 7 se expresa por

¢ —L u(r )

¢ — U(F(C)
para toda flecha C —L. €. Para demostrarla veamos que U(F(f))onc =ncr o f

U(F(f))onc = U(F(f)) o ¢CF (1F(C))
= ¢cren(F(f)o 1F(0))
= ¢cren(F(f))
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Resta ver que ¢¢ p(c)(F(f)) = ner o f. Para comprobarlo usamos que ¢¢ p(cr) es una
biyeccion:
Yoren(ero f) = Yerpen(bcren(Lren) o f)

= Yo, ren(0c,ren(lren)) o F(f)

= lpeno F(f)

= F(f)
Resta ver la propiedad universal de n: para todo f : C' —— U(D) existe un tnico
g: F(C)—— D (si: f = ¢cp(g) que al ser biyectiva garantiza existencia y unicidad)
tal que U(g) one = f. Veamos:

U(g)one = U(g) o dcre)(lrc))
= ¢cn(golre)
= ¢c,n(9)
S
La equivalencia entre F' 4 U y la naturalidad de Homp (F(C), D) = Homc(C,U(D))
es muy importante: proporciona una definicién de adjuncion, simétrica en F' y U.

F
Definicion 302. Dados C — D, se dice que F es adjunto izquierdo de U y U adjunto
U

derecho de F' si existe un isomorfismo de Homp(F(C), D)= Homc(C,U(D)) natural
en C' yen D. Se lo sigue denotando F 4 U.

A veces se explicita el isomorfismo natural ¢ : Homp(F(C), D) = Homc(C,U(D)),
y a veces también su inverso ¢ : Homp(F(C),D) = Homc(C,U(D)) : . Ademas
del unit ne = ¢(lpc)) : C —— U(F(C)) esta el dual, counit, ep = ¥(lypy) :
F(U(D)) — D.

Ejercicio 303. Inspirandose en la definicion asimétrica de adjuncion (de la clase pa-
sada), dé otra también asimétrica en la que los roles de F' y de U estén intercambiados.

Veamos que es una relacion mas relajada que la de equivalencia.
F
Prop 304. S: C — D tal que lc 2 Uo F y1lp = FoU, entonces F 1 U.
U

Sean p y v isomorfismos naturales de 1c a U o F' y de 1 a F o U respectivamente.
Es decir, para todo C'y D, C % U(F(C)) y D —2+ F(U(D)) son isos.

Sea F'(C) LN D, para definir ¢¢ p(h) : C — U(D) componemos U(h) : U(F(C)) — U(D)

con uc asi ¢ p(h) = U(h) o pc.
Sabemos que p y v son naturales, es decir, para todo C' EENYG y D —2+ D' los
siguientes diagramas conmutan:

c — ur ) p —"2 F(U(D))

C'——
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Esto deberfa ayudarnos a comprobar que ¢¢ p también es natural. Primero vemos que
¢c.p es natural en C (observar que los funtores Homp(F(_),D) y Home(_,U(D))
son contravariantes:

Homp(F(C), D) $ep, Homc(C,U(D))

Homp(F(f), D) Homg(f,U(D))

Homp(F(C"), D )M Home(C',U(D))

conmuta, ya que para h € Homp(F(C"), D):
Home(f,U(D))(¢cr.p(h))

Homg(f,U(D))(U(h) o pcr)
= U(h)opucrof

U(h) o U(F(f)) o pc

U(ho F(f))ouc

= ¢c,p(ho F(f))

= ¢C,D(H0mD(F(f)aD)(h))

por la naturalidad de ;. Ahora vemos que ¢¢ p es natural en D:

Homp(F(C), D )d’L»Homc(C UD))

HomD(F(C),g) HOmC(C7 U(.g))

bc,pr

Homp(F(C),D’) Homc(C,U(D"))
también conmuta ya que para h € Homp(F(C), D):

Homc(C,U(9))(¢c,p(h)) Home(C,U(g))(U(h) o uc)
U(g) oU(h) o pc
U(goh)opuc

¢c.p(goh)

= ¢CD'(H0mD(F C),9)(h))

Resta ver que ¢¢ p es biyectiva. Sean h,h' € Homp(F(C), D) tales que ¢op(h) =
o¢c.p(h'), es decir, U(h)opuc = U(R') o ue. Como e es iso, U(h) = U(R'). Por lo tanto,
F(U(h)) = F(U(K)). Por ser v natural, los diagramas

Vr(C) VF(C)

F(C) —— FU(F(C))) F(C) —— F(U(F(C)))
h FU®)) % FUMW))
D —"2 . p(U(D)) D —"2 . pU(D))

conmutan. Como vp y Vp(cy son iso, F'(U(h)) = F(U(K')) implica h = A’
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Ejercicio 305. Demostrar que ¢c p es suryectiva.

Sea f € Homc(C,U(D)). Debemos demostrar que existe h € Homp(F(C), D) tal
que f = ¢¢cp(h) = U(h) o puc. Sabemos que f o ug' : U(F(C)) — U(D). Como F'y
U realizan la equivalencia entre C y D, por la proposiciéon 274 son full. En particular,
U lo es, luego existe h € Homp (F(C), D) tal que U(h) = fopug', luego f = U(h) o uc.
Ejemplo 306. Sea C una categoria con productos binarios, sea A € C y consideremos
el funtor  x A:C — C:

(. xA)(X) = XxA

(_ xA)(X—f>Y) = fxly: XxA—Y xA

¢ Tiene adjunto derecho? Deberia ser un funtor U : C —— C tal que haya un isomor-
fismo natural ¢

Homg(X x AY) 2 Home(X,U(Y))
Observamos que U deberia ser

Uuy) = v4

Uy —+2) = gh:vy4— 24
Ejercicio 307. Definir g% y ¢ y completar la prueba de que efectivamente ¢ es un
isomorfismo natural. ;Cudl es la counit?

Concluimos que _ x A+ 4,

|
Ejemplo 308. Sea C —— 1 el unico funtor a la categoria 1. ;Cudndo tiene adjunto
a derecha? U
Deberia ser un objeto 1 —— C de la categoria C tal que haya un iso natural

Homy(1(C),*) =2 Homg(C,U(x))
es decir, entre
Homy (x,%) & Homg(C,U(x))
Para ello, Homc(C,U(x)) debe tener un unico elemento, para cada C € C. Es decir,
U(x) € C debe ser un objeto terminal de C.

Por ello, un adjunto a derecha de ! es un (funtor que devuelve constantemente el
mismo) objeto terminal.

Ejercicio 309. ;Qué seria un adjunto a izquierda del funtor ! del ejemplo anterior?

F
Prop 310. Los adjoints son unicos (salvo isomorfismo). Dado C —= D tales que

UV
FFUyFAV, entonces U =V,

Para todo C e Cy D e D
Homc(C,U(D)) = Homp(F(C),D)
= Homc(C, V(D))

ambos iso naturales. Es decir, y(U(D)) = y(V(D)). Por Yoneda, U(D) = V(D) también
natural en D. Por lo tanto U = V.



107

(VIGESIMOPRIMERA CLASE: MAS EJEMPLOS DE ADJUNCIONES)

La clase pasada vimos algunos ejemplos de adjunciones. Uno de ellos era que el

adjunto a derecha de C —— 1 es el funtor U(x) = 1 donde 1 es el objeto terminal de
C (si existe):

Homy (x,%) = Hom1(!/(C), %) =2 Homc(C,U(x))
Es decir, ! 4 1. Ahora, el funtor !, ;tiene adjunto a izquierda? Para responder la pre-
gunta, hay que encontrar F' tal que

Homy (%,%) = Homq(x,!(D)) = Homy(F (%), D)
hay que elegir F'(x) tal que haya una tnica flecha de F'(x) en D. Tal objeto es el objeto
inicial de C: F(x) = 0. Es decir, 0 L.
También vimos que si se define A : C —— C x C como el funtor diagonal, A - x:
HomCXC(A(C>7 (Xa Y)) = HOmCXC((Ca C)? (Xv Y))
= Homc(C,X) x Homg(C,Y)
= Homc(C,X xY)
Es decir, A - x.
De la misma manera se obtiene + - A:
Homg(X +Y,C) = Home(X,C) x Home(Y,C)
= HomCXC((X, Y), (C, O))
= HomCXC<<X7 Y)7 A(C>)
Acabamos de obtener + 4 A 4 x, donde A : C —— C x C = C2. Se puede

generalizar:

Ejemplo 311. Sea J una categoria y A : C —— C’ el funtor diagonal definido por

AC)G) = C
AC)a) = 1c
Alf); = f

Entonces, el operador de limite y colimite son las adjunciones a derecha e izquierda
respectivamente del funtor A:
lim 4 A - 1lim

Revisando los ejemplos, podemos ver cuales son las units y counits. En el caso de
I'41, el unit es p: 1o — 1lo!, o sea, uc : C —— 1(1(C)) = 1(*) = 1 es la tnica flecha
al objeto terminal. El counit es € :! 0o 1 —— 17, es decir, ¢, : ¥ — % es la flecha 1,,
identidad de .

En el caso de 0 !, el unit es 1 : 11 —— 100, 0 sea, u, : ¥ — %, la identidad de .
El counit es € : 0ol —— 1, 0 sea, ¢ : 0 = 0(x) = 0(!/(C')) —— C es la tnica flecha
desde el objeto inicial.

Para A 4 x,elunit es u : 1 — x0A, es decir, u¢ : C — CxC, pe = <lg, le>.
El counit es € : Ao x —— 1g,, es decir, exy) : (X XY, X xY) — (X,Y), 0 sea,

) , XY XY
as proyecciones €x,y) = (7 ,m " ).

Ejercicio 312. Hallar el unit y counit de la adjuncion + - A.
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Ejercicio 313. Detallar
lim 4 A 4 1im
para el caso de ecualizadores y coecualizadores. Dar el unit y el counit.

Ejercicio 314. ;Qué es en general el unit y el counit de la adjuncion

lim 4 A?

s Qué es en general el unit y el counit de la adjuncion

A 4 lim?

Ejemplo 315. Sean P y ) conjuntos con predrdenes vistos como categorias, y sean
F

P —= Q dos funtores (funciones que preservan sus predrdenes) tales que F - U.
U

Entonces Homg(F(a),x) = Homp(a,U(z)) equivale a F(a) < x < a < U(x), que se
escribe también con la regla bidireccional

F(a) <z

a<Ux)
Se infiere que F(p) es el menor de los x que satisfacen que p < U(z). En efecto, leyendo
la regla de abajo hacia arriba, F(p) < x para todos tales x. Ademds, la unit dice que

hay una flecha p < U(F(p)), por lo tanto F(p) es un tal . De la misma manera, se
obtiene que U(q) es el mayor de los y tales que F(y) < q.

Las adjunciones entre predérdenes se llaman conexiones de Galois.

Ejemplo 316. Un ejemplo particular de conexion de Galois es la inclusion U : 7 — R.
La funcion | | : R —— Z es adjunto izquierdo de U, es decir, [ | 4 U. El unit
pe < U([x]) expresa que x < [z]. El counit ¢; : [U(i)] < i expresa que i < 1.

Ejercicio 317. ;Cudl es el adjunto derecho de U? ;Cudl el unit? sy el counit?
Ejemplo 318. Dada una funcion f : A —— B, hay una adjuncion im(f) - f~1.
im(f)
Tenemos P(A) — P(B) definidos por:
=

im(f)(X € P(A) = {f(z)]zeX}eP(B)
im(f)(X € X') = im(f)(X) Sim(f)(X')
(Y € P(B)) = {z€A| f(z)eY}ePA)

Ay cy) = fFIY)C iy

Debemos comprobar que Homp(py(im(f)(X),Y) = Hompa) (X, f~1(Y)), es decir,
im(f)(X)CY

Xcfiy

~—

que vale claramente.
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Ejemplo 319. Dado un lenguaje de primer orden, sea Form(xy,...,x,_1) el conjunto
de formulas de la logica de primer orden que a lo sumo tienen a xq,...,T,_1 COMO
variables libres. Este conjunto es una categoria con la relacion de consecuencia logica
entre formulas.

Se puede definir la operacion * : Form(zy,...,x,_1) — Form(zy,...,x,) por

*(¢) = ¢
*(oFy) = ok

es el funtor de inclusion, que surge de observar simplemente que si las variables libres
de ¢ se encuentran en xq,...,T,_1, también se encuentran en xi,...,x,.

En el sentido opuesto, sea ahora ¢ € Form(xy,...,x,), si cuantificamos sobre x,,
obtenemos formulas en Form(zy,...,x,—1) ya que la variable x,, deja de estar libre:
Va,.¢, 3x,.0 € Form(xy,. .., Tp1).

Las reglas logicas para los cuantificadores son equivalentes a:

xp 1 € Form(xy,...,x,)
¢ EVr,ap € Form(xy, ..., xn_1)

dr,.0 Y € Form(zy,...,x0-1)
o xp € Form(zy,...,x,)

Estas equivalencias son adjunciones. Tenemos entonces 3 - x 4V.
Ejercicio 320. ;Qué expresan el unit y counit de x 4V? ;Y los de 3 4 % ¢

Asi como tenemos las secuencia 3 4% 4V, y + 4 A 4 x, y 0 ! 41, pueden existir
secuencias de mayor longitud atn.

UV
Ejemplo 321. Se pueden definir cuatro funtores Cat =— Set tales que V4 F 4 U -
F.R

)

R, donde U es el funtor de olvido dado por

UC) = C
U((Fo, F1)) = Fy

Ejercicio 322. Encontrar R : Set —— Cat tal que U 4 R.

Ejercicio 323. Encontrar F' : Set —— Cat tal que F' 4 U. EncontrarV : Cat — Set
tal que V 4 F.

Podemos estirar la secuencia ...V 4 F 4 U - R...7 El siguiente resultado dice que
no:

Prop 324. Los adjuntos derechos preservan limites (RAPL = Right Adjoint Preserve
Limits). Los adjuntos izquierdos preservan colimites.



110

F
Sean C — D tales que F 41U y sea D : J —— D un diagrama tal que h’m«—j— D(j)
U

existe en D. Para todo X € C tenemos:
Homec(X, U(h’mj—, D(3)))

I

Homp(F(X), 11m<—J— D(j))
lim-— Homp(F(X), D;)
hm?— Home(X,U(D;))
Homc (X, hm~ U(D;))

[P

1%

de donde por Yoneda, U(h’mhj— D(j)) = lim?— U(D;).

Por dualidad, adjuntos a izquierda preserva colimites.

Volviendo a la pregunta anterior a la proposicion, podria responderse negativamente
la posibilidad de estirar la secuencia ...V 4 F 4 U 4 R... si se comprueba que R no
preserva colimites y V' no preserva limites.
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(VIGESIMOSEGUNDA CLASE: MONADAS)

Dada una adjunciéon F' 4 U podemos definir un endofuntor C . c porT =UoF.
Por lo que sabemos de adjunciones, hay una transformacién natural

77:10—>T

a la que llamébamos unit. De la transformacion natural (counit) € : F o U —— 1p),
se obtiene epcy @ F(U(F(C))) — F(C), y de ahi, aplicando el funtor U, la flecha
Ulepey) : U(F(U(F(C)))) — U(F(C)), es decir, U(ep(c)) : T(T(C)) — T(C), que

es natural, la escribimos
pw:Tol —T.
. Qué propiedades conocemos de la terna (7,7, 1)? Por empezar, la conmutatividad

del diagrama

T
ToTlTol ——ToT

Hr H

Tor M
donde (T'u)c se define por (Tu)e = T(ue) : T(T(T(C))) —— T(T(C)) y pre por
wro = pre) : T(T(T(C))) — T(T(C)).

En efecto, demostrar la conmutatividad de este diagrama significa demostrar, para
todo C' € C, la igualdad

T

pe o T(pc) = pe o prc)
es decir,
Uler(c)) o U(F(Ulerc)))) = Ulerc)) o Ulerwrc)y)

Para demostrar esta igualdad, primero observamos que por ser ¢ : F' o U —— 1p
natural, el diagrama

FUFU(F(C))) 22D po(p(e))
F(U(GF(C))) GF(C’)
F(U(F(C))) e F(C)

conmuta, es decir, epc) o F(U(epc))) = €r(c) © €rw(r(c))), ¥ si aplicamos U a ambos
miembros obtenemos trivialmente la igualdad deseada.
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Otra propiedad que conocemos sobre (T',n, i) es la conmutatividad del diagrama

nr Tn

T ToT T

4, s

donde, como antes, (1'n)c se define por (T'n)c = T'(nc) : T(C) —— T(T(C)) v nre
por nre = nr(e) : T(C) — T(T(C)).

Demostrar la conmutatividad de este diagrama significa demostrar, para todo C' € C,
las igualdades

pe o nrey = Loy = e o T(ne)
es decir,
Ulere)) o nurey = luwey = Ulere)) o U(F(n0))

Recordemos la definicién del counit ep = vy(p),p(lypy), donde Yympyp = (b&%D),D‘
Entonces,

luipy = duw),nlep)
= Ulep) o nup)
Tomando D = F(C') obtenemos la primera igualdad. La segunda sale del mismo modo:
lrey = Yore)(ne)
= €er(c) ° Fne)

aplicando U a ambos miembros.
La terna (7,7, 1) es una ménada:

Definicion 325. Una monada sobre la categoria C, consiste de un endofuntor T :
C —— C y dos transformaciones naturalesn : 1l —— T ypu:ToT —— T tales que

popr=poTpyponyr=1p=poln.

Las igualdades equivalen a la conmutatividad de los diagramas

T
ToTlT ol ——=ToT

Hr H
ToT T
que expresa que u es asociativa, y
T
r— T
%, NS



113

que expresa que 7 es neutro de u a izquierda y a derecha. Esto explica el uso de la
palabra moénada, por su proximidad con monoide. A la transformacion natural u se la
llama multiplicacion.

Ejemplo 326. En un poset P, una monada es una funcion mondtona T : P —— P.
El unit n dice que v < T(x) y p, que T(T(x)) < T(x), ambas para todo x € P. Esta
dos desigualdades implican que T(T(x)) = T(x), es decir, T es idempotente, el funtor
ToT =T. Un operador idempotente T : P —— P tal que x < T'(z) se llama operador
de clausura.

Un ejemplo es si P = P(R), por ejemplo, y T(A C P) = el menor subconjunto
cerrado de R que contiene a A.

Otro ejemplo es si P = P(X x X) y T(—C P) =5, la clausura transitiva de —, o
T'(—C P) ==, la clausura reflexiva y transitiva de —.

Por ser idempotente, T posee puntos fijos: sus puntos fijos son exactamente los que
estin en la imagen de im(T)(P) de T. Esto permite reconstruir una adjuncion F < U
tal que T'= U o F de la siguiente manera. Sea K = im(T)(P) (el conjunto de puntos
fijos deT) y U : K —— P la inclusion. Sea F': P —— K definida por F(x) =T (x).
Claramente obtenemos T’ = U o F.

Sip < U(k) entonces F(p) < F(U(k)) = k por ser U(k) un punto fijo de T

Si F(p) <k, entonces p < T(p) = U(F(p)) < U(k).

Luego, FF 1 U.

Ejercicio 327. Sea P : Set —— Set el funtor definido por P(X N Y) =im(f) :
P(X) ——PY). Sea nx : X —— P(X) definida por nx(z) = {z} € P(X) y
px : P(P(X)) — P(X) definida por px(a) = Ja € P(X).

Comprobar la naturalidad de n y p, y que (P,{_},J) es una monada.

¢ Proviene esta mdénada de una adjuncion?

Ejercicio 328. Vimos que A 4 X era una adjuncion. Identificar el unit y la multi-
plicacion de la monada x o A. Identificar el significado de la conmutatividad de los
diagramas. Realizar la misma tarea para la monada Ao+, Vox y*od.

F
Ejercicio 329. Lo mismo para la adjuncion F 4 U para Set — Mon.
U

Ejemplo 330. Sea C una categoria con coproducto y objeto terminal. Sea T : C — C
definido por
Te) = C+1
T(C L) = [nofi] C+1—C'+1
El funtor T es una monada. Para ello definimos ne : C —— C 4+ 1 por ng = 11 ¥y
c: (C+1)+1—C+H1 por uc = Loy, ta].
Resta demostrar la naturalidad de n y p y la conmutatividad de los diagramas.

Ejemplo 331. Un caso particular del ejemplo anterior es cuando se considera C = \—,
con un tipo 1 (llamado en algunos lenguajes el tipo unit).

La monada T(C) = C + 1 es una version simplificada de la ménada error que se
utiliza en programacion funcional para programar en presencia de errores sin necesidad
de hacer constantemente explicita la propagacion de errores.
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(VIGESIMOTERCERA CLASE: MONADAS EN LA PROGRAMACION)

Las moénadas en programacion estan muy bien explicadas en numerosos trabajos
cientificos, por ejemplo, “The essence of functional programming” de Philip Wadler
(1992).

En el ejemplo que sigue, usaré la notacion que se obtiene con las moénadas como
las hemos definido, es decir, una ménada es un funtor 7' : C —— C junto a dos
transformaciones naturales n : 1o —— Ty p : ToT —— T tales que ciertos diagramas,
que expresan la asociatividad de la “multiplicacion” p y la “neutralidad” de 7, conmutan.

Las moénadas han sido utilizadas con mucho éxito en programacion funcional para
obtener codigo més reusable. Sigue un ejemplo.

Sea el sencillo lenguaje de expresiones dado por la gramatica

<exp> u= 1 1€ 7
| <exp>+ <exp>
| <exp>—<exp>
| <exp>x<erp>
Si queremos hacer un evaluador en Haskell para este lenguaje, primero escribiriamos el
tipo de estas expresiones

data Exp = Val Integer
| Mas Exp Exp
| Menos Exp Exp
| Por Exp Exp
El evaluador, por supuesto, resulta muy sencillo:
eval :: Exp — Integer
eval (Val i) =i
eval (Mas a b) = eval a + eval b
eval (Menos a b) = eval a - eval b
eval (Por a b) = eval a * eval b
Si mas adelante se quiere extender el lenguaje, es posible descubrir que es necesario
reescribir todo el programa. Por ejemplo, si agregamos al lenguaje la division:

<exp> = ...
| <exp>/<exp>
eso dara lugar a la modificacion correspondiente en la definicion del tipo Exp:
data Exp = ...
| Div Exp Exp
Pero el evaluador no es tan sencillo, si simplemente agragaramos la linea de c6digo
eval (Divab) = eval a ‘div‘ eval b

el programa darfa un runtime error al evaluar, por ejemplo, Div (Val 1) (Val 0). Es
deseable que el evaluador sea robusto (por ejemplo, si se quiere luego agregar algin
mecanismo de manejo de excepciones). Esto si nos lleva a reescribir todo el evaluador.
Sea Maybe el constructor de tipos definido por

data Maybe a = Just a | Nothing
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el evaluador se reescribe como sigue

eval :: Exp — Maybe Integer
eval (Val i) = Just i
eval (Mas a b) = case eval a of
Just x — case eval b of
Just y — Just (x + y)
Nothing — Nothing
Nothing — Nothing

y de manera similar para los casos correspondientes a los constructores Menos y Por.
Para el constructor Div:

eval (Div a b) = case eval a of
Just x — case eval b of
Just y — if y == 0 then Nothing
else Just (x ‘div‘ y)
Nothing — Nothing
Nothing — Nothing

Ahora el evaluador se puede correr incluso sobre expresiones como la del ejemplo ante-
rior, Div (Val 1) (Val 0), en cuyo caso devuelve Nothing, pero por lo menos su ejecucion
no resulta interrumpida por un runtime error.

El resultado es satisfactorio, pero esto nos llevd a reescribir todo el programa. Si
ahora quisiera agregar nuevas expresiones, como por ejemplo, que incluyeran variables,
o la posibilidad de tener efectos laterales como modificacion de la memoria, o entrada
y salida, o no determinismo, etc. cada una de ellas darfa lugar a una modificaciéon de
todo o casi todo el codigo.

Las monadas vienen en nuestra ayuda. En efecto, si observamos el tipo de eval antes
y después del cambio (Integer antes, y Maybe Integer, después) podemos notar que
estamos en presencia de monadas aplicadas a Integer. En el primer caso se trata de la
monada identidad (aplicada a Integer). Y en el segundo se trata de la monada Maybe
(también aplicada a Integer). Dicho sea de paso, la ménada Maybe es simplemente una
representacion en Haskell de la ménada T'(C') = C' + 1 que vimos la clase pasada.

Ejercicio 332. Comprobar que el funtor identidad I : C —— C es una monada.

Vale la pena mencionar que las deméas posibles extensiones mencionadas en el parrafo
anterior también dan lugar a ménadas.

LY para qué sirve esta observacion?

Bueno, si hubiéramos escrito nuestra funcion eval utilizando tnicamente las opera-
ciones de ménadas (el funtor mismo y las transformaciones naturales n y p) al cambiar
una moénada por otra, se podria reutilizar todo, ya que la nueva ménada también tendra
el funtor, n y u.

Volvamos a nuestro ejemplo. Si originalmente hubiéramos definido la ménada identi-
dad asi:

type T'a = a

tz(a—b)—-Ta—Thb
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tf=1»
newa—Ta
na=a

p:T (Ta)—Ta
u tta = tta
y a continuacién hubiéramos escrito el evaluador usando solamente la ménada:

eval :: Exp — T Integer

eval (Vali) =ni

eval Masab) =pu$t (Ax — pu$t (Ay — n (x+y)) (eval b)) (eval a)
eval (Menos ab) = p$t (Ax — 3t (Ay — n (x-y)) (eval b)) (eval a)
eval (Porab) =pu$t (Ax — u$t (Ay — n (x*y)) (eval b)) (eval a)

al agregar division, el cambio necesario se localizaria en redefinir la ménada

type T a = Maybe a

t:(a—b)—-Ta—Th

t f = Ata — case ta of
Just a — Just (f a)
Nothing — Nothing

n:a—Ta
n = Just

p:T(Ta)—Ta
1 tta = case tta of
Just ta — ta
Nothing — Nothing
agregar la constante
div0 :: T a
div0 = Nothing
y la ecuacion correspondiente a la division
eval (Divab) =
wSt(Ax— p$t Ay —if y == 0 then div0 else 7 (x ‘div‘ y)) (eval b)) (eval a)
Este enfoque presenta al menos dos problemas: el cambio en la definicién de la ménada
también requiri6 reescribir codigo y la notaciéon es menos comprensible.

Sobre el primer problema, nos limitamos a mencionar que en la préactica son apenas
unas pocas lineas de codigo que definen los operadores, y muchas lineas de codigo que
los utilizan. Resulta muy conveniente limitar a unas pocas lineas (aquéllas donde se
define la monada) los cambios futuros.

Sobre el segundo problema, es posible utilizar ménadas con una notacién més conve-
niente que la de los operadores t, n y p. En la practica, se define el operador ~ (llamado
“bind”), que puede definirse con los de la monada:
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(w):Ta—(a—Thb)—Th
ta~f=pu$tfta
Con esta notacion, el evaluador resulta

eval :: Exp — T Integer

eval (Vali) = ni

eval (Mas a b) = eval a ~ (Ax — eval b ~ (A\y — 7 (x+y)))

eval (Menos a b) = eval a ~» (Ax — eval b ~» (A\y — 71 (x-y)))

eval (Por a b) = eval a ~» (Ax — eval b ~» (A\y — 7 (x*y)))

eval (Divab) =eval a ~» (Ax — eval b ~» (A\y — if y == 0 then div0 else n (x ‘div‘ y)))

Ejercicio 333. ;Cdmo puede definirse p a partir det, n y ~~?

Ejercicio 334. ;Qué ecuaciones puede derivar de la combinacion de t, n y ~ (dedu-
cibles de la definicion de monada)?

El uso de ménadas se ha difundido lo suficiente como para justificar la inclusion, en
la sintaxis de Haskell, de notacion especial para facilitar su legibilidad:

eval :: Exp — T Integer

eval (Vali) =ni

eval (Mas a b) = do
X «— eval a
y < eval b

n (x+y)

eval (Div a b) = do
x «— eval a
y «— eval b
if y == 0 then div0 else  (x ‘div‘ y)
Ahora podriamos querer agregar variables al lenguaje:

data Exp = ...
| Var String

Esto da lugar a una nueva complicaciéon ya que para evaluar variables necesitamos
consultar su valor en la memoria, para ello la funcién eval deberia recibir un argumento
mas. Aparentemente no queda otra que reescribir todo el codigo de eval ya que ahora
tiene un argumento mas.

Sin embargo, las ménadas nos permiten evitar esa reescritura. Claro que para ello
tenemos que redefinir la ménada

type Mem = String — Maybe Integer
type T a = Mem — Maybe a

t:(a—b)—-Ta—Th

t f = Ata mem — case ta mem of
Just a — Just (f a)
Nothing — Nothing
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n:a—Ta
7 a mem = Just a

p:T (Ta)—Ta

1 tta mem = case tta mem of
Just ta — ta mem
Nothing — Nothing

div0 :: T a
div0 mem = Nothing

consultar :: String — T Integer
consultar v mem = mem v

Todas las lineas del evaluador quedan intactas y se agrega la que corresponde a las
variables:

eval :: Exp — T Integer

eval (Var v) = consultar v

Ejercicio 335. Demostrar que en una categoria con exponenciales, T(C) = C™ es una
monada.

Ahora podriamos querer agregar la posibilidad de modificar variables:
data Exp = ...
| Asig String Exp
Nuevamente redefinimos la ménada

type Mem = String — Maybe Integer
type T a = Mem — (Mem, Maybe a)

t:(a—b)—-Ta—Thb

t f = Ata mem — case ta mem of
(mem?2, Just a) — (mem?2, Just (f a))
(mem2, Nothing) — (mem2, Nothing)

n:a—Ta
n a mem = (mem, Just a)

p:T(Ta)—Ta
i tta mem = case tta mem of
(mem2, Just ta) — ta mem2
(mem2, Nothing) — (mem2,Nothing)

div0 : T a
div0 mem = (mem,Nothing)
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consultar :: String — T Integer
consultar v mem = (mem, mem v)

modificar :: String — Integer — T Integer
modificar v i mem = (mem2, Just i)
where mem?2 w = if v == w then Just i else mem w

Nuevamente, todas las lineas del evaluador quedan intactas y se agrega
eval :: Exp — T Integer

eval (Asig v a) = do
x <« eval a
modificar x

Ejercicio 336. Demostrar que en una categoria con exponenciales, T(C) = (M x C)M
es una monada.

Ejercicio 337. Agregar al lenguaje expresiones de la forma aldb de no determinismo.
El valor de esta expresion es el valor de a o el de b. Se quiere definir eval de modo de
que devuelva ahora una lista de todos los valores posibles de una expresion. Modificar la
mdnada y reescribir las ecuaciones de eval que resulten necesarias (ademds de escribir
la correspondiente al operador OJ).

Una posibilidad es definir type T a = Mem — [(Mem,Maybe a)]. Otra posibilidad es
considerar solo los valores no errdneos: type T a = Mem — [(Mem,a)].

Ejercicio 338. En el lenguaje sin [, considerar expresiones que generan output. Se
agrega la expresion la que genera como output el valor de a y devuelve dicho valor.
Una posibilidad es definir type T a = Mem — (Mem,[Integer], Maybe a).

Ejercicio 339. Ademds de output, agregarle input. La expresion ?v, donde v es una
variable, lee un entero de entrada, se lo asigna a v en la memoria y devuelve dicho valor
como resultado.

Una posibilidad es definir type T a = Mem — [Integer| — (Mem,[Integer|,Maybe a).
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(VIGESIMOCUARTA CLASE: LAS MONADAS SON ADJUNCIONES)

Vimos que toda adjuncion F HU conn:1c — UoF ye: FoU — 1p da lugar
a una moénada (T',n,pu) con T'=Uo F'y pc = Ulepc))-

El reciproco también vale: toda ménada (7,7, u) proviene de una adjuncion F 4 U.
Para ello, el primer paso es la construccion de la categoria D, ausente en la definicién
de la moénada:

Definicién 340. Dada la mdnada (T, n, 1) sobre la categoria C, se define la cate-
goria CT llamada la categoria de Eilenberg-Moore de T. Sus objetos se llaman
T-dlgebras, y son pares (A, ) con a: T(A) —— A € C tales que

A" e Ty 29
{7 a Ha Q
A T(A) A

conmutan. Una flecha h : (A,a) — (B, 8) € C* es una flecha h: A—— B € C tal

que

T(h)

7(4) 7(B)
o 8
A h B

Ejercicio 341. Comprobar que CT es una categoria.

Hay un funtor del olvido obvio de la categoria C” en la categoria C:
U(Aa) = A
U((A,0) =~ (B.8)) = h
También hay un funtor de C en C7:
F(C) = (T(C), ne)
F(C -+ D) = T(h)

Para ver que es un funtor, veamos primero que (T(C), uc) € C7T, es decir, que los
diagramas

() " (1)) rre)) 24l ey
é@ He KT (C) He
Ke
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conmutan. Esto es directo de la definicion de ménada. Por tltimo, hay que ver que toda
h:C —— D € C satisface T'(h) : F(C) — F(D), es decir, el diagrama

rerey) LX) porpy)
j2%; KD
T(h)

T(C) T(D)

conmuta. Esto es claro ya que p: T oT'—— T es natural.

F
Tenemos entonces dos funtores C — C7.
U

Prop 342. Si (T,n, 1) es una monada, entonces F' 4 U es una adjuncion.
Como para todo C' € C,
U(F(C)) = U((T(C), po)) = T(C)
y para todo C' . pe C,
U(F(f) =U(T(f) =T(f)
obtenemos U o F' =Ty por ello, podemos tomar la propia transformacion natural
n:lg——T=UoF

como el unit de la adjuncion.
Sea ahora (A, a) € CT. Por definicion de objeto de C”, el diagrama

rer) 2@ 7

2\ o

o

T(A) A

conmuta. Por definicién de flecha de C*', implica que o : (T(A), pa) — (A, a) € CT.
Como F(U((A,a))) = F(A) = (T(A),ua), tomamos como counit €4,y = a cuya
naturalidad se expresa por el diagrama

(T(A), 11a) — (A, )

FUh) h
(T(B).us) L~ (B.9)

donde F(U(h)) = F(h) = T(h). El diagrama conmuta pues h : (4, a) — (B, 3) € C'.
Luego, € : FoU — 1 es natural.
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Ejercicio 343. Completar la prueba de que F 4 U es una adjuncion.

Ejercicio 344. Para la mdnada identidad I, jcudl es la categoria C'? Identificar F,
U,nye.

Ejercicio 345. Sea C una categoria con coproductos y objeto terminal, y T la monada
error T(C) = C + 1, scudl es la categoria C* ? Identificar F, U, n y €.

Ejercicio 346. Sea C una categoria con exponenciales y T la ménada memoria T'(C) =
CM, scudl es la categoria CT 2 Identificar F, U, n y e.

Ejercicio 347. Sea C una categoria con exponenciales y T la monada estado T(C) =
(M x CYM, scudl es la categoria CT 2 Identificar F, U, 1 y e.

Ejercicio 348. Idéntico ejercicio para las monadas de los ejercicios 327, 328 y 329.

Hemos demostrado que dada una moénada 7' : C —— C existen una categoria D
F
y funtores C .—U_’ D tales que T"= U o F' y F' 4 U. No son tnicos ya que se podria

construir una categoria diferente y los funtores van a resultar necesariamente diferentes.
De hecho hay una categoria, llamada de Kleisli, diferente de C* que también da lugar
a una adjuncion para 7T'.

F
De todas formas, puede demostrarse que si C —= D tal que T' = U o F, entonces
U

existe un funtor de comparacion ® : D —— CT tal que UT o ® = U y ® o F = FT
donde U y FT son los funtores obtenidos de la ménada T usando la categoria C*:

D ® cT D ¢ cT
C C

El funtor ® que satisface esta propiedad es tnico. Dado U, si tiene adjunto F', es
tnico. Si el funtor ® que se obtiene es una equivalencia entre D y C” se dice que U es
monadico. Ejemplos de funtores monéadicos son los que se obtienen como funtores de
olvido de categorias algebraicas: aquéllas categorias que sirven de modelos para teorias
ecuacionales como las de monoide, grupo, etc.

Un ejemplo de funtor U que no es monadico es el de olvido de Poset —— Set.

Ejercicio 349. Demostrar que el adjunto a izquierda F' de U es el funtor que devuelve
el poset discreto. Demostrar que CT con T = U o F es Set y concluir que ® no puede
ser equivalencia.

Definicion 350. una comonada en una categoria C es una monada en la categoria
C°P. Es decir, es un endofuntor G : C —— C junto con dos transformaciones naturales

e: G —1
0:G——Go(d
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tales que
dgod=Gdod
ccod=1g=Geod

Como en el caso de las moénadas, una adjuncion ' 4 U , n: lgc——Uo Fy
€: FolU — 1¢ da lugar a una comoénada (G, ¢, ) donde

G=FoU:D——D
e:G—1
op = F(nup)) : G(D) — G(G(D))
Surge también la nocién de codlgebra correspondiente a una comoénada, y la de funtor
comonadico.
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(VIGESIMOQUINTA CLASE: TIPOS INDUCTIVOS Y COINDUCTIVOS, ALGEBRAS Y
COALGEBRAS)

Podemos definir inductivamente el tipo de los niimeros naturales a través de sus
constructores: 0 : Ny s : N — N. Asi definido, N € Set y 0 y s son funciones (al
constructor 0 se lo puede ver como funcién 0 : 1 — N).

Se puede ver que el tipo definido es el 6bjeto inicial de una categoria de algebras.
Una (0,s)-algebra es un conjunto U € Set junto con dos operaciones Oy : 1 — U
y sy : U — U. Una flecha o (0,s)-morfismo h entre dos (0,s)-algebras (U, 0y, sy) v
(V,0v, sy) es una funcion h : U — V tal que

h(0y) = Oy
h(su(z)) = sv(h(z))

que puede visualizarse como diagramas que conmutan:

h
] ——1 U V
OU OV SU Sy
h h
U V U V

Ejercicio 351. Comprobar que las (0,s)-dlgebras, forman una categoria con los (0,s)-
morfismos.

Ademés, la (0,s)-algebra (N, 0, s) es el objeto inicial de dicha categoria. En efecto,
sea (U, Oy, sy) una (0,s)-algebra, la funciéon h : N — U definida recursivamente por

h0) = 0y
h(s(n)) = su(h(n))

es el tnico (0,s)-morfismo de (N, 0,s) — (U, Oy, sp).

Para obtener mayor generalidad, se puede observar que la existencia de dos funciones
Op : 1 = Uysy:U — U es equivalente a la existencia de una tnica funcién de la
forma [0y, sy] : 1+ U — U. Un (0,s)-morfismo h es una funcion h : U — V tal que el
diagrama

Li+h

1+U 1+V

00, su) [0y, sv]

h

U V

conmuta. Sea el endofuntor Set —— Set definido por
FX) = 14X
FiXx Lev) = Px) 2 ey
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el diagrama queda

FU) F(h)

F(V)

00, su] [0y, sv]

h
U V

Podemos observar que una (0,s)-élgebra (que llamaremos F-algebra de ahora en ade-
lante) se parece a lo que definimos como é&lgebras para una monada la clase pasada
(salvo que en aquel caso se exigian condiciones adicionales relacionadas con la idea de
monada). En efecto, una F-élgebra es un par (A,a) donde A € Set y a: F'(A) — A
y I esta definido por F(X) = 1 + X. Una funcién h : A — B es un morfismo entre
F-algebras (A, ) y (B, ) si

Fa) 2, ppy
o} B
A" p

conmuta.

Como hemos comprobado, (N, [0, s]) es el objeto inicial de esta categoria.

Podemos definir la nocién dual: la de codlgebra. Una F-coélgebra es un par (A, «)
tal que aw : A — F(A), es decir, « : A — 1+ A. Una flecha h entre las F-coalgebras
(A, ) y (B, 3) es una funcion h: A — B tal que

Fa) LW, g
e B
A" p

conmuta. Se verifica también que las F-coalgebras forman una categoria.
Por ejemplo, N es una F'-coalgebra con o : N — 1 + N definida por:

a(0) = wu(*)
a(s(n)) = w(n)

Ejercicio 352. ;Sigue siendo inicial? Fs decir, ses N inicial en la categoria de las
F-codlgebras?

Otro ejemplo de F-codlgebra es el conjunto unitario {co} con a(o0) = t5(0).

Ejercicio 353. ;Se puede ver al conjunto {oc} como una F-dlgebra? ;Puede verse a
{0, 00} como un F-dlgebra, F-codlgebra, ambas o ninguna?



126

Una F-coalgebra particularmente interesante se obtiene definiendo N, = NU{oc} y
v:Ng — 1+ Ny por

v(oo) = 13(00)

Con esta definicion, (N, v) es el objeto terminal de la categoria de las F-coalgebras.
En efecto, sea (A, ) una F-coalgebra, podemos definir inductivamente subconjuntos
A(n) C A para cada n € N como sigue

A0) = {acAfala) = u(x)}
A(s(n)) = {a€ A|3Jd € A(n).a(a) = 1a(d)}

Ejercicio 354. Demostrar que si n # m entonces A(n) N A(m) = {}.

Ahora sea h : A — N, definida por

h(a) = n sia € A(n)
h(a) = o0 siVn € N.a & A(n)

Podemos comprobar que el diagrama

1 h
pyatt 1+N,
(0% 1%

h
A N

Sea a € A(0), entonces

(11 + h)(a(a)) = (1<1;Lh)(al(*))
— ()
= v(h(a))

Sea ahora a € A(s(n)), entonces para algin o’ € A(n),

(I +h)(a(a)) = (11 +h)(e2(d))
— (h(d)
= 12(n)
— u(s(m)
= v(h(a))
Por ltimo, sea a ¢ | J,, A(n). Entonces para algtn o’ € |, A(n),
(I +h)(a(a)) = (11 +h)(e2(d))
= k)

= (o)

= v(h(a))
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Esto demuestra la conmutatividad del diagrama. Para demostrar que (N, /) es objeto
terminal, resta comprobar la unicidad de h. Sea entonces g tal que el diagrama

|
1+A2 79 Ny
(0% 1%
A—9 N,

conmuta. Demostraremos por induccion en n que para todo a € A(n), g(a) = n. Sea
a € A(0), entonces

v(g(a)) = (L1 +g)(a(a))
= (Li+g)(ulx))
= u(*)
= v(0)

de donde se deduce que g(a) = 0 = h(a) porque v es obviamente inyectiva. Sea ahora
a € A(s(n)), entonces para algun a’ € A(n) (para el que asumimos que por hipotesis
inductiva g(a’) = n),

v(g(a)) = (L1 +g)(afa))

= (L +9)(1a(d'))

= 12(g(d’))

= 12(n)

= v(s(n))
de donde nuevamente por inyectividad de v obtenemos g(a) = s(n) = h(a). Esto termina
la prueba de que a € A(n) = g(a) = n. El reciproco también vale: demostremos que
g(a) =n = a € A(n) por induccion en n. Si g(a) = 0,

u(x) = v(0)
= v(g(a))
= (Li+g)(a(a))

de donde a(a) = t1(*), luego a € A(0). A continuacién asumimos que por hipdtesis
inductiva g(a’) =n = o’ € A(n) y sea g(a) = s(n). Entonces

to(n) = v(s(n))
= v(g(a))
= (L +g)(a(a))
= (L +9)(e2(a))
= na(g(d))

de donde g(a') =ny a’ € A(n), luego a € A(s(n)). Conclusion: a € A(n) < g(a) = n.
Por ello, si a € |J,, A(n), la tnica posibilidad que hay es g(a) = oo. Luego, g = h es
tnica y (N, ) es objeto terminal.
Cuando definimos en Haskell

data N=7]SN
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jcual estamos definiendo, N o N7 Por la seméntica del lenguaje, el tipo N que acabamos
de definir incluye objetos infinitos, tales como

inf :: N

inf = S inf

0

infl, inf2 :: N
infl = S inf?2
inf2 = S infl

Por ello, la definicion del tipo N es una definicién coinductiva. En lenguajes no perezosos,
la misma definicion serfa inductiva.

Ejercicio 355. ;FEuziste o : F(Ny) — Ny, tal que Ny, sea un F-dlgebra?

Ejercicio 356. ;Qué define inductivamente data I a = I a? En otras palabras, ;cudl
es el objeto inicial en la categoria de las I-dlgebras para el endofuntor identidad I :
Set — Set? ;qué define coinductivamente? Es decir, ;cudl es el objeto terminal en la
categoria de las I-codlgebras?

Otro ejemplo de tipo definido inductivamente es el de las listas de elementos de un
conjunto X € Set. En este caso los constructores son [ ]| : 1 — ¥* y > : 3 x ¥* — X*,

Ejercicio 357. Sea Fy, : Set — Set definido por Fx(X) =1+ X x X. Demostrar que
{x} con un a apropiado es un Fs-dlgebra. Demostrar que ¥* con un « apropiado es un
Fs.-dlgebra inicial. ;Quién es el Fx-codlgebra terminal? Dada otra Fy-codlgebra (A, o),
definir la unica flecha de la Fs-codlgebra (A.a) en la Fy-codlgebra terminal (no se pide
demostrar que es terminal).

Ejercicio 358. ;Cdmo podria modificar el funtor del ejercicio anterior para obtener
solo los objetos infinitos en la Fx-codlgebra terminal?

Ejercicio 359. Definir un funtor T : Set — Set de modo de que la T-dlgebra inicial
sea el conjunto de drboles binarios. ;Qué se obtiene como T-codlgebra terminal?



