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(UNDECIMA CLASE: EJEMPLOS DE EXPONENCIALES)
Algunos ejemplos de légica y computacion.

Algebras de Heyting. La clase pasada vimos que una algebra de Boole, vista como
categoria, es cartesiana cerrada definiendo b* = —a V b (que también se denota a = b).
En realidad, para ser CCC, no es necesario que un poset sea un algebra de Boole,
alcanza con que sea un algebra de Heyting:

Definicion 224. Un poset es un dlgebra de Heyting si tiene
1. infimos finitos: 1 y p A q,
2. supremos finitos: 0 y pV q.
3. exponenciales: p = q tal que r Ap < q suur <p=q.

El sii del tercer requerimiento dice que tiene exponenciales: que r A p < ¢ implique
r < p = g nos da la transpuesta. Que r < p = ¢ implique rAp < ¢, nos da la evaluacion
tomando r = p = q.

Por lo comprobado la clase pasada, un algebra de Boole es un &lgebra de Heyting.
La inversa no es cierta, pero se puede obtener al menos distributividad:

(rvs)Ap<gq sii rVs<p=gq
sii r<Sp=qys<p=q
si TAp<qysAp<gq
siit (rAp)V(sAp) <gq

— e

De ac4, tomando g = (7 V s) A p obtenemos (r Ap)V (s Ap) < (rVs)Ap. Y tomando
qg=(rAp)V (sAp) obtenemos (rVs)Ap < (rAp)V(sAp).

No todos los reticulados distributivos son algebras de Heyting. Sin embargo, los reti-
culados distributivos completos si lo son.

Definicion 225. Un poset es completo si tiene infimos arbitrarios.

Esto es equivalente a pedir supremos arbitrarios, ya que si tiene los unos tiene también
los otros. Un reticulado, algebra de Heyting o algebra de Boole es completa si lo es como
poset.

Prop 226. Un reticulado completo es un dlgebra de Heyting sii satisface la siguiente
regla de distributividad:
an(\/bi)=\(anb)

Un élgebra de Heyting satisface distributividad, es lo que demostramos un poco mas
arriba (la prueba es muy similar). Reciprocamente, si se define

p=q=\ =
TAp<q
veamos que es un algegra de Heyting comprobando que r Ap < ¢ sii r < p = ¢. Por un
lado tenemos el implica
rAp<q=—r< \/ x
zAp<q
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que vale ya que r pertenece al rango del supremo. Por el otro

r< \/ r=rAp<( \/ T)Ap
xAp<q xAp<q

Por distributividad podemos continuar:

(\ 29ap="\ @ap <\ a=¢

TAp<q TAp<q TAp<q

Esto nos da el segundo implica: si r < p = ¢, entonces r Ap < q .

Como ya vimos, un algebra de Boole es un algebra de Heyting (tomando como hicimos
p=q = —pV q). Pero no toda algebra de Heyting es un algebra de Boole (si se define
—-p = p = 0, como es logico ya que =p = —pV 0 = p = 0, es posible que =—p # p en
un algebra de Heyting).

Logica proposicional intuicionista (IPC). Se define a través de reglas de inferencia,
que establecen cuando la férmula g se deduce de la formula p (se escribe p - ¢). Aca
las formulas son las de la logica proposicional: variables, T, L. pAq,pVqy p = q. La
relacion - se define inductivamente por:

pkFq pkr pEqgAT pl—q/\rc pkEr qkFr 10\/q|—7“6 pVqgtkr

pEgAr “ pkgq pkEr pVqbkr pkEr qgk-r !
pAqET pFqg=r ] . i pkFq qFr
pFqg=r pAqbr pl——l—Z J_I—p‘] pkEp pkEr

La relacion = asi definida establece un preorden sobre el conjunto de férmulas, y por lo
tanto una categoria. Las reglas k (reflexividad) y [ (transitividad) se corresponden con
la flecha identidad y la composicién.

Es una categoria cartesiana cerrada donde T es 1, y las siguiente derivaciones corres-
ponden a las proyecciones

_k  —— k
pAqgEDAg pAquch
pAqtp pAqlq

mientras que la propiedad universal esta dada por la regla a.
Se puede obtener la siguiente derivacion:

p=aFp=q"
(p=a9Aptyq
que corresponde a la flecha evaluacion, mientras que la transpuesta esta dada por la
regla g.
Es un juego interesante intentar obtener otros teoremas del célculo proposicional
intuicionista. Por ejemplo, modus ponens: obtener p - r a partirde p-q¢=rypk ¢

k
pkp qua pFqg=r
pEDPAg pAgkT
pkEr

h
l
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Las siguiente derivaciones dicen que p y T A p son interdeducibles:

k

pI—TZ pf—p]; TApETAD
pETAD TApkEDp
La utilidad de féormulas interdeducibles es que, gracias a la transitividad del -, podemos
reemplazar unas por otras: sip b p', p'Fp, g ¢ v ¢ F q, entonces p - ¢ sii p' F ¢'.
Decimos que una féormula p es derivable cuando T F p lo es.

Ejercicio 227. Comprobar que los axiomas usuales de la conjuncion
= (pAq)=p,
= (pAG) =g,y
=p=q=(pAq)
son derivables.
Estamos asumiendo que = asocia a derecha.

Ejercicio 228. Comprobar que los axiomas usuales de la implicacion

= p=p,
"p=q=p, Y
sp=mg=mr)==gd=mpr

son derivables.

Ejercicio 229. Comprobar que los axiomas usuales de la disyuncion

=p=(pVq),
=qg=(pVq),
= (pVg)=(p=r)=>(@=>r)=>r

son derivables.
Como se trata de un célculo intuicionista, no es posible derivar p VvV (p =1).

IPC y Algebras de Heyting. Existe una correspondencia entre IPC y algebras de
Heyting. Dado un calculo intuicionista £ construido con las conectivas que mencionamos
a partir de un conjunto de variables, con las reglas dadas y tal vez con algunas férmulas
como axiomas, se puede construir el algebra de Heyting HA(L) (llamada algebra de
Lindenbaum-Tarski), cuyos elementos son clases de equivalencia [p] de férmulas :

[p)=lgsipFqyqbtp
Se define un orden parcial entre clases
[p] < lg]stiptq

que esta bien definido por la observacién que hicimos entre féormulas interdeducibles.
Las demas construcciones de un algebra de Heyting no presentan sorpresas:

L = [T]

0 = [1]
pIAlgl = [pAdq]
Vg = [pVd
Pl =1ladl = [p=d
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Ejercicio 230. Comprobar que A\, V y = estdn bien definidas.
Una formula p es derivable en L sii [p] = 1, de donde se obtiene
Prop 231. IPC es completo con respecto a los modelos en dlgebras de Heyting.
En efecto, sea p una férmula verdadera en todas las algebras de Heyting. En parti-

cular, p es verdadera en HA(L). Luegop=1en HA(L) y T F p.

Calculo lambda. La correspondencia entre algebras de Heyting y la logica propo-
sicional intuicionista es un caso particular de una correspondencia més general entre
categorias cartesianas cerradas y calculo lambda.

Recordemos la definicion de célculo lambda:

= Tipos
A, B = ciertos tipos bésicos | A— B | Ax B | ...
» Términos
M,N == c|lv|MN | M| (M,N)| fst(M) | snd(M) | ...

» Ecuaciones (ademéas de renombre de variables ligadas, reflexividad, simetria,
transitividad y congruencias)

(Ax. M) N M[N/x]
. Mz = M si x no esté libre en M
fst(M,N)) = M
snd((M,N)) N
(fst(M), snd(M))

|
=

A partir de éste calculo, obtuvimos una categoria:

= objetos = tipos

» flechas de A a B = clases de equivalencia de términos cerrados de tipo A — B
» 14 = Az.z (con z: A)

s« MoN=Xx.M (N x)

Luego definimos

T = Anyt(y)a
. 1, = Ay.snd(y), v
» <M,N>=Xe. (M z,N x)

que como demostramos determinan un producto en esa categoria. También se puede
determinar un objeto exponencial:

IBA:A—>B,

= € = A\p. [st(p) snd(p), y
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Se puede comprobar facilmente que el diagrama del exponencial conmuta:

co(Fx1y) = co<fom,m>
= Az. € (<fom,m> x)
Az. e (f (m x),m @) B
Az. fst((f (m1 @), m2 x)) snd((f (m1 @), 72 x))
Az. [ (m x) (72 @)
Az [ (fst(x)) (snd())
= Az jz (fst(z),snd(z))

8

8

8
—

= M. fx
Para demostar unicidad, sea g que también hace conmutar el diagrama. Reiterando los
pasos anteriores, asumir la conmutatividad del diagrama equivale a asumir la ecuacién

Az. g (fst(x)) (snd(x)) = Ax. f (fst(x), snd(x))

que implica, para z y x

(Az. g (fst(x)) (snd(x))) (z,2) = (Az. [ (fst(x), snd(x))) (2, 2)

que equivale a

g (fst((z,2))) (snd((z,x))) = f (fst(z, ), snd(z,x))

y esto a su vez a
gzx=f(z2)
y esto a
AzAx. gz x = Az x. f (2,2)

y finalmente, a
g=Azxz. f (z,2)
que equivale a g = f
Por lo tanto, A— es una CCC.

La categoria A— y CCCs. Llamemos a un conjunto de tipos y términos basicos junto
con sus ecuaciones una teoria en el calculo lambda. Asi como antes construimos HA(L)
a partir de un célculo proposicional intuicionista £, se puede construir una categoria
cartesiana cerrada C(7) a partir una teoria 7.

Sea una categoria cartesiana cerrada C. A cada tipo X se le debe asignar un objeto
[X] de C, y a cada término M : A — B, una flecha [M] de [A] — [B]. Una vez hecha

para los tipos y términos basicos, para los demas se explota que C es CCC:
[AxB] = [A]x[B]
[B4] = [B]"

[<f.>] = </ [ol>

También se requiere que todas las ecuaciones de 7 sean satisfechas: sia=b: A — B
vale en 7', entonces [a] = [b] : [A] — [B] debe valer en C.
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Por ejemplo, sea 7 la teoria que consiste de un tipo basico X y dos términos u : X
ym: X x X — X con las ecuaciones
= m (u,x) =z,
»m (r,u) =2,y
wm (x,m (y,z)) =m (m (x,y), 2)
es decir, las mismas que definen un monoide. Un modelo de 7 sera una CCC C con un

objeto M equipado con flechas 1 Iy y M x M Iy tales que el diagrama

<m0y, <fp O Ty, Ma>>

(M x M) x M M x (M x M)
[m] x 1ar 1y % [m]
M x M M x M

% K
M

que expresa asociatividad, conmute, y que el diagrama

1
YA D Tl VA Y
7
<las, [u]> & [m]
M x M

[m]

que expresa que [u] sea neutro, conmute.

Prop 232. Para toda teoria T en el cdlculo lambda, y todos términos a,b € T, la
ecuacion a = b puede deducirse en la teoria sii en todos los modelos de T en CCCs,
[a] = [0].
Conclusiéon. Hay un parecido entre el calculo lambda e IPC, por un lado, y CCC y
algebras de Heyting por el otro. El parecido consiste en ignorar el nimero de flechas
y pensar que entre dos objetos puede haber a lo sumo una. Asi, si del calculo lambda
suprimimos la posible multiplicidad de flechas (atendemos sélo la existencia de un tér-
mino del tipo apropiado, pero sin importar cuales son los términos, pretendiendo que
es a lo sumo uno) obtenemos un calculo equivalente a IPC. También si de una CCC,
suprimimos dicha posible multiplicidad, obtenemos un algebra de Heyting. Por ello, que
una algebra de Heyting sea modelo de IPC es un caso particular de que una CCC sea
modelo del célculo lambda.

La correspondencia que estamos observando es un ejemplode un fenémeno que se
conoce como correspondencia o isomorfismo de Curry-Howard.



