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(VIGESIMA CLASE: ADJUNCIONES, DEFINICION EQUIVALENTE)

El reciproco de la tltima proposicién también vale, dando lugar a una definiciéon de
la nocién de adjunciéon simétrica en F'y U.

Prop 301. Si ¢cp: Homp(F(C),D) —— Homc(C,U(D)) es natural en C y en D,
entonces F' AU con ne = ¢(1pc)).

Sea ¢ p una biyeccion ¢cp : Homp(F(C), D) — Homc(C,U(D)) natural en C
y en D. Naturalidad en D es la conmutatividad del diagrama

Homp(F(C), D) $ob, Home(C,U(D))

Homp(F(C), g) Homc(C,U(9))

Homp(F(C), D' $a; Home(C,U(D"))

que expresa que para todo F'(C') T .p_¢ D', ¢cp(go f) = Ulg) o pon(f).
Naturalidad en C' es la conmutatividad de

Homp(F(C), D) $on, Home(C,U(D))

Homp(F(h), D) Homg(h,U(D))

Homp(F(C"), D) $op Homg(C",U(D))
que expresa que para todo C” oL U(D), Yo p(foh)=1vcp(f)oF(h), donde
vep = bep-

Para construir el isomorfismo natural n : 1 —— UoF. Consideremos D = F'(C). La
biyeccion ¢c pey : Homp(F(C), F(C)) —— Homc(C,U(F(C))) nos permite definir
ne = éorc)(1rc))-

La naturalidad de n se expresa por

Ule;

¢ U(F(C))

f U(F(f))

¢ — U(F(C)
para toda flecha C' —L. €. Para demostrarla veamos que U(F(f))onc =mncr o f

UF(f)onc = U(F(f)) o dcrey(lrc))
bo.rcry(F(f) o 1rc))
= ooren(F(f))
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Resta ver que ¢¢ pc)(F(f)) = ner o f. Para comprobarlo usamos que ¢¢ p(cr) es una
biyeccion:
Yoreny(mer o f) = Yorey(bo ren(lrery) o f)

= Yo pen(berrien(Lreny)) o F(f)

= lpeno F(f)

= F(f)
Resta ver la propiedad universal de 7: para todo f : C' —— U(D) existe un tnico
g: F(C)—— D (si: f = ¢cp(g) que al ser biyectiva garantiza existencia y unicidad)
tal que U(g) o ne = f. Veamos:

U(g)onc = Ulg) o dc.rc)(lrc))
= ¢cp(g901r@)
= ¢c.n(9)
= f
La equivalencia entre F' - U y la naturalidad de Homp (F(C'), D) = Homc(C,U(D))
es muy importante: proporciona una definicién de adjunciéon, simétrica en F'y U.

F
Definiciéon 302. Dados C —= D, se dice que F' es adjunto izquierdo de U y U adjunto
U

derecho de F' si existe un isomorfismo de Homp(F(C), D) = Homc(C,U(D)) natural
en C' y en D. Se lo sigue denotando F' 4 U.

A veces se explicita el isomorfismo natural ¢ : Homp (F(C), D) = Homc(C,U(D)),
y a veces también su inverso ¢ : Homp(F(C),D) = Homc(C,U(D)) : ¢. Ademés
del unit ne = ¢(lpc)) : € —— U(F(C)) esta el dual, counit, ep = ¥(lymy) :
F(U(D)) — D.

Ejercicio 303. Inspirandose en la definicion asimétrica de adjuncion (de la clase pa-
sada), dé otra también asimétrica en la que los roles de F' y de U estén intercambiados.

Veamos que es una relaciéon més relajada que la de equivalencia.
F
Prop 304. i C — D tal que lc =2 Uo F y1lp = FoU, entonces F 1 U.
U

Sean p y v isomorfismos naturales de 1c a U o F' y de 1 a F' o U respectivamente.
Es decir, para todo C'y D, C % U(F(C)) y D =2+ F(U(D)) son isos.

Sea F'(C) =, D, para definir ¢¢ p(h) : C — U(D) componemos U(h) : U(F(C)) — U(D)

con pc ast go,p(h) = U(h) o pe.
Sabemos que p y v son naturales, es decir, para todo C' A y D —2+ D' los
siguientes diagramas conmutan:

o "y ) D — "2 pU(D))
f U(E(f)) g F(U(9))
o — Ly ey D — 2L pu (D))
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Esto deberfa ayudarnos a comprobar que ¢¢ p también es natural. Primero vemos que
¢c.p es natural en C' (observar que los funtores Homp(F(_), D) y Homc(_,U(D))
son contravariantes:

Homp(F(C), D) $op, Homc(C,U(D))

Homp(F(f), D) Home(f,U(D))

Homp(F(C"), D) b0

conmuta, ya que para h € Homp(F(C"), D):
Homc(f, U(D))(¢cr,p(h))

(¢, U(D))

Homc/(f,U(D))(U(h) o pcr)
U(h) o pcro f

U(h) o U(F([)) o pc

U(ho F(f)) o pc

pc.p(ho F(f))

¢c,p(Homp (F(f), D)(h))

por la naturalidad de p. Ahora vemos que ¢¢ p es natural en D:

Homp(F(C), D) 252 Home(C,U(D))

Homp(F(C), g) Homc(C,U(g))

Homp(F(C),D") @» Homg(C,U(D"))

también conmuta ya que para h € Homp(F(C), D):

Homc(C,U(g))(¢cp(h)) Homc(C,U(g))(U(h) o pc)
U(g) o U(h) o pc
U(goh)opuc

bo.pr(goh)

= ¢CD’(H0mD(F ), 9)(h))

Resta ver que ¢¢c p es biyectiva. Sean h,h' € Homp(F(C),D) tales que ¢op(h) =
dcp(h'), es decir, U(h)opuc = U(R')ouc. Como pe es iso, U(h) = U(R'). Por lo tanto,
F(U(h)) = F(U(R')). Por ser v natural, los diagramas

VF(©) VF(©)

F(C) —— F(U(F(C))) F(C) —— F(U(F(C)))

h F(U(R)) B FUR))

VD Vp

D FU(D)) D F(U(D))
conmutan. Como vp y vp(cy son iso, F(U(h)) = F(U(R')) implica h = K.
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Ejercicio 305. Demostrar que ¢c,p es suryectiva.

Sea f € Homc(C,U(D)). Debemos demostrar que existe h € Homp(F(C), D) tal
que f = ¢op(h) = U(h) o uc. Sabemos que f o ug' : U(F(C)) — U(D). Como F'y
U realizan la equivalencia entre C y D, por la proposicion 274 son full. En particular,
U lo es, luego existe h € Homp (F(C), D) tal que U(h) = fopug', luego f = U(h) o uc.
Ejemplo 306. Sea C una categoria con productos binarios, sea A € C y consideremos
el funtor  x A:C—— C:

( xA)X) = XxA

(_ ><A)(X—f>Y) = fxly: XxA—Y xA

¢ Tiene adjunto derecho? Deberia ser un funtor U : C —— C tal que haya un isomor-
fismo natural ¢

Homeg(X x A,Y) = Home(X,U(Y))
Observamos que U deberia ser

uy) = v4

Uy —“+2) = gh:v4A— 24
Ejercicio 307. Definir ¢* y ¢ y completar la prueba de que efectivamente ¢ es un
isomorfismo natural. ;Cudl es la counit?

Concluimos que  x A 4.

Ejemplo 308. Sea C 1+ 1 el 4inico funtor a la categoria 1. ;Cudndo tiene adjunto
a derecha? U
Deberia ser un objeto 1 —— C de la categoria C tal que haya un iso natural
Homy(1(C), *) &2 Homc(C,U(%))
es decir, entre
Homy (%, %) &2 Homg(C,U(%))
Para ello, Homc(C,U(%)) debe tener un unico elemento, para cada C € C. Es decir,
U(x) € C debe ser un objeto terminal de C.

Por ello, un adjunto a derecha de ! es un (funtor que devuelve constantemente el
mismo) objeto terminal.

Ejercicio 309. ;Qué seria un adjunto a izquierda del funtor ! del ejemplo anterior?

F

Prop 310. Los adjoints son unicos (salvo isomorfismo). Dado C —= D tales que
UV

FHUyF AV, entoncesU = V.

Paratodo C e Cy D e D
Homc(C,U(D)) Homp(F(C), D)

Homc(C,V (D))

ambos iso naturales. Es decir, y(U(D)) = y(V(D)). Por Yoneda, U(D) = V(D) también

natural en D. Por lo tanto U = V.
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