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(OCTAVA CLASE : CATEGORIAS DE FLECHAS. FUNTORES REPRESENTABLES Y
OTROS

Categorias de diagramas. A continuacion, un ejemplo de construcciéon de una cate-
goria a partir de otra. Dada una categoria C, se construye otra en la que los objetos
son diagramas de C.

Ejemplo 165. Dada una categoria C y dos objetos A y B, se puede formar la categoria
C/AB cuyos objetos son diagramas de la forma

C

Una flecha h € C/AB entre dos objetos (diagramas)

C C’
/ \6\ h / \6/\
A A B

B

es una flecha C ¢ dela categoria original C tal que el diagrama

de la categoria original C conmuta.

Formalmente, podriamos definir C/AB como sigue:

(C/AB)y ={(a,b) | a,b € C; Adom(a) = dom(b) A cod(a) = A A cod(b) = B},
C/AB((a,b), (a',V)) = {h € C(dom(a),dom(a’)) | a=a"ochAb=1V oh},

la, composicion de C/AB es la de C,

la identidad de C/AB es la de C.

Ejercicio 166. Comprobar que para toda categoria C y todo par de objetos A y B de
C, C/AB es una categoria.
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Un objeto terminal de la categoria C /AB es un objeto (diagrama de C)

tal que para todo otro obJeto (diagrama de C)
/ X
A B

existe una tnica flecha h de este ltimo objeto en el anterior. En términos de la categoria
C, una tunica flecha h que haga conmutar el diagrama

Cl
\ Cf/
" h
AL b g

Es decir, el diagrama

A

es un objeto terminal de C/AB sii dicho diagrama es el producto (en C) de Ay B.

dom

Ejemplo 167. Se puede definir un funtor C/AB —— C por
» domy((a,b)) = dom(a) (que es igual a dom(b)), y
» dom;(h) =h

Ejercicio 168. Demostrar que dom es un funtor.

Categorias de flechas. A continuacién algunos ejemplos de categorias donde los ob-
jetos son flechas de una categoria dada C.

Definicion 169. Dada una categoria C y un objeto C' € Cy, se define la categoria
slice de C sobre C, C/C cuyos objetos son flechas que tienen como codominio al objeto
C. Mds precisamente,

= (C/C)o ={f € Cilcod(f) = C}.
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w Sean [ y f' objetos de esta categoria (es decir, X SEANYG y X' L C estan

en C). Entonces, g es una flecha de f a f' en la categoria C/C si X A ¢
y f = f'og, es decir, si el siguiente diagrama conmuta

9

X X'
- \
C
Es decir, los objetos de C/C' son flechas f de C de la pinta
X
f
C
y las flechas g de C/C"
X X’
g
f f
C C
son también flechas X —+ X’ de C tales que el diagrama
X g X'
- \
C

de C conmuta.

Ejercicio 170. Comprobar que C/C' es una categoria, definiendo composicion e iden-
tidad adecuadamente.

Ejercicio 171. Sea C una categoria con objeto terminal. ;Qué puede decir de C/17
Ejercicio 172. ;Cudl es el objeto teminal de la categoria C/C?

Ejercicio 173. Demostrar que los productos de la categoria C/C' son pullbacks de la
categoria C.

Ejemplo 174. Sea P un poset visto como categoria y sea p € P. Entonces, P/p =| (p),
donde | (p) es el ideal principal | (p) = {q €P | ¢ < p}.
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Ejercicio 175. Definir andlogamente la categoria coslice de C bajo C, C/C donde
los objetos ahora son flechas C A X, yuna flecha de f en [’ debe satisfacer hof = f'.

Ejercicio 176. Otra alternativa es definir la categoria coslice C/C utilizando la cate-
goria slice C/C y el operador de categoria opuesta.

Ejercicio 177. Demostrar que 1/Set = Setx.

Ejemplo 178. Se puede definir un funtor C/C dom por
= domy(f) = dom(f), y
= dom;,(g) =g

Ejemplo 179. Se puede definir un funtor C'/C e por

= cod(f) = cod(f), y
n codl(g) =g

Ejercicio 180. Comprobar que dom y cod son funtores.

Definiciéon 181. Dada una categoria C se define la categoria flecha C_, cuyos objetos
son flechas de C. Mds precisamente,

L] (CH)O = Cl- )
= C_(f.f) ={(g.9) | dom(f) =" dom(f")Acod(f) =" cod(f')\f'og = g'of}.
Es decir, f L) f! sii el diagrama
A—2 .
f I
A p B’
g

de C conmuta.

Ejercicio 182. Comprobar que C_, es una categoria.

cod

Ejercicio 183. Definir los funtores C Jom C. C.

Ejercicio 184. Es esto un diagrama producto?

Funtores. En su momento definimos funtores y vimos algunos ejemplos, principalmen-
te el funtor de olvido y los tinicos funtores que convierten a la categoria 0 y 1 en objetos
inicial y terminal de la categoria Cat. También se mencioné que el producto cartesiano
de categorias satisface la definiciéon de producto definida categéricamente, dando lugar
a los funtores 7 y 7y de la categoria C x D en C y D respectivamente, y por supuesto

el funtor X <FG> C x D asociado a los funtores X —— C y X “. D

Para algunas categorias de flechas (o diagramas), acabamos de dar algunos ejemplos
de funtores que llamamos dom y cod.

A continuacién veremos otros ejemplos de funtores.
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Ejemplo 185. Dada una categoria localmente pequena C, y un objeto A € C, se define
Hom(A, )

el funtor representable (covariante) C — Set de la siguiente manera:

» dado un objeto B € C, Hom(A,B) = {f € C | AL, B}

= dada una flecha B ——~ B', Hom(A,g) = f — go f. Asi, Hom(A, g) es una
funcion que toma una flecha f € Hom(A, B) y devuelve go f € Hom(A, B').

Como Hom(A, g) es una funcion del conjunto Hom(A, B) en el conjunto Hom(A, B'),
a veces resulta conveniente escribir Hom(A, g)(f) = g o f en vez de su equivalente
Hom(A,g) = f+ go f. Se puede comprobar que Hom(A, ) es un funtor:
 Sean B L+ B'y B' L B', Hom(A, ¢ 0 g)(f) = ¢/ogof = g'oHom(A, g)(}) =
Hom(A,¢)(Hom(A,g)(f)) = (Hom(A,g') o Hom(A,g))(f), donde la ultima
composicion o es la composicion de funciones. Esto demuestra que se satisface
la propiedad Hom(A, g o g) = Hom(A,g") o Hom(A,g).
. Hom(A, ]-B) = f — lpo f = f = f - 1Hom(A,B)'

Ejemplo 186. Dada una categoria C con productos, se define un funtor C x C . C
de la siguiente manera:

» dado un objeto (A,B) € Cx C, x((A,B))=AxB

» dada una flecha (A, B) 9, (A",B") € Cx C (0 sea, A Ry yB -+ B¢
C), x((A,B)) ) (A", B")). Este es exactamente el diagrama que habia-
mos denotado A x B 14 A’ x B,

™

Observar que se asume acd que se ha elegido un diagrama A Ax B-—"—+B
para cada par de objetos A y B y en base a dicha elecciéon se define el funtor x.

Ejercicio 187. Comprobar que si C tiene productos, X es un funtor.

Ejercicio (posgrado) 188. Sea C una categoria, y el siguiente un diagrama en C,

po g9 p
B B h
At g9 G
Entonces, si
Pt g E—9 .p
B B B h
a1 g B—Y9% .¢
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son pullbacks, entonces

/ /
P9l p
h" h
a9l o
también lo es.
Reciprocamente, si
/ / /
9l p E—7% .p
h’ h n h
a9t ¢ B—Y9 .
son pullbacks, entonces
/
F / E
h// h/
A / B

también lo es.
Ejercicio (posgrado) 189. Sea C una categoria con el siguiente tridngulo conmutativo

A
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Entonces, si

he, h
A A B——" _.p
o Q o4 I6;
h h
' C C’ C
son pullbacks, entonces, hay una inica flecha A’ 7 B’ tal que el diagrama
he
A A
e >
Q@
o B’ B
hs
d 2
C’ C

conmuta.

Prop 190. Pullback es un funtor. Sea C' "+ C en una categoria C con pullbacks,
entonces hay un funtor C/C I C/C" que lleva el objeto (de C/C) A —"+ C en el
objeto (de C/C") C" xc A . ¢ donde o es la paralela a o en el pullback entre o y
h. El efecto de hx sobre una flecha (de C/C) a —— 3 estd dada por el ejercicio 189.

En la proposicion, la flecha h esté fija. Dado el objeto a, para obtener h#(«) se usa
que C tiene pullbacks, en particular el de h y a:

ha

C/XcA A

h
C’ C
de donde hx(a) = o es el efecto de hx en objetos de C/C.
Dada una flecha @ —— 3 de C /C', podemos formar el pullback de « y el de 3
obteniendo un diagrama como el del ejercicio 189, la existencia y unicidad de 7’ nos
permite tomar hx(y) =7’ como el efecto de hx* en las flechas.

Ejercicio (posgrado) 191. Comprobar que hx es un funtor.



