LENGUAJES Y COMPILADORES

LOGICA DE PREDICADOS

Extendemos nuestro mini-lenguaje de la siguiente manera:

<intexp>u=0]1]2]...

| <var>

| -<intexp>

| <intexp> -+ <intexp>| <intexp> - <intexp>

| <intexp> * <intexp>| <intexp> =+ <intexp>| <intexp> % <intexp>
<assert>::= true| false

| <intexp> = <intexp>| <intexp> # <intexp>| <intexp>< <intexp>

| <intexp> > <intexp>| <intexp> < <intexp>| <intexp>><intexp>

| = <assert>

| <assert>A <assert>| <assert>V <assert>

| <assert>=- <assert>| <assert>< <assert>

| V <var>. <assert>| 3 <var>. <assert>

Dominios semanticos. Necesitamos ahora dos dominios seméanticos: uno para dar
significado a las frases enteras y otro para dar significado a las frases booleanas. Ex-
tendiendo lo realizado para el mini-lenguaje de la manera obvia tenemos Z para dar
significado a las frases enteras y B = {V, F'} para dar significado a las frases booleanas.

Pero estos dominios no son suficiente ahora que tenemos variables. ;Cual seria el
significado de x+37 jo el de x >5+y7 ;V o F? Depende del valor de la variables. Diremos
que depende del “estado”, donde el estado es justamente una funcién que asigna valores
a las variables:

Y= <var> — Z

El conjunto ¥ es el de todos los estados posibles. Ahora si, podemos decir que el
significado de una expresion entera e serd una funcion que dependiendo del estado o
dara un entero que es el valor de e en o; es decir, una funcién de ¥ — Z. Similarmente,
el significado de una frase booleana sera un funciéon de ¥ — B.
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Antes de dar las ecuaciones seméanticas correspondientes a las expresiones booleanas,
definimos la siguiente operaciéon sobre estados. Sea ¢ € ¥ un estado, v € <var> y
n € Z. Entonces [o|v : n] es un estado que coincide con o en todas las variables salvo
posiblemente en v, donde este nuevo estado tiene asignado n. En simbolos:

n stw=wv
[o|v:n] w= :
ow si no
Esta misma notacion se usa a lo largo de la materia cada vez que se quiere modificar
una funciéon en uno solo de sus posibles argumentos. Ademas, se puede iterar, por
ejemplo [[o|vg : ngl|vy : 1] que se abrevia [o|vg : ng|vy : ny]. La abreviatura se generaliza
obteniendo [o|vg : no|vy = nl|. .. |vg_q : ng_1].

Pregunta. ;Qué ocurre cuando hay repeticion de variables? Por ejemplo, sea el estado
/

o' = [o|v : nglvy s nl| ... |vg—1 s ng_q]. Siv; =v; (con i < j), cuanto es o’ v;?

Por ejemplo, si tomamos la funciéon coseno cos, la funcion [cos |7/2 : 1|7 : 2|37/2 : 1]
es idéntica a la funcion cos salvo en los puntos 7/2, m y 37 /2. También observar lo que
ocurre si modificamos esta ultima funcion
[[cos|m/2: 1|m: 2|37/2 : 1]|m/2: 0] = [cos|m/2: 1|7 :2|37/2: 1|7/2:0]

= [cos|m/2:0|m:2[37/2: 1]
= [cos|m:2[37/2: 1]

Ahora si, las ecuaciones semanticas correspondientes a las expresiones booleanas:

{} € <assert>—B

{true}}o
{false}o =

{{60 = 61}0’ =

|
T oo oo N

Jo = lei]o
{eo #eifo = oJo # [ei]o
{eo <ei}o oo < [ei]o
fleo>effo = [eo]o > [ei]o
feo <erpo = Jeo]o < [ei]o
feo > e }o oJo > [ei]o
feo > eifo = [eo]o > [ei]o

{-b}o —{b}o

{bo A bl}}O' = {{bo}()’ A {{bl}'{O’

{{bo V bl}}O' {{bo}}@' V {bl}}O'
{{bo = bl}}O' = {{bo}}@' = {{bl}}a
{{bo = bl}}O' gl {{bo}(j = {{bl}}g '

[¥ob}o — { Z zi Ezra todon € Z, {b}[o|v:n] =V
= Vn e Z{b}o|v: n]

{3vb}o = TIne Z.Lb}olv: n]
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Observaciones. Son dos funciones, [ | v { } pero usaremos indistintamente la notacion
[ ] para ambas.

Como puede verse, la metacircularidad abunda en esta definicién. Acéa se da el pro-
blema que mencionamos mas arriba, al hablar de metacircularidad en el mini-lenguaje:
sin darnos cuenta hemos copiado al lenguaje, vicios del metalenguaje: los problemas
con la divisiéon. Por ahora, y por un buen rato, asumiremos que la divisiéon esta siempre
definida, incluso si el divisor es 0.

Es importante observar que la definicion es dirigida por sintaxis. Entonces definen el
significado de manera tinica y la semantica resultante es composicional.

Ejemplos.
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[Ve.x+0=2x]c = Vne€ZJr+0=z][o]z:n]
= VYneZV
=V

Variables y metavariables. Ahora que tenemos variables en el lenguaje, es oportuno
repasar la nocion de metavariable: es una variable del metalenguaje. En las ecuaciones
que definen la semantica, ejemplos de metavariables son e, ¢y y e; (corren sobre expre-
siones enteras), b, by y by (corren sobre expresiones booleanas), n (corre sobre enteros)
y o (corre sobre estados). Incluso v no es una variable del lenguaje. Es en realidad una
metavariable que corre sobre las variables del lenguaje. Si v fuera una variable del len-
guaje, deberiamos hacer otra ecuacién para cada una de las otras variables del lenguaje.
En vez de eso, se hace una sola ecuaciéon donde v representa a una variable cualquie-
ra. Esto la torna una metavariable. Usaremos u, v, w para metavariables y z,y, z para
variables del lenguaje. En los ejemplos de arriba, x es la variable z.

Por ejemplo, en la frase Vz.dy.y > x, x e y son las variables = e y. Por lo tanto,
sabemos que son variables diferentes. En cambio, en Vov.Jw.w > v, tratdandose de me-
tavariables no esta excluida la posibilidad de que v y w sean iguales, (por ejemplo, que
ambas sean la variable z).

Ligadura. Ademas de composicionalidad, hay otras propiedades deseables que la se-
méantica deberfa satisfacer. Por ejemplo, la semantica de una frase no deberia depender
del nombre de sus variables ligadas, es decir, Vx.x + 0 = z deberia tener el mismo
significado que Vy.y + 0 = y.

Para formular ésta y otras propiedades es necesario introducir las siguientes defini-
ciones:

Ocurrencia ligadora: una ocurrencia ligadora de una variable es la que se en-
cuentra inmediatamente después de un cuantificador (V o 3).

Alcance de una ocurrencia ligadora: En Yv.p o Jv.p, p es el alcance de la
ocurrencia ligadora de v que se encuentra antes de p.
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Ocurrencia ligada: cualquier ocurrencia de v en el alcance de una ocurrencia
ligadora de v es una ocurrencia ligada de v. Dicha ocurrencia ligada puede estar
en méas de un alcance de ocurrencias ligadoras de v. En ese caso, se dice que esté
ligada por la ocurrencia ligadora de menor alcance.

Ocurrencia libre: una ocurrencia de una variable que no es ligadora ni ligada es
una ocurrencia libre.

Variable libre: : una variable que tiene ocurrencias libres en p es una variable
libre de p.

Expresion cerrada: : es una expresion que no tiene variables libres.

Ejemplo. En la frase booleana
Ve.(x=yAVy.(x=yANJz.x+y=nu1x)
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tenemos lo siguiente:

» ocurrencias ligadoras: 0, 3 y 6.

» ocurrencias ligadas: 1 y 4 (ligadas por 0), 5 y 8 (ligadas por 3) y 7y 9 (ligadas
por 6). Observar que 7 y 9 también estan en el alcance de 0, pero el alcance de
6 es menor.

= ocurrencias libres: solo la ocurrencia 2.

= variables libres: solo y es libre.

Observar que x e y son variables libres de x 4+ y = x, pero sblo y es variable libre de
Jx . x+y = x. Si miramos ahora la expresion mas grande Vy . (r = yAJz . x+y = z),
la variable y dejo de ser libre, ahora la variable x es libre.

Variables libres. Se puede definir el conjunto de variables libres por ecuaciones dirigidas
por sintaxis. Para expresiones enteras (P; devuelve el conjunto de subconjuntos finitos):

FV € <intexp> — Py(<var>)

FV(0) = {}

FV() = {0}

FV(—e) = FV(e)
)

FV(@O + e = FV(GQ) U FV(€1)

y para expresiones booleanas

FV € <assert> — Py(<var>)

FV(true) = {}
FV(false) = {}
FV(@O = 61)

= FV(60> U FV(@l)

FV (=b) _ FV(b)
FV(bg Ab)) = FV(by)UFV(by)

FV (Vv.b) : FV(b) — {v}
vb) = FV(b) — {v}
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Calculando para el ejemplo anterior p = Vz.(z =y AVy.(r =y A Jz.x +y = x))

FV(p) = FV(NVz.(x=yAVy(z=yAJz.x+y=u1x)))

= FV=yAVy(r=yAJrax+y=2x))—{z}
(FV(x=y)UFV(Vy.(z =y ANJz.x+y=1x))) — {z}
{z,y} U(FV(z =y AFva+y =) —{y})) — {=}
{z. vyt U((FV(z =y) UFV(Ezx +y=1z)) —{y})) — {z}
E{% yHu E({x, yruFEViz+y=u2)—{z}) —{y})) — {«}
( (
(

{z,y} U ({z,y} U ({z, y} — {2})) = {y})) — {z}
{z, 9} U (({z,y} U{y}) —{v}) — {=}

{z, 9y} U ({z, v} —{y})) — {=}

= ({z,yyu{z}) —{z}

{z,y} —{z}

{y}

Las ecuaciones son dirigidas por sintaxis, esto garantiza que define univocamente la
funcion F'V.

Sustituciones. Las expresiones con variables libres pueden instanciarse sustituyendo
sus variables libres por términos. A continuacion, definimos la operacion de sustitucion.
Sea

A = <var> — <intexp>

el conjunto de todas las sustituciones. Una sustitucion, es una funcion de variables en
expresiones enteras (dado que el lenguaje de la logica de predicados solo tiene variables
enteras, no hay variables logicas).

Para expresiones enteras:

_/_ € <intexp> X A — <intexp>
0/6 = 0
v/0 Jv
(—e)/6 = —(e/d)
(60+€1)/(5 = (60/6)+(€1/5)

Intuitivamente podemos pensar que una sustitucion se propaga por toda la estruc-
tura de la expresion entera salvo cuando se encuentra con una variable, en cuyo caso
reemplaza seguin indica la sustitucion. Es que las expresiones enteras no tienen cuan-
tificadores, por ello todas las variables de una expresion entera e son libres (aunque
pueden no ser variables libres de una expresiéon booleana mayor que contiene a e como
subexpresion) y por ello aplicar una sustitucion es sencillo.

Por ejemplo, sea id € <var> — <intexp> la sustitucion identidad (sustituye la
variable v por la expresion entera v) y 6 = /[id|x : egly : e1]z : ea]

(z+yxz-5)/0 = (2/6)+ (y/d) * (2/0) — (5/6)
dx+(dy)x(02)—5

= €0+61*€2—5
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Observar que en las ecuaciones que definen la aplicacion de una sustitucion sélo hay
sintaxis. En la ecuacion (—e) /0 = —(e/d) el signo “-” a ambos lados de la ecuacion denota
lo mismo: el operador “-” unario. Ninguno de esos operadores es la funciéon opuesto del
metalenguaje. De todas formas sigue habiendo metavariables (v, e, g, €1, d).

La sustitucién para expresiones booleanas se define como sigue:

/€ <assert> x A — <assert>

true/0 = true
false/0 = false

(co=-e1)/d = (e0)/d=(e1)/0

(~b)/6 = —(b/d)
(bo Ab1)/0 = (bo/0) A (b1/9)

Hasta ac4, es totalmente analogo al caso de expresiones enteras y valen las mismas
reflexiones que hiciéramos ahi.

El problema de la captura. Cuando consideramos cuantificadores aparece una dificultad.
Por ejemplo, supongamos que queremos aplicar una sustitucion 0 a la frase 9z . x > v,
que es intuitivamente valida ya que no importa el valor de y, siempre existe un entero
mayor x. Una aplicacion “ingenua’” de la sustitucion, me darfa dx . £ > e donde e = ¢ .
En efecto, la variable x no se toca porque esté ligada. Pero jqué pasa si e es z7,
quedaria Jdx . x > x que es falsa. Lo mismo ocurre, por ejemplo, si e = x + 1, quedaria
dx . x > x + 1 que también es falsa.

Otro problema que puede observarse, es que como Jz . x > y por un lado, y 3z . z > y
por otro s6lo se diferencian en el nombre de la variable ligada, sustituir en uno u otro me
deberia dar resultados equivalentes. Pero, nuevamente para el caso en que d y = x + 1,
en un caso obtenemos dx . >z + 1, y en el otro 3z . 2 > x + 1. No son equivalentes
(la primera es falsa y la segunda es valida).

El problema es que al sustituir 6 en 3z . © > y, se esta capturando la ocurrencia de
x que era libre en x 4+ 1, ahora pasa a ser ligada. Eso no deberia ocurrir. Una soluciéon
es renombrar la variable ligada obteniendo por ejemplo Jz . z > y y luego sustituir,
obteniendo 3z . z > z + 1.

Otra posibilidad es hacer las dos cosas simultaneamente. Si bien es més complicado,
es logico hacerlo asi ya que estamos definiendo justamente la sustitucion, no deberiamos
asumir que sabemos renombrar, ya que renombrar es sustituir un nombre por otro (en
realidad esto es discutible, ya que el renombre es una forma un poco mas sencilla de
sustitucion).

Conclusion: al aplicar una sustitucion a una expresion de la forma Vo . b o Jv . b, se
propaga la sustitucion y simultaneamente se renombra la variable v:

(Vo . b)/0 =Yu . (b/[d]v : u])

donde u es una variable nueva y [d]v : u] ya se defini6: sustituye parecido a §, salvo que
a la variable v la reemplaza por u. Si no elegimos cuidadosamente a u, el problema de
la captura persiste. Volviendo al ejemplo anterior, si en 9z . = > y aplicamos ¢, donde
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0 y = x + z, si sustituimos sin renombrar queda Jz . * > x + z que captura la x. Si
renombramos x por z, nos queda dz . z > x+ z que captura la z. Para evitar la captura
hay que elegir bien la variable nueva u: la variable u no debe ser capturable. ;Y cuéles
son las variables ¢capturablesi Son las que pueden aparecer por culpa de ¢ al aplicar la
sustitucion en b. Recordemos que ¢ sélo debe sustituir las variables libres de Vo . b. O
sea que las “capturables” son las que introduce 0 para cada variable libre de Vv . b. O

sea
u ¢ U FV (6 w)
weFV (Vv . b)
o equivalentemente
u ¢ U FV(§ w)
WEFV (b)—{v)
Para finalizar, entonces, agregamos las ecuaciones

(Vo . b)/6 = Yu. (b/[0|v: u]) donde u & U, pywo . 5y £V (6 w)
(Fv.b)/6 = Fu. (b/[0|v: u)) donde u & U,,cpy vy . 5 F'V (0 w)



