LENGUAJES Y COMPILADORES

El problema de la captura. Cuando consideramos cuantificadores aparece una dificultad.
Por ejemplo, supongamos que queremos aplicar una sustitucion ¢ a la frase dz . x > v,
que es intuitivamente valida ya que no importa el valor de y, siempre existe un entero
mayor x. Una aplicacion “ingenua” de la sustitucion, me darfa 9z . x > e donde e = § .
En efecto, la variable z no se toca porque estd ligada. Pero jqué pasa si e es x7,
quedaria dx . x > x que es falsa. Lo mismo ocurre, por ejemplo, si e = x + 1, quedaria
dx . x > x + 1 que también es falsa.

Otro problema que puede observarse, es que como dz . x > y por un lado, y 4z . z > y
por otro s6lo se diferencian en el nombre de la variable ligada, sustituir en uno u otro me
deberia dar resultados equivalentes. Pero, nuevamente para el caso en que § y = x + 1,
en un caso obtenemos dr . x > x + 1, y en el otro dz . z > x + 1. No son equivalentes
(la primera es falsa y la segunda es valida).

El problema es que al sustituir 6 en 3z . x > y, se esta capturando la ocurrencia de
x que era libre en x 4 1, ahora pasa a ser ligada. Eso no deberia ocurrir. Una soluciéon
es renombrar la variable ligada obteniendo por ejemplo Jz . z > y y luego sustituir,
obteniendo dz . z > z + 1.

Otra posibilidad es hacer las dos cosas simultaneamente. Si bien es més complicado,
es logico hacerlo asi ya que estamos definiendo justamente la sustitucion, no deberiamos
asumir que sabemos renombrar, ya que renombrar es sustituir un nombre por otro (en
realidad esto es discutible, ya que el renombre es una forma un poco mas sencilla de
sustitucion).

Conclusion: al aplicar una sustitucion a una expresion de la forma Vv . b o Jv . b, se
propaga la sustitucion y simultaneamente se renombra la variable v:

(Vo . b)/d =Yu . (b/[d|v : u))

donde u es una variable nueva y [§|v : u| ya se definié: sustituye parecido a 9, salvo que
a la variable v la reemplaza por u. Si no elegimos cuidadosamente a u, el problema de
la captura persiste. Volviendo al ejemplo anterior, si en dz . x > y aplicamos ¢, donde
0 y = x + z, si sustituimos sin renombrar queda Jx . * > x + z que captura la x. Si
renombramos x por z, nos queda 3z . z > x + 2z que captura la z. Para evitar la captura
hay que elegir bien la variable nueva u: la variable u no debe ser capturable. ;Y cuéles
son las variables capturables? Son las que pueden aparecer por culpa de ¢ al aplicar la
sustitucion en b. Recordemos que ¢ solo debe sustituir las variables libres de Vo . b. O
sea que las capturables son las que introduce § para cada variable libre de Vv . b. O sea,
para todo w € F'V (Vv . b) debemos tener u ¢ FV(§ w), o dicho de otro modo

u ¢ U FV(§ w)

weFV (Vv . b)
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o equivalentemente
ug | FV(Ew)
weFV (b)—{v)

Para finalizar, entonces, agregamos las ecuaciones

(Vv .b)/0 = Yu. (b/[0]v: u]) donde u & U,,c py -0y 'V (0 w)
(Fv.b)/6 = Fu. (b/[0|v: u]) donde u & U,,cpy ) (o) £V (6 w)

Esto resuelve el problema, pero no esta completamente definido ya que puede haber
méas de una variable u que satisfaga la condicion (de hecho hay siempre una cantidad
infinita de variables que la satisfacen). Debe determinarse un criterio para elegir la
variable u: si v mismo satisface la condicién, entonces u = v. En caso contrario, se
elige u como la primera variable que la satisface en un orden preestablecido entre las
variables.

Abreviatura. Hace algunos ejemplos, definimos ¢d como la sustitucion identidad, mapea
cada variable v en la expresion v. Siendo cuidadosos, no deberiamos llamarla id ni
identidad ya que mapea variables en términos.

Escribiremos vy — ey, ..., v,_1 — €,_1 para abreviar [id|vy : €| ... |v,_1 : €p_1].

Propiedades de la sustitucion. Sean p una frase (entera o booleana), id la sustitucion
identidad, 9,0’ € A, las siguientes afirmaciones valen:

1. p/id = p.
2. Si 0 y ¢ coinciden en las variables libres de p, entonces da lo mismo aplicar § o
0" a p. En simbolos:

(Yw e FV(p) .0 w=4 w) = p/d =p/d
3. FV(p/d) = UwEFV(p) FV (0 w)

Propiedades de la funcién [ .

Teorema de Coincidencia (TC). Si dos estados o y ¢’ coinciden en las variables libres
de p, entonces da lo mismo evaluar p en o o ¢’. En simbolos:

/

(Yw e FV(p) .0 w=0" w) = [p]o = [p]o’.

En particular, TC implica que el valor de un término cerrado es el mismo en cualquier
estado, es decir, no depende del estado.

Teorema de Sustitucion (TS). Si aplico la sustitucion 0 a p y luego evalto en el estado
o, puedo obtener el mismo resultado a partir de p sin sustituir si evaliio en un estado
que hace el trabajo de ¢ y de o (en las variables libres de p). En simbolos:

(Yw € FV(p) . [6 w]o =o' w) = [p/d]o = [p]o’.
Teorema de Sustitucion Finita (TSF, corolario de TS).

[p/ve — €0, .., vn_1 — en_1]o = [p]lofvo : [eo]a] . |vn-1: [en-1]0]
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Teorema de Renombre (TR, corolario de T'S y TC). Los nombres de la variables ligadas
no tienen importancia. En simbolos,

ug FV(q) = {v} = [Vu. ¢/v = u] = [Vv . (]

Demostraciones. Primero demostraremos que TSF y TR son corolarios de TS y TC:

Demostracion de TSF. Sean la sustituciéon 6 = vy — eg,...,v,-1 — €, y el estado
o' =lolv : [eo]o]| ... |va1 : [en_1]o].

TS dice que para demostrar TSF alcanza con comprobar que Vw € FV (p) . [6 w]o =
o’ w. Demostremos eso entonces. Sea w € FV(p). Si w € {vy,...,v,—1} (0jo! puede
haber repeticiones), sea i el maximo tal que w = v;. Tenemos [§ w]o = [§ v;]o =
[eiJle = o' v; = ¢’ w. Si, por el contrario, w & {vo,...,v,_1}, también obtenemos
[0 w]o = [id w]o = [w]o =0 w= 0" w.

Demostracion de TR. Sea u € FV(q) — {v}. Veamos que [Vu . (¢/v — u)] = [Vu . q].
Para ello, sea o € >:

[Vu . (¢/v —w)]jo = VneZ. [qg/v— u]lo|u:n] definicion de [ |
= Vn € Z. [q]lo|u: nlv: [u][o|lu:n]] TSF
Vn € Z. [q]lo|u : nlv : n] definicion de [ |
= Vn € Z. [¢][o|v: n] TC ANu & FV(q) — {v})
= [Vv.q]o definicion de [ |

Demostracion de TS. Sea
®(p,d,0,0") = (Yw € FV(p). [0 w]o = o’ w) = [p/d]o = [p]o’

demostraremos que para todo p, d, 0, o', ®(p,d, 0, 0’') se cumple, por induccion en p.
Si p =0, se cumple ya que

[p/dle = [0/3]e p=0
= [0]Jc  definicion de substituir
=0 definicion de [ ]
= [0]o"  definicion de [ |
= [plo" p=0

Lo mismo para las demés constantes numéricas y booleanas.
Sip = v, asumimos Yw € FV(p). [0 w]o = ¢’ w, que equivale a [ v]o = ¢’ v. Luego,

tenemos
[p/d]lo = [v/olo p=w
[0 v]o  definicion de substituir

o' v hipotesis
[v]o!  definicion de | |
= [[p]] 0'/ p = v
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Sip = ep+ey, asumimos Yw € FV (p). [0 w]o = ¢’ w, que implica para i € {0, 1}, que
Vw € FV(e;). [0 w]o = o’ w y por hipotesis inductiva ®(e;, d,0,0") y [ei/d]o = [ei]o’.
(€0+61)/(5]] p=¢€p+e;

Entonces,
[p/6]e = |
[(eo/d) + (e1/d)]o  definicion de substituir

= [e 0/5]]0 + [e1/0]o  definicion de [ ]

[eo]o’ + [e1]o’ hipétesis inductiva

leo + er]o’ definicion de [ ]
p=¢eoter
Lo mismo para los demés operadores unarios y binarios.

Si p = Vv . b, asumimos Yw € FV(p). [ w]o = ¢’ w, que equivale a asumir que
Vw € FV(b) —{v}. [6 w]o = 0" w. Sean u & U, c py)_10y I’V (0 w) y n € Z arbitrarios.
Sean &y = [d]v : u], o9 = [o|u : n] y of, = [0'|v : n]. Se puede demostrar que se cumple
Vw € FV(b). [0p w]oo = o, w. En efecto, si w = v, entonces

[00 w]oy = [do v]oy w=wv
= [u]oo definicion de dy
= opu definicion de [ |
= n definicién de oy
= o)V definicion de of,
= oy w w="v

En caso contrario, w # v entonces

[00 w]og = [0 w]og definicion de dg y w # v
= [0 w]o TC, definicion de og y u & FV (6 w)
= o w hipotesis y w # v
= o, w definicion de o y w # v

Esto prueba Yw € FV(b). [0y w]og = of, w. Por hipotesis inductiva, [b/dg]og = [b]oy.

Luego,
[p/d]c = [(Yv.b)/d]o p=Vv.b

[Vu . (b/do)]o definicion de sustituir
Vn € Z. [b/dg]oo  definicion de | |
= Vn € Z. [b]o} hipotesis inductiva

= [Vv.b]o’ definicion de [ |

= [plo’ p=VYu.b
que es lo queriamos comprobar.

Demostracion de TC. TC se utiliza en TS, por lo tanto debe demostrarse sin utilizar
TS, ni TSF ni TR. Se propone ®(p,0,0') = (Yw € FV(p). 0 w =o' w) = [p]o = [p]o’
y debe demostrarse que para todo p, o, ', ®(p, o, ') vale por inducciéon en p. La prueba,
mas sencilla que la de TS, queda como ejercicio.



