LENGUAJES Y COMPILADORES

Repaso. La clase pasada consideramos la definicion en Haskell
g Int — Int
gn = if n == 0 then 0

else if n == 1 then 1

else g (n-2)
Vimos que su significado es una funcién f que satisfaga
0 sin=20
(1) fn=4q1 sin=1

f(n—=2) sinég{0,1}

Pero también vimos que no hay una tnica que lo satisfaga: mod2, modRara, modFea,
etc. De todas ellas, la que intuitivamente quisiéramos asociar a g es mod2, definida por

n %2 sin>0

mod2 n = .
1 caso contrario

es decir, la menos definida de las funciones que satisfacen (1). Comenzamos a introdu-
cirnos en la teorfa de dominios que hoy nos va a dar una herramienta, un teorema, para
hallar sistematicamente soluciones a ecuaciones como (1).
Introdujimos las nociones de orden parcial, orden discreto, orden llano, cadena (in-
teresante y no interesante), predominio, dominio, espacio de funciones, lifting.
Mencionamos que si () es un orden parcial, predominio o dominio, P — ) también
lo es con el orden, supremo o minimo definido punto a punto.

Morfismos. Vimos 3 componentes en la definicion de un dominio: el orden parcial, el
supremo, el elemento minimo. Cuando una funcién preserva alguna de estas componen-
tes recibe un nombre especial:

Monotonia. Sean Py () 6rdenes parciales con <py <g, y sea f € P — (). Se dice que
f es monoétona si f preserva orden, es decir, siz <py = fz <o fv.
Ejemplos. Las funciones constantes son monétonas. La funcién identidad en cualquier
conjunto ordenado es monoétona.

Las funciones mono6tonas de B; en B, son

» las funciones constantes (hay 3 de ellas),
» las que mandan | en L (ojo al contar, que entre éstas 9 se encuentra también
la funciéon constante L).

En total son 11.

Proposicion 1. Si f es mondtona, f aplicada a los elementos de una cadena devuelve
una cadena.
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Demostracion. Sipy <pp1 <pps <pp3 <p...<ppn, <p...es una cadena, entonces
claramente f py <qg fp1 <o fpP2<¢ [ P3¢ ... <0 f pn <¢ ... también.

Proposicion 2. Si f es mondtona, entonces f preserva el supremo de cadenas no intere-
santes.

Demostracion. Si py <p p1 <p p2 <p p3 <p ... <p Pn <p Pn <p Pp <p .... donde
pn €s el supremo, entonces aplicando f a cada uno de los elementos de la cadena

Jpo<qfp<qg/fp=<qg/[fps=<qg- - <@ [fpn<qQ[fpPn=<qg[pn<g-.. donde
f pn es el supremo. O sea, f del supremo es el supremo.

Pero por méas que sea monoétona, f puede no preservar el supremo de cadenas intere-
santes, como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea f € N> — {T}, entre el dominio
vertical y el dominio llano de 2 elementos:

xO

3

9 BN

1 T
0 1

sea f tal que manda todos los naturales a 1 y manda oo a T. Claramente es mondtona.
Pero no preserva el supremo de la cadena 0 <1 <2 <3 <4 < ... En efecto, el supremo
de esa cadena es oo, v f de dicho supremo es T. Pero si aplico f a cada miembro de
la cadena obtengo I < 1 < 1 < 1 < ... cuyo supremo es I # T. Por lo tanto el
SUpremo no se preserva.

Entonces, una funcion monétona f € P — () entre predominios P y () puede no
preservar el supremo de las cadenas interesantes. Es decir, puede ocurrir que para

alguna cadena interesante py <p p1 <p P2 <p p3 <p ... <p pp <p ..., se dé la
desigualdad supg({f pili € N}) # f supp({pili € N}). Pero podemos demostrar que
para toda cadena interesante py <p p1 <p P> <p p3 <p ... <p pn <p .... al menos se

cumple supg ({f pili € N}) <q f supp({pili € N}):

Proposicion 3. Si la funcion f € P — ( entre predominios es mondtona entonces
supg ({f pili € N}) existe y supg({f pili € N}) <q f supp({pili € N}).

Demostracion. Sea f monotona y pg <p p1 <p p2 <pp3 <p ... <p p,... una cadena
interesante (para las no interesantes ya vimos que el supremo se preserva). Para todo j,
p; <p supp({pi|i € N}). Como f es monotona, para todo j, f p; <¢ f supp({pili € N}).
Como eso vale para todo j, f supp({pi|i € N}) es cota superior de {f po, f p1, f p2,-- -},
que por proposiciéon 1 es una cadena y por ser () predominio su supremo existe. Como

supg({f pil7 € N}) es la menor tal cota, supg({f pili € N}) <q f supp({pi|i € N}).

En el ejemplo anterior, supg ({f pi|i € N}) = Ly f supp({pili € N}) =T.
Como vimos en el ultimo ejemplo, monotonia no alcanza para que se preserve el
supremo de cadenas interesantes. A las funciones que preservan supremos se las llama
continuas:
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Continuidad. Sean Py @ predominios con <p y <q respectivamente y supp y supg
respectivamente. Sea f € P — ). Se dice que f es continua si f preserva supremos
de cadenas, es decir, si pg <p p1 <p p2 <p p3 <p ... <p p,... entonces el supremo
supg ({f pili € N}) existe y sup({f pili € N}) = f (supp({pili € N})).

Observar que, a priori, no puedo asegurar que supg({f pi|i € N}) exista ya que no
es seguro que f po, f p1,---, f Pn,-... sea una cadena. Lo seria si f fuera monotona.

Proposicion 4. Si f es continua, entonces f es monotona.

Demostracion. Supongamos f € P — () continua. Sea x <p y. Entonces, x <p y <p
y <py <p...es una cadena (no interesante) cuyo supremo es y. Como f es continua,

supo({f =, fy, fy,fy,.. .}) existeyesigual a f (supp({x,%,,¥,...}). Pero el primer
miembro de esa igualdad es supg({f =, f y}) y el segundo es f (supp({z,y})) = f v.

Por lo tanto, supg({f =, f y}) = f y, osea, f v < f y.

La inversa no vale. Monotonia implica que supg({f ps|i € N}) existe, también implica
que la igualdad supgy({f pili € N}) = f (supp({pili € N})) vale para las cadenas
no interesantes, pero para las interesantes so6lo implica la validez de la desigualdad

supo({f pili € N}) <q f (supp({pili € N})).

Corolario. Sean Py @ predominios con <p y <q respectivamente y supp y supg
respectivamente. Sea f € P — () mondtona. Entonces, f es continua sii para to-
da cadena interesante pg <p p; <p p2 <p p3 <p ... <p pp <p ... la desigualdad

f (supp({pili € N})) <q supo({f pili € N}) también vale.

Ahora resulta facil comprobar que las funciones constantes son continuas y que la
identidad también lo es. ;Cudles son las funciones continuas de B, en B, (son todas
las monétonas ya que no hay cadenas interesantes en B ).

Funciones estrictas. Sean Dy D' dominios con | y 1’ respectivamente. Se dice que la
funcion f € D — D’ es estricta si f preserva elemento minimo, es decir, si f 1 = 1’

Las constantes no son estrictas (salvo la constante que siempre devuelve 1’). La
identidad es siempre estricta. ;Cuéles son las funciones continuas estrictas de B, en
B,?

TEOREMA DEL MENOR PuNTO F1j0

Teorema. Sea D un dominio, y F' € D — D continua. Entonces sup(F" 1) existe y es
el menor punto fijo de F.
Demostracion. Como L es el elemento minimo, 1 < F' 1. Como F' es continua, F' es
monotona. Aplicando I’ a ambos lados obtenemos

FL<F(F1l)=F*1

Iterando esto obtenemos | < F' | < F? | < F3 | < ... es decir que {F" L|i € N} es
una cadena y por lo tanto el supremo x = sup({F" L|i € N}) existe.
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Veamos que es punto fijo de F', es decir, que F' x = x:

Fz = F sup({F' L|i € N})
= sup({F (F' 1)|i € N})
= sup({F"! L}i e N})
= sup({F" L|i € N})
= x
Veamos que es el menor de ellos. Sea y punto fijo de F', es decir F' y = y. Veamos que
r < y. Claramente L < gy por ser elemento minimo. Como F es monétona, se obtiene

F 1 < Fy=y. Iterando, obtenemos £ ¢ 1 <y para todo i. Es decir, y es cota superior
de la cadena {F" L]i € N}. Como el supremo es la menor de esas cotas,

sup({F" L|i € N})
Yy

T

IA

Aplicando al problema original. Queriamos encontrar la menor solucién a la ecua-
cion (1). Definimos F € (Z — Z,) — (Z — Z) por

0 sin=20
Ffn=<1 sin=1
f(n—=2) sin¢g{0,1}

Asi, F' f n es un nombre para la parte derecha de la ecuacion (1), que ahora se puede
reescribir

fn=Ffn

O maés brevemente, f = F f. Es decir que buscar una solucion a la ecuacion (1) es
lo mismo que buscar un punto fijo de F'. Y buscar la menor soluciéon es lo mismo que
buscar el menor punto fijo de F'. Asumiendo que F' es continua, la menor solucién es
sup(F" 1’) donde L’ es el elemento minimo de Z — Z, , es decir, la funcién que devuelve
siempre |, que escribimos también n +— 1.

Resta comprobar que F es continua, y que sup(F* L) es mod2. Dejemos por el
momento la prueva de continuidad de F', y calculemos sup(F* 1) asumiendo que lo es.

Por simplicidad en las cuentas conviene observar que F' admite una definiciéon un
poco méas compacta:

[ n sine{0,1}
an_{f(n—Q) sin¢{0,1}

Calculemos F* 1’.
Sii=0,F 1'=F |'= 1'=pnw L.

Sii=1,
FiJ_/ — Fl J_/
= 1
B n sine{0,1}
T "7l V(-2 sing{0,1}
n sin e {0,1}
= n+—

1 sin¢g{0,1}
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Sii=2,
Frl' = F? 1’
= F(F'1)
B n sin € {0,1}
_nH{FlL’(n—Z) sing{0,1}
n sine {0,1}
= n—< n—2 sing{0,1} An—2¢€{0,1}
1 sing{0,1} An—2¢{0,1}
n sine {0,1}
= n—< n—2 sine{23}
1 sin¢{0,1,2,3}
B l_>{n%2 sin € {0,1,2,3}
N 1 sin¢{0,1,2,3}
Se puede comprobar por induccién en ¢ que
i n%2  sine{0,1,...,2xi—1}
(2) g = ”H{L sing{0,1,...,2%i—1}

En efecto, para i = 0 el conjunto {0,1,...,2 x4 — 1} es vacio, por ello la férmula (2)
equivale en este caso a L' = F 1. Aprovechando que hemos calculado explicitamente
F' 1"y F? 1, el lector puede comprobar que la formula general (2) coincide también
en esos Casos.

En general, asumiendo que F* 1’ satisface (2), lo demostramos para i + 1:

FHL L = F(F L)

B n sin € {0,1}

T "TVF L (n—-2)  sing{0,1}
n sin e {0,1}

= n—< n—=2)%2 sing{0,1} An—-2€{0,1,...,2%x7—1}
1 sing{0,1} An—2¢{0,1,...,2%i—1}
n sin e {0,1}

= n—< (n—=2)%2 sine{2,3,...,2xi+1}
€ sing{0,1,...,2%i+ 1}

I n%2 sine{0,1,...,2%xi+1}
1 sing{0,1,...,2%i+ 1}

B n%2  sine{0,1,...,2x(@i+1)—1}

A sing{0,1,...,2%(i+1)—1}
Intuitivamente, cuando i crece, el conjunto {0,1,...,2° + 1} se aproxima a N, y F* 1’
a mod2, cuya definiciéon recordamos:

m0d2:nr—>{n%2 sin>0
L sin <0

A continuacién comprobaremos que mod2 es el supremo de la cadena F? 1/ <" F! 1/ <’
F? 1’ <’ ... (que es una cadena se puede demostrar, aunque en realidad es consecuencia
de que F es continua (y por ello mon6tona), prueba que atin no hemos hecho).
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Primero demostramos que para todo i € N, F'* 1" <’ mod2. Para ello, demostramos
que para todon € Z, F* 1'n < mod2n. Sin € {0,1,...,2%i— 1} vale la igualdad.
En caso contrario, F* 1/ n = 1L < mod2 n.

Por lo tanto, mod2 es cota superior. Veamos que es supremo. Sea f tal que Vi € N
F' 1’ <" f. Veamos que mod2 <' f. Sean € Z, sin > 0, sea i = n/2 + 1, tenemos
mod2n =n%2=F'1"n< fn.Sin<0,mod2n = L < fn. Por lo tanto mod2 <’ f.

So6lo resta demostrar que F' es continua. Veamos primero que es monétona. Sea f <’ g.
Para comprobar que F' f <" F gsean € Z. Sin € {0,1}, F fn=n=F g n. Si
ng{0,1}, F fn=f(n—-2)<g((n—-2)=F gn.

Como F' es monoétona, para demostrar continuidad basta con demostrar que para

toda cadena interesante fo <' f; <’ fo <’ ... de funciones en Z — Z,, se satisface
F (sup'{fi|i € N}) <'sup’{F f;|i € N}. Recordemos que por la definicion de F,
Py B n sine{0,1}
Fsup{fili €N = n= ¢ G flie N}y (n—2)  sing{0.1)
n sin e {0,1}

= Nnr—

sup{f; (n — 2)|i € N} sin¢{0,1}
y por otro lado, para cada ¢ € N
B n sine{0,1}
Ffi_”H{ fi(n—=2) sin¢{0,1}
Sin € {0,1}, F (sup{fili € N}) n = n = sup{F f; nli € N}. Sin ¢ {0,1},
F (sup’{fi|i € N})n =sup{f; (n—2)|i € N} =sup{F f;n|i € N} =sup/{F fi]i € N} n.
Hemos demostrado F' (sup/{ fi|i € N}) = sup’{F f;|i € N}, que obviamente implica
F (sup/{fili € N}) <’ sup’{F f;|i € N}. Uno puede preguntarse si vali6 la pena de-
mostrar monotonia: por lo menos eso nos ahorr6 la demostracion de la existencia de

sup/{F f;|i € N}.



