LENGUAJES Y COMPILADORES

Repaso. La clase pasada presentamos el lenguaje imperativo simple y dimos las ecua-
ciones para casi todas las construcciones del lenguaje. En efecto, tenfamos que

[] € <intexp> — ¥ —Z
[1 € <boolexp>—%X —B
[] € <comm>—3%—%,

y las ecuaciones para las expresiones enteras y booleanas son idénticas a las vistas para
la l6gica de predicados, salvo que ahora se omiten los casos de los cuantificadores por
no formar parte del lenguaje imperativo simple.

También alcanzamos a presentar las ecuaciones de los comandos:

[] € <comm>—¥—X,

[skip]o = o
[v:=eloc = [olv:][e]o] ‘
[if b then c, else ¢;]o = mg . E[ﬂ]a
[co;ar]o = [e] i (Ieolo)
[newvar v:i=ein clo = (Ao’ € X. [o'|v: o v])u([c][o|v : [e]o])

donde si f € P — D, donde P es un predominio y D un dominio, entonces f denota
la tnica extension estricta de f a P, :

f ) 4L siz=_1
L= fx si no

La ecuacion del while. Intuitivamente, podriamos escribir

[while b do c]Jo = [if b then ¢; while b do ¢ else skip]o
[c; while b do c]o si [b]o

[[Skip]]ff sl no
B while b do ¢] | ([c]o) si [b]o
o o si no
La ecuacién resultante
(1) [while b do cJo — [while b do ¢] | ([c]o) si [b]o
o si no

no es dirigida por sintaxis. Esto significa que no sabemos si tiene solucion y en ese caso,
si es Unica.

Pero ya estuvimos en esta situacion. Definamos
{ wy ([c]o) si [b]o

o

Fwo= )
si no
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con esta definicion, la ecuacion (1) queda
[while b do c]Jo = F [while b do ¢] ¢

Tratandose de una igualdad entre funciones (comprobar que [while b do ¢] € ¥ — ¥,
yvFe(X—3,)— (¥ — X)) yporello F [whilebdo ¢] € ¥ — X la ecuacion
también puede escribirse

[while b do ¢] = F [while b do (]

que simplemente dice que [while b do ¢] es punto fijo de F. Recordemos entonces el
teorema del menor punto fijo.

Teorema. Sea D un dominio, y F' € D — D continua. Entonces sup(F" 1) existe y es
el menor punto fijo de F'.

Recordemos que nos interesa el menor punto fijo de F' porque otros puntos fijos con-
tienen informacién que no se encuentra en la ecuacién a resolver.
Sabemos que F € (X = X,) = (X > X)), esdecir FED — Dcon D=% — X,
que es un dominio porque ¥ lo es.
Para poder utilizar el teorema, deberiamos asegurarnos de que F' es continua. En
caso de serlo, la seméntica de while b do ¢ sera

[while bdo c] = | |F* Ly_x,

=0

ngz{wﬂW%) si [o]o

para

o sl no

Esta definicion si es dirigida por sintaxis.
Veamos que F' es continua. Para ello, primero vemos que es mondtona: sean w C
w' €¥ —%,.8Si[boy [c]o =L, entonces

Fwo = wy([o) definicion de F'
= 1 [c]Jo =L
< Fuwo 1 es el minimo

En cambio, si [b]o pero [c]o # L

Fwo = wy([d]o) definicion de F
w([e]lo)  [e]o# L

wCw

wy ([ce) — [elo # L

definicién de F'

A I
g\
=
=
2

I
|
g\
Q

Por dltimo, si —[b]o
Fwoe = ¢
= Fuwo
Por lo tanto, F' es monotona. Por las propiedades ya demostradas, para comprobar

continuidad, alcanza con demostrar que para toda cadena wy = w; C wy C ... de
funciones de ¥ — X, F (|2, wi) T L2, F w;.
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Nuevamente consideramos tres casos. Si [b]o y [¢]Jo = L, entonces

F Uz wi) o (U2 wi) u([e]o) definicion de F

= 1 [c]lo =L
< UZ F w0 L es el minimo

Ahora, si [b]o pero [c]o # L

F(UZow) o = (UZowi)u([c]o)  definicion de F
= (UZowi) ([co [c]lo # L
= U?io w; ([c]o) supremo de cadena de funciones
= Uowiy ([]o) [c]o # L
= Ufio Fw; o definicién de F'
= (l_l;.ig Fuw)o supremo de cadena de funciones

Finalmente, si —[b]o,
F (Uioio w;)) o = o definicion de F
= U?io o supremo de cadena constante

Uy Fuw o definiciéon de F
supremo de cadena de funciones

I
C
i

T
&

Q

Por lo tanto F' es continua y la definiciéon dada para la seméntica del while esta bien
definida.

Ejemplos. Podemos considerar algunos ejemplos de calculo de seméantica de programas
con while. El primero de ellos, while true do skip que es el caso més sencillo de un

programa que no termina en ningun estado, y por ello, su semantica debe ser Ly_y .
Sea FFe (¥ — X)) — (¥ — X,) definida por

wy ([skip]o) si [true]o
o si no

— w([skipo)

wy o

= wo

Fwo

es decir, F' w = w. Calculemos F* Ly 5 para algunos i € N:

FOls 5, = Lls.»,

F! J—ZHEL = F(FO J—ZHEL)
= Fly .y,
= ls.»,

Tenemos entonces F'' Iy oy, = FO 155 . En general, si tenemos FHt 1, =F 1p
podemos concluir que F* Lp = Fitt 1, = Fi*2 | 5 = ... y la cadena resulta no
interesante y su supremo es F' 1 p.

En el caso de while true do skip obtenemos, |_|;>iO F? lss, = Lsy, queeslo
que habiamos intuido.

Podiamos haber observado también, al obtener F' w = w, que cualquier w € > — > |
es punto fijo de F' ya que F' es la funcién identidad. El menor de ellos es el minimo de
Y — ZL, O sea, Lg_,gl.



Un ejemplo no trivial es el de while x # 0 Ax # 1 do x := x — 2. Intuitivamente, este
programa reemplaza el valor de x en el estado por el del médulo 2 de dicho valor si el
mismo es no negativo. Si es negativo, no termina. Comparar con el caso considerado
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anteriormente de una funcién recursiva que tenia a mod2 como solucion.

Tenemos

[[Whilex#O/\x#ldow::a:—Z]]:|_|Fi Iy s,

para

Fwo

1=0

wy ([z =2z —2]o) sifr 0Nz # 1o

o sl no

wy ([olx: oz —2]) siox¢{0,1}
o sl no

w ([olz 0 x—2]) siox ¢&{0,1}
o si no

o sioxe{0,1}

Calculemos F* |y .5 para algunos i € N:

w [olz: o x—2] si no

1y »,
F(FO Ly )
Fls s,

o siox e {0,1}
o Iy 5, [olz:0x—2] si no
R s?axE{O,l}

L sl no
F(F' 1y 5))

o sioxe{0,1}
o F' 1y s lolz:0x—2] si no

o sioxe{0,1}
o= 7

F' 1y s, [olz:0x—2] si no

o sioxe{0,1}
o—< o sioxg{0,1} Ao’ z€{0,1}
1 siox g {0,1} No" = ¢{0,1}

o sioxe{0,1}
o< lolx:ox—2] siox ¢ {23}
1 siox¢{0,1,2,3}

lo|z: o x %2] siox ¢&{0,1,2,3}
UH{L 1,2

siox ¢&{0,1,2,3}
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F3 J—E—i]l = F(F2 J—E—i}l)

o siox e {0,1}
= g+ o
F? 1y 5, lolz:oxz—2] sino
o sioxe{0,1}
= oL [o|z:0 %2 siocxdg{0,1} Ao’ 2 €{0,1,2,3}
1 siocx g{0,1} Ao’ x ¢{0,1,2,3}
o sioxe{0,1}
= o~ [o|r:o x%2] sioxe{23,4,5}
1 siox¢{0,1,2,3,4,5}
o]z : o x %2] sioxe€{0,1,2,3,4,5}
- UH{ 1 siox¢{01,23,4,5}

Se puede comprobar que

; B lo|z: o x%2] siocxe{0,1,...,2%i—1}
F'dson, = JH{L sicrd{0,1,...,2%i—1}

Observar que F* 1y .5, es la funcion que, aplicada a un estado para el que alcanzarian
con (a lo sumo) i — 1 iteraciones del ciclo para terminar, devuelve el estado final del
while, y aplicada a un estado para el que no alcanzarian, devuelve L. En el limite esto
darfa la funcién que aplicada a un estado para el que alcanza con una cantidad finita
de iteraciones, devuelve el estado final, y aplicada a un estado para el que no termina,
devuelve L:

o0
I_I £ lyon, =0
i=0

que es lo que habiamos anticipado originariamente.

o)z : oz %2] siocx>0
L si no



