CALCULO LAMBDA

Motivacién: notacidén para no necesitar nombrar funciones. Por ejemplo, x+y puede
ser:

f(x) = x+y
g(y) = x+y
h(x,y) = x+y

La notacidén lambda permite expresar sin dar nombre:
AX . Xty

Ay . X+y

A(X,y).X+y

e incluso

AX. Ay . Xty
AY . AX . Xty

En algunos contextos, los matemdticos usan notaciones similares:

En integrales, [x+y.dx enfatiza que x varia e y esta fija. En )Y_{i€{0..10}} i+j,
i varia y j estd fija.

El calculo lambda, en principio es una notacidén para no tener que nombrar
funciones. Pero ademas, el calculo lambda puro, sélo contiene variables,
aplicaciones y la notacié6n lambda (llamada abstraccién).

<exp> ::= {término lambda, o expresién}
<var> {variable}
| <exp> <exp> {aplicacién, el primero es el operador y el segundo el
operando}
| A<var>.<exp> {abstraccién o expresién lambda}

La aplicacién asocia a izquierda. En Av.e, la primer ocurrencia de v es ligadora
y su alcance es e.

Por ejemplo, Ax.(Ay.xyx)x es lo mismo que AX.((Ay.((xy)x))x)

Se hacen exactamente las mismas definiciones de ocurrencia ligada, ocurrencia
libre y variable libre. E1 conjunto de variables libres se define también por
induccidén en la estructura de los términos:

FV(v) = {v}
FV(e0 e1) = FV(e0) u FV(el)
FV(Av.e) = FV(e) - {v}

También se define sustituciédn:

A = <var> -> <exp>
_/_ € <exp> x A -> <exp>

v/id = dv

(e0 e1)/d = (e0/d) (el1/d)

(Av.e)/d = Av'.(e/[d|v:v'])

donde v' & u{FV(d w) | w € FV(e) - {v}}

La sustitucidén en el cdlculo lambda es fundamental: permite definir la semantica
operacional.



Prop

(a) si para todo w € FV(e) d w = d' w entonces (e/d) = (e/d")
(b) sea i la sustitucién identidad, entonces e/i = e
(c) FV(e/d) = u{FV(d w) | w € FV(e)}

Escribimos e/v->e' en vez de e/[i|v:e'] y e/v1->el,..,vn->en en vez de e/[1i]
vl:el|..|vn:en].

RENOMBRE (a)

La operacién de cambiar una ocurrencia de la expresién lambda Av.e por Av'.(e/v
->v') donde v' & FV(e) - {v} se llama renombre o cambio de variable ligada. Si
e' se obtiene a partir de e por 0 o mas renombres de ocurrencias de subfrases,
se dice que e' se obtiene a partir de e por renombre. También se dice que e a-
convierte a e'. Se puede ver que ésta es una relacidén de equivalencia. Se dice
que e y e' son a-equivalentes y se escribe e = e'.

Se supone que renombre debe preservar la semantica (aunque hubo algunas
excepciones en los primeros lenguajes funcionales).

CONTRACCION (B)

Una expresioéon de la forma (Av.e) e' se llama redex (plural redices, a veces mal

dicho rédexes). Es la aplicacién de una funcién (Av.e) a su argumento (e'). Debe
calcularse reemplazando las ocurrencias libres de v en e por e', es decir (e/v-

>e').

Cuando en una expresién e0 se reemplaza una ocurrencia de un redex (Av.e) e' por
(e/v->e') y luego de 0 o mas renombres se obtiene el, se dice que e0 B-contrae a
el y se escribe e0 -> el1. En realidad no neceseriamente el va a ser mas pequefa

que e0. Por ejemplo e0 = (Ax.xxxx) (Ay.Az.y z) B-contrae a (Ay.Az.y z) (Ay.Az.y

z) (Ay.Az.y z) (Ay.Az.y z) que es mas grande.

Una expresioéon sin redices se llama forma normal.

Ejemplos:

(Ax.y) (Az.z) ->y

(AX.X) (Az.z) -> (Az.2)

(AX.xx) (Az.z) -> (Az.z) (Az.z2) -> (Az.z2)

(AX.(Ay.yx)z) (zw) -> (Ax.zx) (zw) -> z(zw)

(AX.(Ay.yx)z) (zw) -> (Ay.y(zw))z -> z(zw)

Las ultimas expresiones de cada linea son formas normales.

Los ultimos dos ejemplos comienzan con la misma expresidén, se diferencian, pero
cuando llegan a la forma normal dan el mismo resultado.

Utilizando la notacién de la semantica de transiciones para el lenguaje
imperativo tendriamos

I = conjunto de configuraciones
= <exp>
_t = {expresiones sin redex / en forma normal}



_n = {expresiones con redex}
-=>c I nxTl

y como se vi6 en alguno de los ejemplos de arriba -> es no deterministico. Sin
embargo, si -*-> es la clausura reflexiva (y por renombre) y transitiva de ->.

Teorema de Church-Rosser: Si e -*-> e0 y e -*-> el entonces existe e' tal que e0
-*->e' y el -*->e',

También se la llama confluencia o propiedad del diamante:

Si e
/ \
/ \
* *
/ \
/ \
el el
entonces
el el
\ /
\ /
* *
\ /
\ /
el

Corolario: Salvo renombre, toda expresién tiene a lo sumo una forma normal.

Dem: Sea e, supongamos que e0 y el son formas normales de e. Tenemos e-*-> eQ y
e-*-> el1. Por teorema, existe e' tal que e0 -*-> e' y el -*-> e', Pero como e0 y
el eran formas normales no tenian redices, por lo tanto e' s6lo puede ser
renombre de e0 y de el1, por lo tanto e0 y el son renombres entre si.

Pero no toda expresién tiene forma normal:

(AX.XX).

Sea A =
A = (AX.XX) A =>A AN ->AA-> ...

A

Sea A' = (AX.Xxxy).
A" A" = (AX.xxy) A" -> A" A"y -> A" A" yy -> ...

Y hay casos en las que la forma normal sdlo se encuentra si se "ejecuta bien":

(AX.Ay.y) (A A) -> Ay.y
(AX.Ay.y) (A A) -> (AX.Ay.y) (A A) -> ...

EVALUACION

Hemos presentado la relacién ->, que permite realizar computos, ejecuciones de
un término lambda hasta llevarlo a su forma normal en caso de que la tenga. Pero
ésa no es exactamente la idea de ejecucioéon que implementan los lenguajes
aplicativos. La idea de ejecucidn (llamada evaluacidon) que se implementa
habitualmente tiene las siguientes diferencias con la relacién ->:

1) sbélo se evaluan expresiones cerradas (es decir, sin variables libres)
2) es deterministica
3) no busca formas normales sino formas candnicas

Existen varias definiciones de evaluacidén. Estudiaremos las dos mas importantes:



la evaluacién (en orden) normal y la evaluacién eager o estricta. La primera es
la que ha dado lugar a los lenguajes de programacién funcionales lazy (Haskell)
y la segunda, a los estrictos (ML).

Como la evaluacién busca una forma candénica de un término, las formas candnicas
juegan el rol de ser "valores" de expresiones.

La nocién de forma canodnica depende de la definicidén de evaluacién. Se define
una nocién de forma candénica para la evaluacién normal, y otra para la
evaluacion eager. En el caso del cdlculo lambda coinciden: son las abstracciones
(en otro lenguajes, veremos, dejan de coincidir).

Entonces tenemos: formas canénicas = abstracciones.

Como a partir de ahora nos concentraremos en expresiones cerradas, la siguiente
propiedad ayuda para comparar las nociones de forma candénica y forma normal:

Prop: Una aplicacién cerrada no puede ser forma normal.

Dem: Sea e una aplicacién cerrada. Sea e = e0 el .. en donde e0 no es una
aplicaciéon. Como e es una aplicaciéon, n = 1. Si e0 fuera una variable, e no
seria cerrada. Por lo tanto, es una abstraccién y e contiene el redex e0 el. Por
lo tanto no es forma normal.

Entonces, podemos concluir que una expresidén cerrada que es forma normal es
también forma canénica. El reciproco no vale, por ejemplo Ax.(Ay.y) x es forma
canénica cerrada pero no es forma normal. Peor aun, Ax.A A es forma candnica
cerrada y no tiene forma normal.

¢Por qué conformarse con una forma candnica en vez de continuar ejecutando hasta
obtener una forma normal? Podemos entenderlo de la siguiente manera: A) es
razonable circunscribir la atencidn a expresiones cerradas (punto 1, apenas
empezamos a hablar de evaluacién) porque son las que parecen tener sentido, B)
una vez que se alcanzd una abstraccién Av.M, continuar evaluando implicaria
evaluar M que puede no ser una expresidén cerrada, puede contener a la variable
V.

EVALUACION EN ORDEN NORMAL

La evaluacién puede definirse utilizando semantica natural o big-step. En este
tipo de semantica, uno no describe un paso de ejecucidn, sino directamente una
relacién entre los términos y sus valores (que también son términos, son formas
candénicas). Llamaremos => a esta relacién.

Una regla para formas canénicas:

Una regla para la aplicacién:

e => Av.e" (e"/v->e') => 2

Cuando afirmamos que e => z se cumple, estamos diciendo que existe un arbol de
derivacioéon que demuestra e => z. Estos arboles usualmente son dificiles de
graficar, por el tamafio de las expresiones intervinientes. Se suele usar
indentacién para expresar la estructura. Por ejemplo, la evaluacidon normal de



(AX.Ay.xx) A se escribe:

(AX.Ay.xx) A (es una aplicacién, por lo tanto usamos la 2da regla, a
continuacién siguen los 2 hijos)
AX.Ay.xx => Ax.Ay.xx (primer hijo, es una abstraccidn, por lo tanto usamos la

ler regla, no hay hijos)

Ay.A A => Ay.A A (segundo hijo, también abstraccién, no hay hijos)

=> Ay.A A (terminé la prueba)

Otro ejemplo es la evaluacidén normal de (Ax.x (Ay.x y y) x) (Az.Aw.z):

(AX.x (AYy.Xx y y) xX) (Az.Aw.z)
AX.X (AY.X y y) X => AX.X (AYy.X Yy y) X
(Az.Aw.z) (Ay.(Az.Aw.z) y y) (Az.Aw.z)
(Az.Aw.z) (Ay.(Az.Aw.z) y Vy)
AZ.AW.zZ => AZ.AW.z
AW.AY.(Az.Aw.z) vy y => AW.Ay.(Az.Aw.z) y y
=> AW.Ay.(Az.Aw.z) y y
Ay.(Az.Aw.z) y y => Ay.(Az.Aw.z) y y
=> Ay.(Az.Aw.z) y ¥y
=> Ay.(Az.Aw.z) y ¥y

(aplicac. siguen 2 hijos: a,b)
(a:abstraccioén, no hay hijos)
(b:aplic. siguen 2 h: ba y bb)
(ba: aplic. Siguen 2: baa,bab)
(baa: abstraccioén,no hay h)
(bab: abstraccién,no hay h)
(termind ba)

(bb: abstraccién,no hay hijos)
(termind b)

(terminé la prueba)

La notacidén con indentacidén sola es dificil de leer, se mejora si se escriben
corchetes "[" a la izquierda encerrando los subarboles. En el caso de arriba
habria un corchete que abarque las 10 lineas, otro que abarque sélo la linea 2,
otro de la 3 a la 9, otro de la 4 a la 7, otro para la 8 sola, otro para la 5

sola y otro para la 6 sola. Los corchetes mds grandes van mds a la izquierda. Es

dificil de hacer en un archivo de texto como éste.

Hay expresiones, como A A cuya evaluacién no termina:

(AX.xX) (AX.xX) (aplicacio6n, siguen 2 hijos)
(AX.XX) => (AX.XX) (abstraccioén, no hay hijos)
(AX.xX) (AX.X%XX) (aplicacién, siguen 2 hijos)

(AX.XX) => (AX.XX) (abstraccioén, no hay hijos)
(AX.xX) (AX.XX) (aplicacién, siguen 2 hijos)
(AX.XX) => (AX.XX) (abstraccioén, no hay hijos)

(AX.XX) (AX.XX) (aplicacién, siguen 2 hijos)

no podemos construir el arbol porque la evaluacién no termina.
En efecto, las reglas que definen => dan lugar al siguiente algoritmo:

evalN :: Exp -> Exp
evalN (Lam v e) = (Lam v e)
evalN (App e e') = case evalN e of
Lam v e" -> evalN (e"/v->e')

que, por supuesto, requiere definir la sustitucién para que sea un programa
ejecutable. Los arboles mostrados mas arriba pueden interpretarse como que la
indentacidén corresponde a las llamadas recursivas.



La aplicacién de evalN a A A no termina.

EVALUACION EAGER

La evaluacién en orden normal a partir de A ((Ax.x) (Ay.y)) contrae dos veces el
redex (Ax.x) (Ay.y).

(Ax.xx) ((Ax.x) (Ay.y)) (aplicacién, siguen 2 hijos: a y b)
(AX.XX) => (AX.XX) (a: abstraccioén, no hay hijos)
((Ax.x) (AY.y)) ((Ax.x) (Ay.y)) (b: aplicacién, siguen 2 h: ba y bb)
(Ax.x) (Ay.y) (ba: aplicacién, siguen 2 h: baa y bab)
(AX.x) => (AX.X) (baa: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (bab: abstraccién, no hay hijos)
=> (Ay.y) (termind ba)
(Ax.x) (Ay.y) (bb: aplicacién, siguen 2 h: bba y bbb)
(AXx.x) => (AX.X) (bba: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (bbb: abstraccién, no hay hijos)
=> (Ay.y) (termind bb)
=> (Ay.y) (termind b)
=> (Ay.y) (terminé la prueba)

la repeticién de la contraccién se observa al ver que las lineas 4 a 7y 8 a 11
son idénticas. Esto se podria evitar si se cambia el orden de evaluacién,
reduciendo el operando antes de sustituir en la regla de evaluacidn. La
definicién de evaluacién eager, entonces, esta dada por las reglas:

Una regla para formas canénicas:

Av.e => Av.e
Una regla para la aplicacién:
e => Av.e" e' => z' (e"/v->z") => z

Retomando el ejemplo anterior, con la evaluacién eager tenemos:

(AX.xx) ((Ax.x) (Ay.y)) (aplicacién, siguen 3 hijos: a, by c)
(AX.XX) => (AX.XX) (a: abstraccioén, no hay hijos)
(Ax.x) (Ay.y) (b: aplicacién, siguen 3 h: ba,bb y bc)
(AX.X) => (AX.X) (ba: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (bb: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (bc: abstraccién, no hay hijos)
=> (Ay.y) (termind b)
(Ay.y) (Ay.y) (c: aplicacidn, siguen 3 h: ca,cb y cc)
(Ay.y) => (Ay.y) (ca: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (cb: abstraccién, no hay hijos)
(Ay.y) => (Ay.y) (cc: abstraccioén, no hay hijos)
=> (Ay.y) (termind c)
=> (Ay.y) (terminé la prueba)

También da lugar a un algoritmo de evaluacién:

evalE :: Exp -> Exp
evalE (Lam v e) = (Lam v e)
evalE (App e e') = case evalE e of
Lam v e" -> case evalE e' of
Lam w e0 -> evalE (e"/v->Lam w e0)



Asi como hemos llamado de manera diferente a los programas (evalN y evalE)
correspondientes a la evaluacién normal e eager, escribiremos =N=> o =E=> para
explicitar que nos referimos a la evaluacién normal o eager.

Usualmente evaluacién eager es mas rapida que la evaluacién normal porque es
comun que en la normal se repitan contracciones que en la eager se hacen una
sola vez. Puede ocurrir lo contrario: la eager puede evaluar un argumento que no
se utiliza. En ese caso, la eager es menos eficiente. Puede incluso ocurrir que
la eager no termine en casos en los que la normal si lo haga:

(AX.Ay.y) (A A) =N=> Ay.y

mientras que en la evaluacidn eager, (Ax.Ay.y) (A A) diverge.

Un n-redex es una expresion de la forma Av.ev donde v ¢ FV(e). Gracias a la
regla B, uno obtiene que (Av.ev) e' contrae a e e' para toda expresién e'. Si
uno asume que toda expresiéon lambda denota una funcién, Av.ev y e parecen
comportarse extensionalmente igual: cuando se las aplica a e', ambas dan e e'.
Esto motiva la

regla n:

_____________ si v & FV(e)
(Av.e v) -> e

Esta regla no va a ser tan estudiada como la B ya que no preserva significado en
algunos lenguajes que veremos mas adelante, en los que hay expresiones que no
denotan funciones.

SEMANTICA DENOTACIONAL DEL CALCULO LAMBDA

Fue dificil. Por eso, es histéricamente posterior a la operacional.

Recordemos que cualquier expresion puede aplicarse a cualquier expresion. Por
eso, si interpreto los términos en un conjunto C, y quiero que la aplicacioén del
calculo lambda se interprete como la aplicacién usual en el metalenguaje,
necesitaré que C sea igual o isomorfo a C -> C. En efecto, en M M la primer M
actla como funcién de C -> C y la segunda como elemento de C. Pero si tenemos un
conjunto C que satisface eso, y sea f € C -> C cualquier funcién del dominio en
si mismo, podemos definir p € C -> C de la siguiente forma:

px=°f (x x)
Es mas, ahora puedo aplicar p a si misma: pp =T (p p). Como se ve, partimos de
una f cualquiera y le encontramos un punto fijo (p p). O sea que el conjunto C

debe ser isomorfo a C -> C y debe satisfacer que toda funcion f € C -> C tenga
punto fijo.

Es dificil.
Hasta que Scott formuldé los dominios, las funciones continuas y las soluciones a
ecuaciones recursivas de dominios que utilicen ->, x, + y lifting.

Entonces se definid

Dinf = Dinf -> Dinf



es decir, Dinf isomorfo a Dinf -> Dinf, donde esta flecha se refiere al espacio
de funciones continuas (que alguna vez hemos escrito Dinf -c-> Dinf), sabemos
que todas ellas tienen punto fijo.

No vamos a estudiar Dinf, pero vamos a utilizar que existe ese isomorfismo para
definir la semadntica denotacional.

Sean

¢ € Dinf -> (Dinf -> Dinf)
¢ € (Dinf -> Dinf) -> Dinf

los isomorfismos tales que

o .Y
)

Para las variables libres utilizaremos algo parecido a los estados, salvo que
como aca no hay asignacién, se lo denomina ambiente y usaremos la letra griega n
(n € <var> -> Dinf). El conjunto de ambientes se denomina Env.

id
id

[[_]1] € <exp> -> Env -> Dinf

Dado que no conocemos Dinf, s6lo lo manipulamos a través de los isomorfismos ¢ y

g:
[[vlIn =nvV
En efecto, el valor de una variable esta dado por el valor que tiene asociada en

el ambiente.
Para la aplicacién, escribiriamos

[[e0 e1]1ln = ([[e0]1In) ([[e1]lIn)
respetando que la semdntica de la aplicacidén sea la aplicacién del metalenguaje.
Pero acd no dan los tipos ya que ([[e0]]ln) € Dinf, no es una funcién, tenemos

que usar el isomorfismo para convertirlo en una funcién: @([[e0]]ln) € Dinf ->
Dinf.

La corregimos y queda asi:

[[e0 eT1]]ln = @([[e0]1n) ([[el]lln)

De la misma forma, para la abstraccioén escribiriamos

[[Ax.e]l]ln = AdeDinf. [[e]l]l[n]|v:d]

respetando que la semantica de la abstraccidn sea la abstraccidn del
metalenguaje. Nuevamente no dan los tipos ya que deberia ser un Dinf, y es una
funcién de Dinf -> Dinf. El otro isomorfismo nos rescata:

[[Ax.e]In = (Ade€Dinf. [[e]l]l[n|v:d])

Por ejemplo, calculemos

[[AXx.x]11In Y(AdEDiInf. [[x]11[n|x:dl) (ecuacién de la abstracciodn)

Y(AdEDiInf. d) (ecuacién de la variable)

que es la identidad de Dinf, convertida por ¢ en un elemento de Dinf.

Si la aplicaramos a cualquier otro término:



[[(Ax.x) MIIn = @([[Ax.x1In) (LIMIIn) (ecuacioén de la aplicacién)
= @(Y(AdeDinf. d)) ([[MIIn) (calculo que ya hicimos para Ax.x)
= (AdeDinf. d) ([[MIIn) (los isomorfismos son inversas
mutuas)
= [[M]In

Dado que Dinf s6lo tiene funciones continuas, habria que demostrar que [[_]] €
<exp> -> Env -> Dinf comprobando que el resultado [[e]]n son siempre continuas.
El libro lo

TEOREMAS

Teorema de Coincidencia: Si nw = n' w para todo w € FV(e), entonces [[e]lln =
[[elln".

Teorema de Sustitucioén: Si [[d w]lln = n' w para todo w € FV(e), entonces
[[e/d]In = [[elln".

Teorema de Sustitucién Finita: [[e/v1->el1, .., vn->en]lln = [[e]l]l[n|v1:
[[e11In]..|vn:[[en]]In].

Teorema de Renombre: Si v' €& FV(e)-{v}, entonces [[Av'.(e/v->v')]] = [[Av.e]].

Todos estos teoremas se demuestran muy sencillamente por induccién en la
estructura de la expresidén. Se utilizan los isomorfismos, pero no se utiliza en
absoluto que sean isomorfismos, es decir, no se utiliza que ¢ . Y =idy ¢y . ¢ =
id en la demostracién de estos teoremas.

En cambio, si se las utiliza para los teoremas que siguen. Para demostrar la
correctitud de la regla B, se usa ¢ . Y = id. Mientras que para demostrar la
correctitud de la regla n, seusa ¢y . ¢ = id.

Prop (correctitud de la regla B): [[(Av.e) e']l] = [[e/v->e']].
Dem: dada en clase y en el libro.

Prop (correctitud de la regla n): Si v € FV(e), entonces [[Av.e v]] = [[e]l].
Dem: dada en clase y en el libro.

Sin conocer la construccioéon de Dinf, no podemos demostrar que A A (donde A =
(AX.xx)) tiene como semantica L. Asumiremos que [[A A]lln = L.

¢A qué evaluacién corresponde esta semantica? (A la normal o a la eager?
A ninguna. Para verlo, calculemos [[Ay.A Alln:

[[Ay.A A]In = G(AdEDinf.[[A Al1[n|y:d])

P(AdEDinf. 1)

La funcidén AdeDinf.l, es la que para cada elemento de Dinf devuelve L.
Recordemos que por definicién de dominio de funciones, esta funcidén es el 1' de
Dinf -> Dinf. O sea que nos queda

[[Ay.A AIn = (L")
Como ¢ es un isomorfismo, tiene que mapear bottom en bottom, queda
[[Ay.A Alln = L

Conclusién, la semantica denotacional de Ay.A A es bottom. Eso demuestra que no
coincide ni con la evaluacién normal ni con la eager ya que ambas consideran a



Ay.A A como un valor, su evaluacidén no diverge.

SEMANTICA DENOTACIONAL NORMAL

Hay que distinguir entre L y Ad€D.L. El primero corresponde a una expresién sin
forma candénica, mientras que el segundo correspondera a una (expresidén que
tenga) forma candénica como Ay.A A.

Definimos V para interpretar a las expresiones que tienen forma canénica.
Intuitivamente, V = valores, de la misma forma que a las formas candnicas las
llamamos también valores en su momento. En cambio D, es el conjunto de
resultados, que incluyen valores y otras cosas, en este caso, s0lo se agrega
bottom:

Definimos
D=V_1ldonde V=D->D
con

@ €V -> (D -> D)
p € (D ->D) ->V

Ahora, Ad€ED.L es el bottom de D -> D, y por lo tanto Y(Ad€D.Ll) es el bottom de
V, pero no es el bottom de D.

Observar que:

¢_1lL €D -> (D -> D)
Lbottom . y € (D -> D) -> D

Gracias a estas funciones podemos reescribir las tres ecuaciones que dimos al
comienzo, reemplazando ¢ por ¢_Ll1 y y por Lbottom . {:

Env = <var> -> D
[[_]] € <exp> -> Env -> D

[[vlIn =nvV
[[e0 e1]1In = ¢_L11([[e0]1In) ([[e1]1ln)
[[Ax.elln = (Lbottom . {)(AdED. [[e]l[n]|v:d])

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo porque no dependen de las
identidades. También vale la regla B, ya que la igualdad

¢_11 . (Lbottom . ¢) = id

sigue valiendo. Pero no vale la regla n, ya que la semdntica de Ay.A A y es
Y(AdED.1) mientras que la de A A es L.

Es interesante observar que si bien la semantica denotacional no expresa un
orden de evaluacién ya que no es operacional, establece indirectamente el orden
natural en que debe evaluarse. Por ejemplo, en el caso de la aplicacidén, si
[[e0]]ln = L, entonces ¢@_Ll1([[e0]]n) = L_{D->D} por definicién de f_11. Ahora

1 {D->D} es la funcidén que siempre devuelve 1, entonces ¢_l1([[e0]1n) ([[e111ln)
=1, o sea, [[e0 e1]]ln = L. Acabamos de comprobar que si [[e0]]n = L entonces
[[e0 e1]]ln = L. Eso indica claramente que e0 debe evaluarse para evaluarse e0
el. ¢Por qué otra razén la no terminacién de e0 podria implicar siempre la no
terminacioéon de e0 el?

En cambio, por mds que [[e1]]ln = 1, no necesariamente [[e0 e1]]n = 1. Eso indica
que el no necesariamente debe evaluarse para evaluarse e0 el.



Para ver un ejemplo en que [[e1]ln = Ly [[e0 e1]ln # L 1o da e0 = Ay.Ax.x, el =
A A. Como mencionamos mas arriba, la regla B vale, por lo tanto [[e0 el1]ln =
[[Ax.x]In # L.

SEMANTICA DENOTACIONAL EAGER

La semantica denotacional eager, no deberia satisfacer la regla B, ya que la
evaluacion eager no lo hace. En efecto,

si la evaluacidn eager satisfaciera dicha regla, la evaluar (Ay.Ax.x) (A A)
deberia dar lo mismo que evaluar Ax.x, pero ese no es el caso ya que este Ultimo
término ya esta en forma candnica, mientras que (Ay.Ax.x) (A A) diverge al
evaluarse eager. En la evaluacioén eager, nunca se alcanza a utilizar el operador
Ay.Ax.x ya que el operando A A, que debe evaluarse antes de sustituir y en Ax.Xx,
diverge.

En general, un operador recién sera utilizado cuando ya se haya evaluado el
operando. El operador, entonces, no debe interpretarse como una funcié6n de D ->
D, ya que s6lo se aplica a formas candnicas. Debe interpretarse como una funcidn
de V -> D, ya que V es el dominio donde se interpretan las (expresiones que
tienen) formas candnicas.

Definimos
D=V_1ldonde V=V ->D
con

@ €V -> (V -> D)
€ (V ->D) ->V

Observar que:

9 Ll €D -> (V -> D)
Lbottom . ¢ € (V -> D) -> D

Gracias a estas funciones podemos reescribir las tres ecuaciones una vez mas:

Env = <var> -> V
[[_]] € <exp> -> Env -> D

[[v]lIn = Lbottom (n v)
[[e0 e1]1In = (¢_LL([[e0]1In))_LL ([[e1]11In)
[[Ax.e]l]ln = (Lbottom . Y)(AzeV. [[ell[n]|v:z])

Los teoremas que vimos antes (salvo el de sustitucidén) siguen valiendo porque no
dependen de las identidades. Pero no valen las reglas B ni n. El teorema de
sustitucidén puede adecuarse a ambientes que asocian valores de V a las
variables, pero el significado del teorema resultante es mas limitado.

Nuevamente la semantica denotacional ahora puede verse que tanto si [[e0]]ln = L
o0 si [[e1]]ln = L tendremos que [[e0 e1]]ln = L. Eso indica que tanto e0 como ef
deben evaluarse para evaluar e0 efl.



