Lenguajes y Compiladores: Laboratorio opcional en Coq

Objetivos: Introducirse en la mecanizacion de resultados matemaéticos utilizando asistentes
de prueba basados en tipos dependientes, particularmente formalizando los teoremas de Coin-
cidencia y Substituciéon para expresiones enteras y booleanas.

1. INSTALACION

Para la formalizacion utilizamos el compilador de Coq 8.9.0 junto con la libreria de mateméa-
tica SSreflect. Ademés, si bien hay diferentes opciones, usamos Emacs junto con ProofGeneral
y Company-coq como entorno de desarrollo.

Instalar emacs > 25.

Instalar Coq-8.9.0" https://coq.inria.fr/news/coq-890-is-out.html.
Instalar SSreflect 1.6.1: http://math-comp.github.io/math-comp.
Instalar ProofGeneral: https://proofgeneral.github.io/download.

SAN- I

Instalar Company-coq: https://github.com/cpitclaudel/company-coq.

2. 'TIPOS DEPENDIENTES

Para empezar a programar con tipos dependientes estd bueno antes entender un poco de la
teoria que implementan este tipo de lenguajes con el objetivo particular de “convencerse” so-
bre la siguiente correspondencia conocida como el isomorfismo de Curry-Howard que relaciona
formulas logicas con tipos.

Logica Haskel][l Coq

true data True = I | Inductive True : Prop:= I : True
false data False Inductive False : Prop :=.

ANB (A, B) A/\B

AV B Either AB A\/B

A= B A->B A->B

V(a € A), P(a) forall (a: A), Pa

d(a € A), P(a) exists(a: A), Pa

Este isomorfismo ademas nos habla de una equivalencia entre pruebas y programas. Por
ejemplo, si recordamos la regla de la conjunciéon esta nos define que dadas pruebas de A y B
entonces tenemos una prueba de A A B:

A B
ANB

Haskell no posee de un sistema de tipos dependientes.
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Pensando en programas es equivalente a decir que dado dos programas (a :: A) y (b :: B),
es decir un programa a cuyo tipo es A y un programa b cuyo tipo es B entonces podemos

construir el programa (a, b) cuyo tipo sera (A, B) (todo esto programando en Haskell). Toman-
true true

) true A true
equivalente en Haskell sera (I,I) :: (True, True) dado que I :: True. Notar que no debe-

rfamos nunca poder dar una prueba de false, por lo tanto es esperable que no podamos dar
un programa cuyo tipo sea False; razon por la cual la definicion del tipo no tiene constructores.

donde su programa

do un ejemplo més concreto podemos dar una prueba de

Es recomendable entonces darle una leida al capitulo 1 del libro Homotopy Type Theory:
Univalent Foundations of Mathematics donde se explica con mucho mas detalle estos conceptos
de manera teérica. Otra lectura recomendada es el libro Software Foundations que introduce
estos conceptos utilizando Coq.

3. MECANIZANDO TEOREMAS DE COINCIDENCIA Y SUBSTITUCION

3.1. Mobdulos.

CaseTactic.v: Algunas tacticas tutiles.

Semantics.v: Definicion de la seméantica denotacional del lenguaje.

Syntax.v: Definicion de la sintaxis del lenguaje.
Coincidence.v: Enunciados de coincidencia para expresiones enteras y booleanas.

Substitution.v: Enunciados de substitucion para expresiones enteras y booleanas.

Examples.v: Definicién de notaciones y algunos ejemplos.

La formalizaciéon en general sigue muy de cerca las definiciones vistas en el tedrico de la
materia; en muchos casos las podemos encontrar escritas de manera muy similar a como las
escribimos en la “hoja” gracias al uso de company-coq. Sin embargo el médulo Syntax presenta
la sintaxis de los lenguajes utilizando indices de De Bruijn en lugar de variables con nombre.
Esto significa que en lugar de nombres de variables (x, y, z, etc) utilizamos nimeros naturales
para representar variables, donde cada niimero denota la cantidad de ocurrencias ligadoras que
existen entre él y su ocurrencia ligadora, asi por ejemplo la expresion V. x = x se escribe como
V0 = 0 debido a que entre la cuantificacion Vz y la expresion x = x no existe ningin otro
cuantificador. En cambio, si consideramos la expresion V. Vy. z = z, entre la cuantificacion Ve
y la expresiéon z = x encontramos la cuantificacion Vy luego el indice correspondiente a x seréd
1, por lo tanto escribimos VV1 = 1.

Una de las ventajas principales de utilizar indices de De Bruijn es que nos evitamos tener
el problema de la captura al substituir. Notar ademéas que para toda expresién su conjunto
de variables libres esté acotado por algiin natural n, es decir, dada cualquier expresion existe
un n tal que todo indice (variable) libre en ella pertenece al conjunto {0,1,2,...,n — 1}. En
particular podemos indicar para cada indice ¢ cuales son los naturales n que caracterizan a los
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Nombres De Bruijn

V. (z = x) V(0 =0)

Vo (z <z +1) V(0 <0+1)

Vo Vy. (z = x) VV(1=1)

Vy.Vo. (z = x) VvV (0=0)

Yy Vo (x =y VvV (0=1)

Yy Va.(Vz.z =2) A (y =) VYV (VO=0)A(1=1)

VeVyVz. (z=2)AN(z=y)=(r=y) |VV 2=0A0=1)=(2=1)

Ejemplos de equivalencia entre Nombres y De Bruijn

conjuntos de variables libres a los cuales pertenece, si i es 0 entonces pertenece al conjunto {0}
que lo podemos caracterizar con el natural 1, pero también pertenece a {0, 1} que lo caracteriza
el 2, etc. Por lo tanto cualquier natural mayor estricto que 0 caracteriza al conjunto de varia-
bles libres que el indice 0 puede pertenecer. Si ¢ es mayor que 0 luego pertenece al conjunto
caracterizado por i 4+ 1, ¢ 4+ 2, etc. Esto en Coq lo podemos expresar con el siguiente tipo que
define a su vez los indices.

Inductive Var : N — Type :=
| ZVAR : V n, Var (n+1)
| SVAR: V n, Var n — Var (n+1)

El indice ZVAR (es decir, el 0) se va a encontrar en el subconjunto de variables libres definido
para cualquier n tal que n > 0, es decir ZVAR tendra tipo Var n para cualquier n tal que n > 0.
Luego cualquier otro indice ¢ debera estar en al menos un entorno definido para ¢ + 1; notar
por ejemplo, el indice SVAR (SVAR (ZVAR)) (es decir, el 2) tendra tipo al menos Var 3 pero
también puede tener tipo Var 20, no asi Var 1 (Pregunta: ;jpor qué no?).

Inductive IntExp (n : N): Type :=
| VAR : Varn — IntExp n
| NAT : nat — IntExp n
| Neg : IntExpn — IntExpn

Inductive Assert (n : N): Type :=

| BOOL : bool — Assertn
| Not : Assert n — Assertn
| Forall : Assert (n+l) — Assertn



Utilizamos entonces un natural para definir el tipo de las construcciones sintacticas para las
expresiones enteras y booleanas de manera que el namero NAT 1 (no confundir con el indice
VAR (SVAR ZVAR)) tendré tipo IntExpr n tal que 0 < n. Sin embargo, cualquier indice VAR i
tendra tipo IntExpr n tal que i tiene tipo Var n. El caso interésate ocurre para el caso del para
todo donde dada la expresion ae : Assert n+1, es decir con al menos n+1 variables libres,
nos construimos la expresion Forall ae que tendra una variable libre menos.

3.2. Tareas.

El co6digo Coq a completar puede descargarse de aca. Las tareas concretas a realizar son com-
pletar las pruebas (escribir los correspondientes programas) para los enunciados de coincidencia
y substituciéon que mostramos a continuacion y que se pueden encontrar en sus correspondien-
tes modulos. Estos significa que las construcciones sintacticas y su correspondiente seméantica
ya estan formalizadas, asi como también varios lemas que serviran para completar las pruebas
de estos teoremas.

Theorem Coincidence_IntExp : V (E: Env) (ie: IntExp E) (0 o' : X(F)),
(V (w:Var E), o!lw =o' lw) — [ie]; o = [ie]; o'.

(

)

Theorem Coincidence_Assert : V (E: Env) (ae: Assert E) (0 ¢’ : X(E)),
(V (w:Var E), o!w =0"1w) = [ae], 0 = [ae], o’

Theorem Substitution_IntExp: V (E E: Env) (ie : IntExp E)
(o :%(E") (o) : X(E)) (6 : AEE),
(V (w:Var E), [0w]; o/ =o' ' w) = [ie J;d]i o = [ie]; o’

Theorem Substitution_Assert : V (E E: Env) (ae : Assert E)
(o0 :2(E") (¢! : 2(E)) (6 : AEFE'),
(V (w:Var E), [0w]; o’ =o' w) — [ae [qd]a 0 = [ae]s o'

Recomendaciones: 1. puede ser 1til utilizar el médulo de ejemplos para ganar alguna intuicion
sobre la utilizacion de indices de De Bruijn. 2. es muy recomendable tener las pruebas de cada
teorema hechas en papel antes de empezar con la formalizaciéon de manera que sirvan como
guia.

4. APENDICE

Ayudas rapidas:

» Emacs+ProotGeneral
= [COMIPany-coq


https://github.com/alexgadea/coqlab
https://proofgeneral.github.io/doc/userman/ProofGeneral_3/#Basic-Script-Management
https://github.com/cpitclaudel/company-coq#quick-start-guide
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