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Estructura de la materia a grandes rasgos:

Primera Parte: Lenguaje imperativo

Segunda Parte: Lenguaje aplicativo puro, y lenguaje
aplicativo con referencias y asignacion
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Ejes de contenidos de la segunda parte

o Calculo Lambda

e Lenguajes Aplicativos puros

e Un Lenguaje Aplicativo con referencias y asignacion
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Calculo Lambda

El Calculo Lambda

Church, Kleene, Rosser (1930)

Motivacion original: problemas de fundamentacién de la
matematica
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Calculo Lambda

El Calculo Lambda

Church, Kleene, Rosser (1930)

Motivacion original: problemas de fundamentacién de la
matematica

Como notacion: se usa para generar expresion que denote
una funcién, sin necesidad de dar nombre

Por ejemplo: f(x) = x + y se puede escribir
f=Xx.x+Yy,

con lo cual uno se puede referir a la funcién f mediante la
expresion Ax.x + y, sin necesidad de ponerle nombre.
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Calculo Lambda

Sintaxis abstracta del CL

El CL puro sélo contiene variables, aplicaciones y la notacion
lambda (llamada abstraccion).

(expy == (var)|

(exp) (exp) |
A (var). (exp) abstraccién o expresion lambda
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Calculo Lambda

Sintaxis abstracta del CL

El CL puro sélo contiene variables, aplicaciones y la notacion
lambda (llamada abstraccion).

(expy == (var)|
(exp) (exp) |
A (var). (exp) abstraccién o expresion lambda

La aplicacion asocia a izquierda.
Por ejemplo,

AX.(Ay.xyx)x
es lo mismo que

AX.(Ay.(xy)x)x



Calculo Lambda

Variables libres

FVv = {v}
FV e€ = FVeUFVe
FV(Av.e) = FVe — {v}
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Calculo Lambda

Operador sustitucion

Conjunto de sustituciones: A = (var) — (exp)
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Calculo Lambda

Operador sustitucion

Conjunto de sustituciones: A = (var) — (exp)

Operador sustitucion: _/_ € (exp) x A — (exp)
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Calculo Lambda

Operador sustitucion

Conjunto de sustituciones: A = (var) — (exp)

Operador sustitucion: _/_ € (exp) x A — (exp)

v/6 = ov
(ee’)/5 = (e/d)(€/d)
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Calculo Lambda

Operador sustitucion

Conjunto de sustituciones: A = (var) — (exp)
Operador sustitucion: _/_ < (exp) x A — (exp)
v/§ = ov

(e€)/s = (e/d)(€/d)
(A\v.e)/6 = Av.e/[8|V: Vhew]

donde

Voew @ |J  FV(s w)

weFV(e)—{v}
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Calculo Lambda

Conversioén o

Renombre: Cambio en \v.e de la variable ligada v (y todas
sus ocurrencias) por una variable v/ que no ocurra libre en e:

\V.e/lvis v

donde v/ ¢ FV(e).
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Calculo Lambda

Conversioén o

Renombre: Cambio en \v.e de la variable ligada v (y todas
sus ocurrencias) por una variable v/ que no ocurra libre en e:

\V.e/lvis v
donde v/ ¢ FV(e).

a-conversion: Si € se obtiene a partir de e por 0 0 méas
renombres de ocurrencias de subfrases. También se dice que
e a-convierte a €'.
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Calculo Lambda

Conversioén o

Renombre: Cambio en \v.e de la variable ligada v (y todas
sus ocurrencias) por una variable v/ que no ocurra libre en e:

\V.e/lvis v
donde v/ ¢ FV(e).
a-conversion: Si € se obtiene a partir de e por 0 0 méas
renombres de ocurrencias de subfrases. También se dice que

e a-convierte a €.

Notacion para expresiones «o- convertibles: e = ¢

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Contraccion

Redex: Es una expresion de la forma (Av.e)ée’
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Calculo Lambda

Contraccion

Redex: Es una expresion de la forma (Av.e)ée’

Contraccion 3 de ey: Reemplaza en ey una ocurrencia de un
redex (Av.e)€ por su contraccion (e/v — €'), y luego efectia 0
0 mas renombres de cualquier subexpresion.
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Calculo Lambda

Contraccion

Redex: Es una expresion de la forma (Av.e)ée’

Contraccion 3 de ey: Reemplaza en ey una ocurrencia de un
redex (Av.e)€ por su contraccion (e/v — €'), y luego efectia 0
0 mas renombres de cualquier subexpresion.

Notacion: Si e; es el resultado de una contracciéon 3 de ey,
entonces escribimos
€y — €1
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Calculo Lambda

Formas normales y semantica operacional del CL

Forma normal: expresion sin redices.

Las formas normales representan la situacién de "completa
evaluacion de todas las funciones".
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Calculo Lambda

Formas normales y semantica operacional del CL

Forma normal: expresion sin redices.

Las formas normales representan la situacién de "completa
evaluacion de todas las funciones".

Por eso la semantica operacional del calculo lambda consiste
en efectuar contracciones 3 hasta obtener formas normales.

Ejemplo:
(AxAy.(Ax.xy)(2x))(yz) — (AxAy.(zx)y)(y2)

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Formas normales y semantica operacional del CL

Forma normal: expresion sin redices.

Las formas normales representan la situacién de "completa
evaluacion de todas las funciones".

Por eso la semantica operacional del calculo lambda consiste
en efectuar contracciones 3 hasta obtener formas normales.

Ejemplo:

(A Ay.(Ax.xy)(2x))(yz) — (AxAy.(zx)y)(y2)
= (A AL(2x)t)(y2)
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Calculo Lambda

Formas normales y semantica operacional del CL

Forma normal: expresion sin redices.

Las formas normales representan la situacién de "completa
evaluacion de todas las funciones".

Por eso la semantica operacional del calculo lambda consiste
en efectuar contracciones 3 hasta obtener formas normales.

Ejemplo:
(A Ay.(Ax.xy)(2x))(yz) — (AxAy.(zx)y)(y2)
= (A AL(2x)t)(y2)
—  At.z(yz)t
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Calculo Lambda

No toda expresion tiene una forma normal

Sea
A = AX. XX

entonces AA no tiene forma normal:

(A xx)(Ax.xx)  —  (Axxx)(Ax.xx)
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Calculo Lambda

No toda expresion tiene una forma normal

Sea
A = AX. XX

entonces AA no tiene forma normal:

(AXxxX)(Ax.xx)  —  (Ax.xx)(Ax.xx)
= (Ax.xx)(Ax.xx)
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Calculo Lambda

Relacion "reduce" —*

—* denota la clausura transitiva y refexiva de —

(o sea, aplicar — cero 0 mas veces)
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Calculo Lambda

Relacion "reduce" —*

—* denota la clausura transitiva y refexiva de —
(o sea, aplicar — cero 0 mas veces)

Por ejemplo, no existe n forma normal tal que AA —* n
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Calculo Lambda

Relacion "reduce" —*

—* denota la clausura transitiva y refexiva de —
(o sea, aplicar — cero 0 mas veces)

Por ejemplo, no existe n forma normal tal que AA —* n

Formalmente:

e —* € siy soblo si existen ey, ..., e, (con n > 0) tales que

e=6 — 6 —..—oe,=¢€

Notar que si n = 0 entonces e = €
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Calculo Lambda

Si existe forma normal, es Unica

(Salvo conversion «)
Es consecuencia inmediata de:

Teorema de Church-Rosser Si e —* ¢y y e —* ey entonces
existe € talque gy —»* €'y e —* €.
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Calculo Lambda

Un n-redex es una expresion de la forma Av.ev, donde
vé FV e
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Calculo Lambda

Un n-redex es una expresion de la forma Av.ev, donde
vé FV e

Regla n:

Sver = e (sive FVe)
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Calculo Lambda

Evaluacion

—* no representa adecuadamente la ejecucion de los
lenguajes aplicativos.
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Calculo Lambda

Evaluacion

—* no representa adecuadamente la ejecucion de los
lenguajes aplicativos. En estos:

1) s6lo se evaluan expresiones cerradas
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Calculo Lambda

Evaluacion

—* no representa adecuadamente la ejecucion de los
lenguajes aplicativos. En estos:

1) s6lo se evaluan expresiones cerradas
2) es deterministica
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Calculo Lambda

Evaluacion

—* no representa adecuadamente la ejecucion de los
lenguajes aplicativos. En estos:

1) s6lo se evaluan expresiones cerradas
2) es deterministica
3) no busca formas normales sino formas candnicas
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Calculo Lambda

Evaluacion

—* no representa adecuadamente la ejecucion de los
lenguajes aplicativos. En estos:

1) s6lo se evaluan expresiones cerradas

2) es deterministica

3) no busca formas normales sino formas candnicas
Vamos a estudiar:

Evaluacion (en orden) normal: lenguajes funcionales lazy
(Haskell)

Evaluacion eager o estricta: lenguajes estrictos (ML).
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Calculo Lambda

Formas candnicas

La evaluacion busca una forma canénica, las mismas juegan el
rol de ser "valores" de expresiones.
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Calculo Lambda

Formas candnicas

La evaluacion busca una forma canénica, las mismas juegan el
rol de ser "valores" de expresiones.

La nocién de forma canonica depende de la definicion de
evaluaciéon. Se define una nocién de forma canénica para la
evaluacion normal, y otra para la evaluacién eager.
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Calculo Lambda

Formas candnicas

La evaluacion busca una forma canénica, las mismas juegan el
rol de ser "valores" de expresiones.

La nocién de forma canonica depende de la definicion de
evaluaciéon. Se define una nocién de forma canénica para la
evaluacion normal, y otra para la evaluacién eager.

En el caso del calculo lambda coinciden: son las
abstracciones
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Calculo Lambda

Formas canodnicas vs. formas normales

Propiedad: Una aplicacién cerrada no puede ser forma
normal.

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Formas canodnicas vs. formas normales

Propiedad: Una aplicacién cerrada no puede ser forma
normal.

Corolario: una expresion cerrada que es forma normal es
también forma canonica.

El reciproco no vale.
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Calculo Lambda

¢, Por qué conformarse con una forma canénica en vez de
continuar ejecutando hasta obtener una forma normal?
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Calculo Lambda

¢, Por qué conformarse con una forma canénica en vez de
continuar ejecutando hasta obtener una forma normal?

Sdélo tiene sentido evaluar expresiones cerradas.
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Calculo Lambda

¢, Por qué conformarse con una forma canénica en vez de
continuar ejecutando hasta obtener una forma normal?

Sdélo tiene sentido evaluar expresiones cerradas.

Una vez que se alcanzé una abstracciéon Av.e, continuar
evaluando implicaria evaluar e que puede no ser una expresion
cerrada, puede contener a la variable v.
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Calculo Lambda

semantica natural o big-step

En este tipo de semantica, uno no describe un paso de
ejecucién, sino directamente una relacién entre los términos y
sus valores (que también son términos, son formas canénicas).
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Calculo Lambda

semantica natural o big-step

En este tipo de semantica, uno no describe un paso de
ejecucién, sino directamente una relacién entre los términos y
sus valores (que también son términos, son formas canénicas).

Llamaremos = a esta relacién.
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Calculo Lambda

Evaluacion Normal

Reglas para =y

Regla para las formas canénicas

Av.e =y Av.e
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Calculo Lambda

Evaluacion Normal

Reglas para =y

Regla para las formas canénicas

Av.e =y Av.e

Regla para la aplicacién

e =N AV.g (ep/vi—€) =N Z
ee =y z
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Calculo Lambda

Evaluacion Eager

Reglas para =

Regla para las formas canénicas

Av.e =g \v.e

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Evaluacion Eager

Reglas para =

Regla para las formas canénicas

Av.e =g \v.e

Regla para la aplicacién

e =g \v.e € =g 7 (eo/v—2) =F z
e€ =g z

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Surge con Church, trantado de construir un sistema formal
completo como fundamentacion dltima de la matematica. En
1934 Kleene and Rosser publicaron una implementacion de la
paradoja de Richard,y comienza a ser usado para estudiar la
computabilidad, culminando en la respuesta negativa al
problema de la parada (Turing 1936).
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Requisito inicial para su semantica:

un conjunto C tal que C esisomorfoa C — C
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Requisito inicial para su semantica:

un conjunto C tal que C esisomorfoa C — C

Paradoja: Sea f cualquier funcion, y definamos px = f(xx)

Entonces pp es punto fijo de f.

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Requisito inicial para su semantica:

un conjunto C tal que C esisomorfoa C — C

Paradoja: Sea f cualquier funcion, y definamos px = f(xx)

Entonces pp es punto fijo de f.

Scott-Strachey 1972-1981 Oxford Definen la semantica
utilizando dominios:

D ~ Dy — Dy
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Asumimos la existencia de un dominio D, junto con
isomorfismos:

¢ € Doy — (Doo — Do)
Y € (Do — Dx) — Ds

¢poy=ldp _p.
Pop= IC/DOo
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Ambientes (Entornos): Env = ((var) — D)

Notaciéon: »n € Env sera un ambiente.
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Ambientes (Entornos): Env = ((var) — D)
Notacion: 7, € Env sera un ambiente.

Funcion semantica: [ | € (exp) — Env — Dy
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Ambientes (Entornos): Env = ((var) — D)
Notacion: 7, € Env sera un ambiente.
Funcion semantica: [ | € (exp) — Env — Dy

Ecuaciones semanticas:

[vln =nv
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Ambientes (Entornos): Env = ((var) — D)
Notacion: 7, € Env sera un ambiente.

Funcion semantica: [ | € (exp) — Env — Dy
Ecuaciones semanticas:

[VIn =nv

[eoeiln = ¢([eo]n) [er]n
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda

Ambientes (Entornos): Env = ((var) — D)
Notacion: 7, € Env sera un ambiente.

Funcion semantica: [ | € (exp) — Env — Dy
Ecuaciones semanticas:

[VIn =nv

[eoei]n = ¢([eo]n) [erln

[\v.eln = v(Ad € Du.[e][n]v : d])
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Calculo Lambda

Propiedades de la semantica del CL

Teorema de Coincidencia:
Sinw = n'w para todo w € FV e, entonces [e]n = [e]7.
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Calculo Lambda

Propiedades de la semantica del CL

Teorema de Coincidencia:
Sinw = n'w para todo w € FV e, entonces [e]n = [e]7.

Teorema de Renombre: Si Vyen ¢ FV € — {V},
entonces [AVhew-(€/V — Vaew)] = [AV.€].
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Calculo Lambda

Propiedades de la semantica del CL

Teorema de Coincidencia:
Sinw = n'w para todo w € FV e, entonces [e]n = [e]7.

Teorema de Renombre: Si Vyen ¢ FV € — {V},
entonces [AVhew-(€/V — Vaew)] = [AV.€].

Sustituciones: A = (var) — (exp)
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Calculo Lambda

Propiedades de la semantica del CL

Teorema de Coincidencia:
Sinw = n'w para todo w € FV e, entonces [e]n = [e]7.

Teorema de Renombre: Si Vyen ¢ FV € — {V},
entonces [AVhew-(€/V — Vaew)] = [AV.€].

Sustituciones: A = (var) — (exp)

Teorema de Sustitucion: Si [ow]n = n'w paratodo w € FV e,
entonces [e/d]n = [e]n'-
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Calculo Lambda

Reglas 5y n

Son vélidas en el Célculo Lambda:

[(Av.e)en=1[e/v+— €ln

[Av.ev]n = [e]n, siv ¢ FVe
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Calculo Lambda

Problema

La semantica denotacional dada no representa la
evaluacion de los lenguajes funcionales
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Calculo Lambda

Problema

La semantica denotacional dada no representa la
evaluacion de los lenguajes funcionales

Observar que \x.e se evalta como funcion en cualquier
modalidad de evaluacién (tanto eager como normal).
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Calculo Lambda

Problema

La semantica denotacional dada no representa la
evaluacion de los lenguajes funcionales

Observar que \x.e se evalta como funcion en cualquier
modalidad de evaluacién (tanto eager como normal).

Pero [Av.AA] =L
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional Normal

Hay que distinguir las semantica de A\v.AA y AA
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional Normal

Hay que distinguir las semantica de A\v.AA y AA
Los "valores" (conjunto V), representan a las formas

canodnicas:
V ~ D> D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional Normal

Hay que distinguir las semantica de A\v.AA y AA

Los "valores" (conjunto V), representan a las formas
candnicas:
V. ~ D—-D

Definimos el conjunto de resultados posibles como :

D=V
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Calculo Lambda

Asumimos la existencia de un dominio D, junto con
isomorfismos:

peV—(D— D)
Ypye(D—-D)—=V

¢oy =ldpp
Yo ¢ =Idy

Notacion: ., ¢V =D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)

Ambientes: Env = ((var) — D)

Lenguajes y Compiladores



Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)
Ambientes: Env = ((var) — D)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)
Ambientes: Env = ((var) — D)
Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D

Ecuaciones semanticas:

[vln =nv
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)
Ambientes: Env = ((var) — D)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
Ecuaciones semanticas:

[VIn =nv

[eoer]n = ¢([eo]n)ilerln
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Normal

Dominio Semantico: D = V| V ~ (D— D)
Ambientes: Env = ((var) — D)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
Ecuaciones semanticas:

[Vin =nv

[eoer]n = é([eoln) w[e1ln

[Av.e]n= t1 oy (Ad € D.[€][n|v: d])
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Calculo Lambda

¢ Cuadles son todas las posibilidades para que eye; tenga
semantica L

Notarque ¢y 1L = 1p_p.
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Calculo Lambda

¢ Cuadles son todas las posibilidades para que eye; tenga
semantica L?

Notarque ¢y 1L = 1p_p.

Si bien la semantica denotacional no expresa un orden de
evaluacion ya que no es operacional, establece indirectamente
el orden natural en que debe evaluarse.
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Calculo Lambda

¢ Cuadles son todas las posibilidades para que eye; tenga
semantica L?

Notarque ¢, 1 = Lp_p.

Si bien la semantica denotacional no expresa un orden de
evaluacion ya que no es operacional, establece indirectamente
el orden natural en que debe evaluarse.

Por mas que [e{]n =L, no necesariamente [eye]n =L . Eso
indica que e1 no necesariamente debe evaluarse para
evaluarse epe;.
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Calculo Lambda

Propiedades de la Semantica Denotacional Normal

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo.
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Calculo Lambda

Propiedades de la Semantica Denotacional Normal

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo.
También vale la regla 3, que utiliza la igualdad:

¢ o(ty o) =ldpp
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Calculo Lambda

Propiedades de la Semantica Denotacional Normal

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo.
También vale la regla 3, que utiliza la igualdad:
¢ o(troy)=ldpp

No vale la regla 7.
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Calculo Lambda

Modalidad EAGER

La semantica denotacional del calculo Lambda, ni la
normal representan la evaluacion de los lenguajes
funcionales eager

Por ejemplo: (Ax.Ay.y)(AA)
La aplicacion se efectua cuando el operando se haya evaluado.

Desde el punto de vista semantico, las funciones toman
valores solamente.
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional Eager

Los "valores" (conjunto V), representan a las formas
canonicas, pero ahora son funciones que sélo toman valores:

V ~ V=D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional Eager

Los "valores" (conjunto V), representan a las formas
canonicas, pero ahora son funciones que sélo toman valores:

V =~ V=D
Definimos el conjunto de resultados posibles como :

D=V
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Calculo Lambda

Asumimos la existencia de un dominio D, junto con
isomorfismos:

peV—-(V-D)
ve(V—-D)—=V

pov=ldy_p
Yo ¢ =Idy

Notacion: ., ¢V =D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Eager

Dominio Semantico: D = V| V ~ (V= D)

Ambientes: Env = ((var) — V)
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Eager

Dominio Semantico: D = V| V ~ (V= D)
Ambientes: Env = ((var) — V)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Eager

Dominio Semantico: D = V| V ~ (V= D)
Ambientes: Env = ((var) — V)
Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D

Ecuaciones semanticas:

[VIn=ci(nv)
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Eager

Dominio Semantico: D = V| V=~ (V—D)
Ambientes: Env = ((var) — V)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
Ecuaciones semanticas:

[VIn = c(nv)

[eoeiln = ¢ ([eoln)ilerln
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Calculo Lambda

Semantica Denotacional del Calculo Lambda Eager

Dominio Semantico: D = V| V=~ (V—D)
Ambientes: Env = ((var) — V)

Funcion semantica: [ | € (exp) - Env— D
Ecuaciones semanticas:

[vln = ti(nv)

[eoei]n = ¢ ([eoln) ler]n

[Av.e]n= ti o (Az € V.[e][nlv: 2])
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Propiedades de la Semantica Denotacional Eager

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo.
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Calculo Lambda

Propiedades de la Semantica Denotacional Eager

Los teoremas que vimos antes siguen valiendo.
Ya no vale la regla 5.

[(Av.e)e'ln = (Az € V.[e][n|v : z]) . [€]n
Considerar: [€']n =L, v, no ocurre en e, y [e]n #L
Entonces [(A\v.e)e[n =Ly [e/v— €]n #L

No vale la regla 7.
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