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La légica proposicional constituye la primera y mas elemental formalizacion del razonamiento deductivo.
El objetivo general de esta guia es introducirnos a la légica proposicional, como herramienta para modelar el
lenguaje natural y razonamientos sobre el mismo, y otros problemas mas especificos como problemas de ingenio,
calculo de funciones, etc.

Uno de los objetivos especificos mads importantes es lograr un buen entrenamiento de las habilidades nece-
sarias para realizar una demostracion formal en este sistema logico sencillo, que resulta un pilar fundamental
para otros calculos mas complejos y potentes.

Evaluacion, sustitucién sintactica y tipado

La légica proposicional amplia el lenguaje que venimos manejando, introduciendo dos constantes que repre-
sentan los valores de verdad (True y False) y diversos operadores booleanos sobre estos valores (A, V,—, =, = ).
Esta logica nos permite escribir expresiones que codifican propiedades mas interesantes, como por ejemplo que
“si un numero a es mayor a by, ademas, b es mayor a c, entonces a tiene que ser mayor a ¢”’:

a>bANb>c=a>c

Al complejizarse el lenguaje, es necesario establecer reglas de notacion para poder escribir las expresiones
con mayor claridad y sin ambigiiedades. En particular, es posible eliminar paréntesis cuando los operadores
involucrados son asociativos (es decir, cuando no importa el orden en que asocie los operandos), y segun las

reglas de precedencia, tal como hemos visto hasta ahora.
Niveles de Precedencia

Los operadores A, V, =, # son asociativos | Esto nos per- 1 E(x :=a),. sustitucion y evaluacion
mite establecer por ejemplo que las expresiones p A g A r, 2 Ve (+)? raices y potencias
{iulltodcon}]]) A ((5 AT) ly (pANg) AT sondequivalente]sl. 3 %,/ producto y divisién

a derecha se listan los nuevos operadores y aquellos vistos ; ‘i ni
anteriormente, en orden de mayor a menor precedencia. fé mai7_rn " ;?l?;c;rnyorjefsﬁmmo
En los siguientes ejercicios comenzamos trabajando princi- 6 =, é’ > operadores de comparacién
palmente con los aspectos sintacticos del nuevo lenguaje, 7 4 negacién
para asegurar una buena capacidad de lectura y escritura 8 VA disyuncién y conjuncién
de las nuevas expresiones, y con la semantica de los nuevos 9 - = implicacién y consecuencia
operadores, es decir, su significado. 10 = equivalencia y discrepancia

1. Evalud las siguientes expresiones booleanas, subrayando la subexpresién resuelta en cada paso justificado.
Luego usd un intéprete de haskell para verificar los resultados. Por ejemplo:

(False V True) A False = False

= {def. deV }
True N\ False = False
={def. de A}
False = False
={def. de=} En haskelllos distintos operadores
True booleanos se pueden escribir asi:
a) ((True A True) V False) = False V True
—p not p
b) 5>3AN3>1=5>1 pAq p &k q
pvg pllaq
p=qg p=24q

d

)

)

) T>4N4>T7
) 7T>4v4a>T

e) False=2+2=5
) 24+2=5= True

f



Los dos 1ltimos items no pueden codificarse directamente en haskell porque no disponemos de un ope-
rador = en ese lenguaje. ;Cémo podemos definir una funcién implies : Bool — Bool — Bool que se
comporte como =7

. Sacé todos los paréntesis que sean superfluos segin las reglas de precedencia de los operadores booleanos.

. Introduci paréntesis para hacer explicita la precedencia.
a) pVg=r=(p=r)A(g=r).

b) p=q=pVqg=gq

¢) p=q=-pVgq.

. (Estan bien escritas las siguientes expresiones? Justifica a través de un arbol de tipado. Para evitar errores,
hacé explicita la precedencia introduciendo paréntesis, y construi una tabla con el tipo de las variables
(cuando existan).

a) (True =a) V5. g) aVb=3+y
b) ((True A False) = False) = False. h) z=(y = =2).
¢) 2=3V3=4Vaxa+2<b+T. i) (z=y) ==z
d) (zANy=a)Az < w. j) = (y = 2).
e) t+3=y. k) anb<a

f) (z+3=y) Az

. Resolvé las siguientes sustituciones simples.
a) (z+2)(z :=06).

b) (x+2)(z:=x+6).

¢) (zxx)(z:=2+1).

d) (4 2)(y = 2)

. Resolvé las siguientes sustituciones simultdneas.

e) (x*x(z+1))(x:=2+1).
[ = (@=p)lg=p=>r).
9) PANg=q)(p:=qg=r).

d) (z*x(z4+1)(z,y,2z := z,y,x).

a) (z+y)(z,y:=06,3+*z) e) (p=q)Ap)=q)(p,q:=7Vs,tAu).

b) (x+2)(z,y :=y+5,x+6).
¢) (xx(y—2))(x,y:=2+1,2).

. Resolvé las siguientes sustituciones sucesivas.

a) (x+2)(z:=06)(y :=x).
b) (z+2)(z:=y+6)(y:=z—6).
¢) (z+y)(z:=y)(y:=3x*2).

d) (z+y)(y :=3x*z)(z:=y).
e) (xx(z+1)(2,y,2:= 2,9,2)(2 :=y).
[) Uxazxz+dxyxz+yxy)(e,y:=y,x)(y:=3).

. Resolvé las siguientes sustituciones. Notd como estos ejemplos muestran que la sustituciéon sucesiva no es
conmutativa y que en general no es equivalente a la sustitucién simultédnea.
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. En las expresiones resultantes de los ejercicios (5b), (5¢), (5f), (5g), (6a), (6b) y (6e) elimind todos los
paréntesis superfluos, usando las reglas de precedencia.



10.

11.

12.

13.

Resolvé las siguiente sustituciones que involucran axiomas del Calculo Proposicional.

(PVQ=QVP)(P,Q:=pAq,pVq).
PvQ=QVP)Q,P:=pVgqgpVq).
PvQQ=QVP)(P,Q:=z méd2=0,2 méd 2 # 0).
PvQ=P=Q=PAQ)Q,P:=p,qVq).
(PVvQ)=Q|=P=Q)(P,Q:=p=r,q= ).
(PANQAP)=PAQ)Q,P:=pA(qVDp),rV-r).

Decidi si existen en cada caso expresiones booleanas £ y F tales que las siguientes sustituciones resueltas
sean validas. Por ejemplo, si la sustitucién resuelta es

(P=Q=P)(P,Q:=EF) = (p=q=r=p)

se debe encontrar qué subexpresiones de la expresion derecha cumplen el rol de las variables P y @ de
la expresién de la izquierda (antes de la sustitucién). Para ello, uno debe observar los operadores de la
expresiéon resultado e intentar relacionarlos con los operadores de la expresion original. En este caso, dado
que la variable P ocurre a la izquierda y a la derecha en la expresiéon P = Q = P, los operadores = se
corresponden (necesariamente) segiin el siguiente esquema:

(PEIEP) P =¢£7) = (El=11=p

Luego, p ocupa el lugar de P, y ¢ = r el lugar de @, por lo tanto obtenemos que £ =py F =q =71 es
una solucién (;hay otra solucién posible?).

a) (P=-P)(P,Q:=EF) = p=q)=-(p=g¢
b) (Q=P= (PAQ QNP,Q:=EF) = (r=q=p=((pA0r=q)=(=q9q)
) (PVQ)=Q)=P=Q)(P,Q:=¢&F) =
(z=3Ay=3)Vy=2)=y=2)=(z=3ANy=2)= y=2
d) (PVQYAP=P)(P,Q:=¢&,F) =
(x méd2=0Va méd5=0)A(z méd2=0Va méd5=0)=(r méd2=0Vx

o~ o~~~

méd 5 = 0)

. Estdn bien escritas las siguientes expresiones? Justifica a través de un arbol de tipado. Para evitar errores,
hacé explicita la precedencia introduciendo paréntesis, y construi una tabla del tipo de las variables.

a>bAN3+2<4 = c=b+1=2.
a+2>c=34+2<b=c=b=2xa.
—axb+c=dVp=>q=r<sANj=k+1lxm.
(a>bAc=d)>(#]a,b,c] > 0) > [True]

a
b
c

)
)
)
d)

Escribi una férmula proposicional para cada una de las siguientes frases, utilizando una variable proposi-
cional para cada sentencia atémica, aclarando siempre el significado escogido para cada variable. A veces
es conveniente reescribir las frases para hacer mas claro su sentido. En lo posible utilizd un mismo nombre
para la misma sentencia atémica a lo largo de todo el ejercicio, para poder comparar las férmulas. Por
ejemplo, puede pensarse que la frase

Hoy es martes o jueves.
consta de dos sentencias atomicas, la segunda con el “sujeto” técito, asi que se pueden reescribir:
Hoy es martes u hoy es jueves

Entonces podemos formalizarla con la féormula p V ¢, utilizando p para la primer sentencia y ¢ para la
segunda, es decir, definiendo:

p = hoy es martes
q = hoy es jueves



La vida es maravillosa.

Hoy es martes y hay sol.

Hoy es martes y no hay sol.

El pollo es sabroso, pero el cerdo es mas rico.
Me gusta la playa, pero no iré en las vacaciones.
Hoy no es ni miércoles ni viernes.

Ni Cérdoba ni Rio Cuarto son la capital de Argentina.

)
)
)
)
)
)
)
h) Yo no voy de vacaciones y Juan y Pedro tampoco.
Juan vendra a clase, y seguro que vendrdn también Maria o Pedro.
Yy seg q
) Santa Fe o Rosario deberian ser la capital de Santa Fe, pero Rosario es claramente méas grande.
) Ya sea por desinformacién o porque entendiste mal, eres responsable de dar mal la informacién.
) Sélo si sopla viento sur y nieva se mantendrs la nieve en las pistas de esqui.
) Sino tienes menos de 18 afos ni tienes antecedentes puedes irte a vivir a otro pais.
) No es verdad que si tienes menos de 16 afios y consentimiento paterno te puedas casar.
)

Si la segunda guerra mundial hubiera empezado en 1935, la Unién Soviética no habria entrado en la
guerra.

) Maifiana, llueve o no llueve.
) Manana serd jueves y no sera jueves.
q) Me llamo Laura es tan cierto como que me llamo Laura.

Hoy comemos fideos o el cocinero sigue el menu de la semana es lo mismo que que el cocinero sea
muy organizado.

s) Hoy comeremos fideos o el cocinero sigue el meni de la semana es lo mismo que hoy comamos fideos
o el cocinero sea muy organizado.

t) El cocinero sigue el ment de la semana es lo mismo que el cocinero sea muy organizado; que es lo
mismo que, el cocinero sea muy organizado es lo mismo que el cocinero siga el menu de la semana.

u) Que me gusten las frutillas no es lo mismo que me guste el helado de frutilla.

Calculo Proposicional

A partir de esta seccién, comenzamos a trabajar con demostraciones con el Calculo Proposicional. Segin
la Wikipedia, “...una deduccién o demostracion matematica es una sucesiéon coherente de pasos que, tomando
como verdadero un conjunto de premisas llamado hipdtesis, permite asegurar la veracidad de una tesis. Estos
pasos deben estar fundamentados en la aplicacién de reglas de deduccién (fundadas ya sea en axiomas o en
teoremas anteriormente demostrados o en reglas basicas de deduccién del sistema en cuestién).”*

Una demostracion en el Calculo Proposicional consiste en probar la validez de una férmula del estilo P = Q.
Para ello podemos seguir dos estrategias: aplicar sucesivos pasos transformando la expresion completa en True, o
bien partir de la subexpresién P y transformarla en la subexpresion @ (o viceversa). En ambos casos, cada paso
de “transformacion” consiste en “reescribir” la expresion en cuestién (o una subexpresion) en otra equivalente
dada por uno de los Axiomas o Teoremas basicos.

Cada axioma o teorema nos habilita a reescribir una expresion de diversas maneras. Por ejemplo la Regla
Dorada, cuya formulacién es PN Q = P = @ = P V @, nos permite reescribir la expresion P A\ Q por P =Q =
PV Q, pero también:

PAQ=P por Q=PVQ
Q=PVQ@ por PANQ=P
PANQ=PVQ por P=Q
PAQ=Q=PVQ por Q
P=PVQ@ por PANQ=Q

etc ...

Thttp://es.wikipedia.org/wiki/Demostracion_matematica



Nota ademas que el lugar de las variables P, y R en un axioma o teorema puede ser ocupado por cualquier
formula que involucre variables proposicionales, como p, p A\ q, p = q V T, etc, o incluso formulas mas concretas
como 2x2 =4, x <0, etc. Tipicamente un paso de una demostracién sera como el siguiente:

(z méd 2=0)A(z >0)=(zr méd 2 =0)
= { (Regla Dorada)(P,Q =z méd 2 =0,z >0) }
(z>0)=(z méd 2=0)V (z >0)

Los siguientes ejercicios nos introducen gradualmente en las demostraciones de la légica proposicional, en las
diferentes formas de utilizar un axioma o teorema, primero resolviendo un paso deductivo sencillo, para luego
avanzar en la tarea de hacer una demostracién completa. La habilidad de realizar una demostracion de esta
forma es uno de los principales objetivos de esta materia, y en este sentido, los ejercicios 20, 21 y 22 son de los
mas importantes.

14. Encontra el axioma o teorema utilizado para transformar una expresiéon en la otra, en cada una de las
siguientes demostraciones que consta de un solo paso deductivo. Por ejemplo, el siguiente paso:

q=p
{ }

pP=gq

nos dice que (¢ = p) = (p = q), es decir, que no importa el “orden” de los operandos del = (noté que se
pueden sacar los paréntesis). Esta es una forma particular de utilizar el axioma de Conmutatividad de la
equivalencia (cuya formulacién es P = @ = @ = P): reescribimos @ = P con P = @, (cuando p ocupa el
lugar de P, y q el lugar de @, o més sintéticamente P, Q := p, q).

a) p = False d) pVg=r)
=1 } = {
P pVqg=pVr
b) P=4q e) pV False
={ } = { }
pPVqg=q p
c) q=pVq 18] True = p
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PANG=Dp p

15. Encontra las incégnitas £, F y G de forma que la sustitucién (P,Q,R := &, F,G) justifique cémo fue
aplicado cada axioma o teorema para transformar una expresién en la otra, en cada una de las siguientes
demostraciones. En todos los casos enuncia la formula cuya validez se demuestra. Por ejemplo, el siguiente
paso deductivo:

~(p=q=p)
= { (Definicién de negacién)(P,Q := &, F) }
~p=qg=p
demuestra la validez de la férmula: “(p=qg=p)=-(p=>q) =p
utilizando el axioma “Definiciéon de negacién”: -(P=Q)=-P=Q.
con la sustitucion PQ:=(p=q),p

Viéndolo de otro modo, ;qué sucede si aplicamos la sustitucién (P, @ := (p = ¢),p) al axioma “Definicién
de negacion”?:

C(P=Q)=-P=Q)(P,Q:=(p=q),p)
= { Definicién de sustitucién }

—p=q=p)=-(p=q9=p



Obtenemos exactamente la férmula a demostrar, lo que verifica que efectivamente € =p = qy F = p es
una solucién.

Para encontrar la sustitucién no existe un método preciso. Podemos pensar en las variables P, y R de
los axiomas como “comodines” diferentes, cada uno de los cuales puede representa una formula cualquiera
(tan grande como queramos), pero de manera coherente: el lugar de un comodin es ocupado siempre por
la misma férmula. Una vez que tenemos la férmula cuya validez es demostrada por el paso deductivo, la
ubicacién de los paréntesis y de los operadores ayuda a encontrar la sustitucién utilizada. A continuacién
la primera es la férmula a demostrar, y la segunda el axioma visto con “comodines”:

~(p=q=p)=—pP=q9=p
(0 == O =

Claramente el lugar de { lo ocupa p = ¢, y el lugar de &, la variable p.

a) p=q=r d) n méd4=0=n méd 2=0
= { (Conmutatividad de =)(P,Q := &, F) } = { (Definicién de =)(P,Q :=&,F) }
r=p=gq n méd4=0Vn méd2=0=n méd 2=0
b) pVqV (False = —q) e) r>2Vy>hb=x>2V-y>5
= { (Distributividad V con =)(P,Q, R :=&,F,G) } = { (Teorema *)(P,Q :=&,F) }
pVqV False =pVqV —q x> 2
c) “pA(r=s) ) “(pAgAT=DpAs)
= { (Regla dorada)(P,Q := &, F) } = { (Negacién de =)(P,Q =&, F) }
p=r=s=-pV(r=s) pAgAT A=(pAs)

16. Completd las siguientes demostraciones, ahora encontrando tanto el axioma (o teorema) y la sustitucién
utilizados. Ademds enuncia en cada caso la férmula cuya validez es demostrada.

a)_{ (pVq=r)= False d)_{ pV(@=pAr)=pVg
C pVa=) C pvpan)
b) p=(g=r) e) r=r=p
={ } ={ }
pVlg=r)=q=r p
c) —s=71V s 1) True = False
=1 } = { ¥

rA-S=r False

17. Al igual que el ejercicio anterior, completa los pasos deductivos, pero ahora subrayando las subexpresiones
donde se aplica el axioma. Notd que en estos casos, cada paso paso deductivo justifica el reemplazo de
una subexpresion por otra que es equivalente. Reemplazar “iguales por iguales” es licito en cualquier
contexto, y es algo que efectivamente venimos realizando desde las primeras demostraciones de la Guia 1.
Por ejemplo, en el siguiente paso, aplicamos la “Definicién de negacién” en la subexpresién p = False:

pA(p= False)=pAq=pVgq
= { (Definicién de negacién)(P :=p) }
PA =pAg=pVyq

a) . quEpA}quVq c) _{ (ﬂqswvz?}ztme)¢(pw)Aﬂq
- pPAG=p=q=pVgq - (rg=rVp)=(Vr)A—g
b) pVI(gAT) d) (=(=(=p=qg)=r)=5)=t)

I
—~—
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—

pV(ig=r=qVr) (=((-p=q) #r)=s)=1)



18. Completa las siguientes demostraciones especificando el axioma o teorema utilizado y la sustitucién co-
rrespondiente; subraya la subexpresiéon donde se aplica. Luego, verificd la demostraciéon utilizando el

Verificador de Pruebas yahc.

a) ——p=q b) pV(g=r=23) c) p=q d)
= { ={ } = { }
-p=q pV(g=r)=pVs PVg=q
= { } ={ } = { }
-(p=4q) pVg=pVr=pVs qg=pVyq
= { } = { }
PFEQ pPAG=Dp

-p=-q
}
—=(p=—q)
}
(=g =p)
}
-=(q =p)
}
-=(p=q)
}
P=q

19. Decid{ si cada una de las siguientes férmulas proposicionales son vélidas o no. En caso que una férmula
no sea valida, decidi si es satisfactible o no. En todos los casos justificd con una demostracién, ejemplo o

contraejemplo.

a) p

b) p=p
¢)p=p=p
d) p=gq

e) p=(¢=p)

20. Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas del Célculo Proposicional, es decir,
son férmulas wvdlidas. Realiza la demostracién con maximo nivel de detalle, esto es, justificando cada paso
con un axioma y la sustitucién utilizada en el mismo. Como ejemplo demostramos la Asociatividad de la

discrepancia: (p # (¢ Z r)) = ((p £ q) £ r), partiendo de la parte izquierda:

(pZ(@Z7))

{ (Definicién de #)(Q := (¢ £Zr)) }
—(p=(g#1))

{ (Definicién de #)(P,Q :=¢,7) }
~(p==(g=r))

{ (Definicién de =)(P,Q = q,7) }

{

“(p=-q=r)
(Definicién de #)(P,Q := (p = —q),r) }
(p=-q) #r

{ (Conmutatividad de =)(Q := —q) }
(ca=p) #r

{ (Definicién de —=)(P,Q :=q,p) }
—(g=p) £

= { Conmutatividad de = }

~p=q #Er

= { Definicién de # }
pZEq) #r

a) Distributividad de la disyuncién con la disyuncién: pV (gVr) = (pVq)V (pVr)
b) Elemento absorbente de la disyuncién: p V true = true

¢) De Morgan para la disyuncién: —~(pV q) = —p A —q



21. Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el
axioma aplicado, ahora sin necesidad de especificar la sustitucion utilizada.

a) Caracterizacion de implicacién: p = g = —pV q

=

) Debilitamiento para A: p A q = p.
) Modus ponens: p A (p = q) = q.

ISV

) Modus tollens: (p = q) A =g = —p.

99

) Neutro de la discrepancia: (p # false) =p

~

) Distributividad de la disyuncién con la conjuncién: pV (g Ar) = (pVq) A (pVr)
) Asociatividad de la conjuncién: p A (qAr)=(pAg)Ar

SRS

) Idempotencia de la conjuncién: p Ap =p

~

Neutro de la conjuncién: p A True = p

Ley de absorcién: p A (pV q) =p

<

k
l

)
)
) Ley de absorcién (bis): pV (pAq) = p

) Teorema de De Morgan: —(p A q) = —pV —q

22. Decidi si cada una de las siguientes férmulas proposicionales son véalidas o no. En todos los casos justi-
ficd con una demostracién o un contraejemplo.

a) pAg=r)=(pAg)=(pAr)

b) pAlg=r)=@Ag) =(pAT)=Dp

¢) pA(g=r=s)=(Aqg)=p@Ar)=(As)

d) (avbVe=aVb=aVc=bVc=False) = ((a=b=c) A~(aAbAc))
e) p=(@=r)=p<=q=p<r

Aplicaciones del Calculo Proposicional

Ademas de ser una herramienta poderosa para probar que una formula es valida o que un programa es co-
rrecto, el Calculo Proposicional puede utilizarse también para resolver acertijos o determinar si un razonamiento
es valido. La ventaja de usar el Calculo Proposicional en vez de tablas de verdad, es que éste aporta soluciones
mas elegantes y permite manipular férmulas que involucren muchas variables.

El anadlisis de razonamientos légicos busca determinar si un enunciado en lenguaje natural es valido
0 no. Para ello, es necesario identificar proposiciones atomicas y operadores involucrados para convertirlos en
proposiciones, algunas de las cuales seran premisas (o hipdtesis) Py, Pa, ..., P, y una de ellas (la iltima) serd la
conclusion C'. Para demostrar que el razonamiento es valido se construye una prueba de PiAPyA...AP,, = C o0 si
el razonamiento no es valido se da un contraejemplo asignando un valor de verdad a cada variable proposicional.
El ejercicio 23 propone resolver este tipo de razonamientos.

Una tarea muy importante en el desarrollo de software es el modelado de problemas. Cuando nos encontramos
con un problema a resolver la primera tarea que se plantea es como expresar este problema ordenanadamente
para trabajar con rigurosidad en su solucion. En el tipo de ejercicio mencionado arriba se trabaja formalizando
razonamientos l6gicos sobre el calculo proposicional. La idea principal consiste en modelar oraciones del len-
guaje natural en términos proposicionales. En los siguientes ejercicios damos un paso mas en la formalizacion
trabajando con problemas cuyo modelado es mas complejo.

Los acertijos légicos son pasatiempos o juegos que consisten en hallar la solucion de un enigma o encontrar
el sentido oculto de una frase sélo por via del razonamiento. Un tipo de acertijos muy conocido es aquel en que
distintos personajes enuncian una frase y se debe determinar si dicen la verdad o si mienten; estos personajes
son conocidos como “caballeros y picaros”. Los caballeros siempre dicen la verdad mientras que los picaros
siempre mienten. Los ejercicios 24 al 29 son este estilo.

El resto de los ejercicios consisten en combinaciones del Céalculo Proposicional con temas que ya hemos visto
anteriormente: definicién de funciones recursivas, razonamiento sobre el operador méx, y demostraciones por
induccion.



La formalizacién de lenguaje natural puede resultar ambigua. A continuacién se listan posibles traducciones
de conectores del lenguaje natural a operadores logicos, aunque no siempre son las apropiadas y dependen del
contexto.

- “No ", “Es falso que —”, “No es el caso que -7, etc.
AN~y -7 “ pero—", “- sin embargo -,

vV “~o-" “o0-o0ambos 7.

= “[Si] — entonces =7, “- luego —”, “~. Como consecuencia, -’
= “—siysolosi—", “Son equivalentes —y —.

#% “O bien — o —".

23. Formaliz4 los siguientes razonamientos en el célculo proposicional y demostra su correccién. Por ejemplo:

Enunciado: Si el gobernador quiere mejorar su imagen, o mejora su politica social o gasta mas en
publicidad. El gobernador no mejora su politica social. Luego, si el gobernador quiere mejorar su imagen,
entonces debera gastar més en publicidad.

Solucidén: Si utilizamos las siguientes variables proposicionales para las proposiciones atémicas que apa-
recen en el razonamiento:

1 = el gobernador quiere mejorar su imagen
s = el gobernador mejora su politica social
p = el gobernador gasta mas en publicidad

podemos especificar la primer sentencia con la férmula ¢ = sV p, la segunda con —s, y la tercera con
1 = p. La primera y segunda sentencias son las hipdtesis del razonamiento, y la final la conclusion. Un
razonamiento de este tipo es correcto cuando la conjuncién de las hipétesis Py, Ps, ..., P, implica la
conclusién C, es decir cuando la siguiente férmula es vélida:

PPANP,AN...ANP,=C

En nuestro ejemplo, el razonamiento completo se puede formalizar como:

(i=sVp)A-s= (i=Dp)

A continuacién demostramos que este razonamiento es valido, es decir, que su formula es vélida. Nota que
un razonamiento de este estilo incluye siempre un operador = y posiblemente varios A. Suele ser ftil
entonces utilizar el teorema de “Caracterizacién de implicaciéon” y el teorema de “Debilitamiento para A”
(ej. 21 items a y b).

(i=sVp)A-s=(i=Dp)
= { Caracterizacién de = }
(miVsVp)A-s= (i=p)
= { Conmutatividad y Asociatividad de V }
((miVvp)Vs)A-s= (i=p)
{ Distributividad de A con V }
(- Vp) A=s) V (s A=s) = (i = p)
= { Doble negacién }
(- VD) A=s)V (m—ms As) = (i = p)
= { De Morgan }
(i Vp)A=s)V(osVs)= (1= p)
= { Tercero excluido }
((miVp) A=s)V —(True) = (1 = p)
= { Definicién de False, Neutro de V }
(=i Vp) A=s) = (i = p)
= { Caracterizacién de = }
(i=p)A-s= (i =p)
= { Debilitamiento para A }
True




a) Si hago mucho deporte estoy cansado. No estoy cansado, por lo tanto no hago mucho deporte.

b) Si llueve y no tengo paraguas, entonces me mojo y me resfrio. Es el caso que llueve y no tengo
paraguas, por lo tanto, me mojo y me resfrio.

¢) Sillueve y no tengo paraguas, entonces me mojo y me resfrio. Me estoy mojando y me estoy resfriando,
por lo tanto, llueve y no tengo paraguas.

d) Si me salto alguna comida tengo hambre. Cuando tengo hambre me entra dolor de cabeza. Tengo
dolor de cabeza, asi que me he saltado una comida.

e) Mis vecinos sélo estén silenciosos si salieron la noche anterior. Mis vecinos estdn silenciosos, por lo
tanto salieron la noche anterior.

f) Siel gobernador quiere mejorar su imagen entonces mejora su politica social. El gobernador no mejora
su politica social por lo tanto no quiere mejorar su imagen.

g) Si el presidente entiende las protestas de la gente entonces si quiere ser reelegido cambiard su politica.
El presidente quiere ser reelegido. Luego, si el presidente entiende las protestas de la gente, entonces
cambiara su politica.

h) Si la ciudadanfa romana hubiera sido una garantia de los derechos civiles, los romanos habrian
gozado de libertad religiosa. Si los romanos hubieran gozado de libertad religiosa, entonces no se
habria perseguido a los primeros cristianos. Pero los primeros cristianos fueron perseguidos. Por
consiguiente, la ciudadania romana no puede haber sido una garantia de los derechos civiles.

24. La isla de caballeros y picaros, es una isla que esta habitada s6lamente por dos tipos de
personas: los caballeros, que siempre dicen la verdad, y los picaros, que siempre mienten.
Por ejemplo, en la isla de caballeros y picaros Alberto (un habitante de la isla) que se encuentra en
companfa de Bernardo (otro habitante de la isla) dice: “Al menos uno de nosotros es un picaro”.

,Cémo podemos formalizar el problema?

Una forma bastante eficiente y general para modelar este tipo de problemas es definiendo las constantes
A para Alberto, y B para Bernardo, de la siguiente manera:

A = Alberto es caballero
B = Bernardo es caballero

Estamos tentados a pensar que podemos formalizar el problema, formulando proposicionalmente lo dicho
por Alberto con la sentencia =AV—B (ya que afirmar que alguno es picaro es lo mismo que decir que alguno
“no es caballero”). Sin embargo esto no es suficiente ya que no sabemos a priori si Alberto estd diciendo
la verdad o esta mintiendo.

Para modelar el tipo de cada persona podemos utilizar los valores booleanos para las constantes, en nuestro
caso, A y B. Asi True representa “ser caballerio” y False el hecho de “ser picaro”. Observemos que si
Alberto es caballero, su valor de verdad (es decir el valor de A) corresponde al valor de verdad de su
afirmacion, ya que los caballeros siempre dicen la verdad. Entonces podemos combinar esta observacion
con la sentencia de arrriba, y modelar el problema con la férmula

AEﬂA\/"B

A partir de esta formalizacién podemos realizar céalculos con las herramientas conocidas para reducir la
expresion a alguna cuyo significado sea més evidente:

A=-Av-B
= { De Morgan } Asi obtenemos que la sentencia original es equivalente a
( DAﬁE ‘ﬁ_()A /(\iB) ion ) A A —B, cuya traduccién al lenguaje natural es:
= ennicion de negacion
_ R; (;j)ﬁ)} “A es caballero y B no es caballero.”
-(AV B = B) .
= { Definicién de = } o lo que es lo mismo
-(A= B)
= { Negacién de = } “A es caballero y B es picaro.”
AN-B
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Estando en la isla de caballeros y picaros nos encontramos con dos personas, A y B. En cada caso, segun
lo dicho por estos personajes, determind (y demostrd) qué son A y B. Defini claramente las variables
proposicionales que utilices.

a) Si A dice: “Yo soy un picaro o B es un caballero”
b) Si B dice: “Yo soy un picaro pero A no”

¢) Si A dice: “Si soy un caballero entonces B también lo es”

Decimos que dos personas son del mismo tipo si son ambas caballeros o ambas picaros (es decir si son
légicamente equivalentes). Nos encontramos con tres personas A, By C, que dicen lo siguiente:
A: “B es un picaro.”

B: “A y C son del mismo tipo.”

., C es caballero o picaro?
Ayuda: En la expresién que formaliza lo dicho por B reemplazé la constante A por su equivalente.

Le preguntan a A si es un caballero, quien responde “Si soy un caballero entonces me comeré el sombrero”.
Demostra que A debe comerse el sombrero.

vela: fa”. 1 “Si t
Nos encontramos con A que nos revela: “Amo a Maria”. Mas tarde A confiesa: “Si amo a Maria, entonces
amo a Yolanda”. ;Qué podemos decir de A (ademéds de que tiene la existencia complicada)?

Te encontras con B que te dice: “Si yo soy picaro, entonces Ud. aprobara el proximo parcial de la materia”.
L Qué deseds que sea B?

Te encontras con cinco personas de la Isla, A, B, C, D y E. Mientras hablan, respondé las preguntas. En
cada momento, todo lo dicho hasta ese punto es valido.

a) A dice: “D y yo somos del mismo tipo”. ;Qué es D?

b) E dice: “Si B es caballero, entonces C es caballero”, y C dice: “Si B es picaro, entonces A es caballero”.
L Qué es E?

¢) D dice: “A y C son de distinto tipo”. ;Qué son A, By C?

En la Isla de Caballeros y Picaros, nos encontramos con Alberto, Bernardo, Carlos que estan chismoseando.
Alberto comenta: “jSi Bernardo fuera un caballero, Daniel y Eduardo también lo serian!”. Bernardo agrega:
“Daniel si es un caballero, y Carlos también”. Carlos deduce: “Si Daniel es caballero, entonces Eduardo
también debe serlo”.

. Qué es Alberto?
En la Isla de Caballeros y Picaros, nos encontramos con con Alberto, Bernardo y Carlos. Alberto compara:

“Bernardo siempre dice la verdad, y Daniel siempre miente”. Bernardo contesta: “Si Daniel miente como
se dijo, entonces Carlos es caballero”. Carlos confirma: “Eso, soy caballero, pero Daniel también”.

1 Qué es Alberto? ;Se puede saber qué es Daniel?
En la Isla de Caballeros y Picaros hay un gran quilombo entre Ana, Beatriz, Catalina y Diana. Catalina
empieza: “Belinda es una mentirosa, menos mal que de Ana si te podés fiar, siempre dice la verdad.”.

Belinda, enojadisima, contesta: “Si Diana miente, entonces Catalina también!”. Ana responde: “Pero si
Catalina dice la verdad, Diana también!”.

. Nos podemos fiar de Catalina? ;Dice la verdad?

.,Se puede saber si Diana dice la verdad?

En haskellno existen funciones predefinidas para los operdores =, # y <. Defini funciones que se
comporten como estos operadores (en una sola linea, sin andlisis por casos).

11



34.

35.

Redefin{ las funciones de los ftems ¢) y g) del ejercicio 19, h), i), j) y o) del ejercicio 22 de la Guia 1,
utilizando operadores booleanos para eliminar todos los andlisis por casos. Por ejemplo, en el item a) del
ejercicio 19 hay que definir una funcién entreQy9 : Int — Bool, que dado un entero devuelva True si el
entero se encuentra entre 0 y 9. Una solucién posible al momento de resolver la Guia 1 era:

entreOy9.n =(0<nAn <9 — True
00 >nVvVn>9— False

)

Si observamos con atencién nos daremos cuenta que el valor de verdad devuelto en cada caso, se corres-
ponde con el valor de la guarda 0 < n An < 9. Por lo tanto ahora podemos definir la funcién entreQy9
directamente como:

entre0y9n =0<nAn <9

Defin{ funciones por recursién y/o composicién para cada una de las siguientes descripciones. Luego eva-
lud manualmente la funcién para los valores de cada ejemplo justificando cada paso realizado. Programalas
en haskelly verifica los resultados obtenidos. Por ejemplo:

Enunciado: ambospositivos : Int — Int — Bool, que dados dos enteros devuelve True si ambos son
positivos.

Por ejemplo ambospositivos.2.(—5) = False

Solucién:
ambospositivos : Int — Int — Bool ambospositivos :: Int -> Int -> Bool
ambospositivos.n.m = (n > 0) A (m > 0) ambospositivos n m = (n >= 0) && (m >= 0)

ambospositivos.2.(—5)
= { def. de ambospositivos }
(220)A(=520)
= { aritmética }
True A (=5 > 0)
= { Elemento neutro de A }
—-52>0
= { aritmética }
False

Main> ambospositivos 2 (-5)
False

a) esMultiplo : Int — Int — Bool que dado enteros n y m devuelve True si n es miltiplo de m.
Por ejemplo: esMultiplo.16.4 = True

b) esVaciaOPrimer0 : [Int] — Bool que dada una lista decide si es vacia o bien su primer elemento es 0.
Por ejemplo: esVaciaOPrimer0.[0,1,2] = True

¢) bisiesto : Int — Bool que determina si un ano es bisiesto. Recordar que los afios bisiestos son aquellos
que son divisibles por 4 pero no por 100, a menos que también lo sean por 400.
Por ejemplo: bisiesto.1900 = False, y bisiesto.2000 = True

d) ordenada : [Int] — Bool que decide si una lista estd ordenada de menor a mayor.
Por ejemplo: ordenada.[1,2,3,2] = False

e) capicua : [A] — Bool, que determina si una lista es palindromo, esto es, que se lee igual de un lado
que del otro.
Por ejemplo: capicua.[l,2,3,2,1] = True

f) listasMayorQue : Int — [[A]] — Bool que dado un ntimero n y una lista de listas, determina si cada
una de ellas tiene al menos n elementos.
Por ejemplo: listasMayorQue.3.[[1, 2, 3, 4], [0, 1], [5]] = False

g) listasVacias : [[A]] = Bool que dada una lista de listas, determina si al menos una de ellas es vacfa.
Por ejemplo: listasVacias.[[1,2,3],[ ], [5]] = True

12



36. Demostrd las siguientes propiedades del mdximo (que en el practico 1 consideramos como axiomas),
utilizando la siguiente definiciéon que relaciona a max con < para cualquier valor de k:

pmaxq<k=p<kAqg<k

y el teorema de Igualdad indirecta, que relaciona el = con el < para cualquier valor de k:

p=q=p<k=q<k

Por ejemplo, demostramos la Idempotencia (z max x = z):

rmaxz < k

= { Definicién de max }
r<knz<k

= { Idempotencia de A }
<k

Hemos demostrado x maxx < k = x < k, luego
zmaxx < k=z <k
= { Igualdad indirecta }
rmaxr = o
a) Asociatividad: x max (y max z) = (x max y) max z.
b) Conmutatividad: x max y = y max .

¢) Distributividad respecto a +: x + (y max z) = (x + y) max (z + z).

37. Suponiendo n > 0, demostra por induccion las siguientes propiedades de 4 con . y 1:

a) (zs Hys).n = (n < #xs — xs.n b) (zs Hys) Tn=(n<#zrs—>axstn
an > #xs — ys.(n — #xs) On > #xs — xs H (ys T (n — #xs))

) )

Ayuda: Para el item a) debés demostrar por induccién (doble!) la validez de las siguientes férmulas:

1) n>0An< #xrs= (xzsHys).n=zs.n
1) n>0An > #xs = (vs+Hys).n = ys.(n — #xs)

38. Encontrd la propiedad andloga a la del ejercicio anterior, {tem b) respecto a | y demostrala.

n

39. Demostra por induccién que cuando n es par, la férmulap = - - - = p es un teorema. Nota que esta féormula
es una generalizacién de los {tems a), b) y ¢) del ejercicio 19.

Ejercicios de practica extra

A continuacion incluimos mas ejercicios de Calculo Proposicional. Dado que la capacidad de hacer demostra-
ciones formales de este tipo es uno de los puntos mas importante de la materia, te recomendamos que resuelvas
tantos ejercicios como te sea posible.

37. En las siguientes demostraciones se ha utilizado la Regla Dorada para transformar una expresion en
otra. Encontra las incoégnitas £ y F que explican como se aplico la regla.

a) (r=zVgAir=s)=r=2Vqg=(r=s)
={ (Regla Dorada)(P,@ :=&,F) }
(r=zVqgV(r=s)
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b) zZATYV(im=nVr)=GZAr)=(m=nVr)
={ (Regla Dorada)(P,@ :=&,F) }
(zAT)A(m=nVr)
c) (pV(g=7)A(m=n)
= { (Regla Dorada)(P,Q :=&,F) }
(pVig=r)Vv(im=n)=@pV(=r)=(m=n)
d) (pVagVr)V(sVtVz)
= { (Regla Dorada)(P,Q :=&,F) }
(pVaVr)A(sVEVz)=(pVaVr)=(sVitVz)
e) (pvVag) =r)=zAr
= { (Regla Dorada)(P,Q :=&,F) }
(pvg)=r)VzAr=((pVqg) =r)ANzAr
f) pP=q
= { (Regla Dorada)(P,Q :=&,F) }

(
p=q)Vz=z=p=>qAz

38. En las siguientes demostraciones se ha utilizado la Teorema Estrella para transformar una expresién en
otra. Encontra las incégnitas £ y F que explican como se aplicé la regla.

Teorema Estrella)(P,Q := &, F) }
sV(rAm)Vz=(sV(rAm))V -z

Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) }
r=sVqg =(r=sVvVqV(zVr)

{ {

a) (r=s)vV(p=(qVr)) c) (zV(sAt)V(p=a)=(2V(sAt)V(p=q)
= { (Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) } ={ (Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) }
(r=s5)V-(p=(qVr)=(r=s) (zV(sAt))
b) ((T:>s\/q)\/—\(z\/r) d) g vV (r Am))
( (

39. Encontra el axioma o teorema y la sustitucién utilizados para transformar una expresiéon en la otra, en
cada una de las siguientes demostraciones

Ayuda: En todos los casos se trata de axiomas o teoremas con V y/o =.

a)_ (pAT=q)V(r=pAr))Vz d)_ (pA(rvz)=qV(pA(rVz)=q)
L ars v =panva L onevasg

b)_ (pArT=q)V(r=pAr) 6)_ (rAs=q)Vg=2)=rAs=>qVp=r)
U s p VAo " nem v (s D= o)

C)_ (= (z=7)VV(rAg)) f)_ (s=qV(zAp)=(s=qV(p=r)
U = = raa) " e =t vias s

40. En las siguientes pasos deductivos se han eliminado todas las conjunciones e implicaciones. Encontra el
axioma o teorema y la sustitucién utilizados para transformar una expresion en la otra.

a)i{ (pVQ)é(gASEq) d)i{ (PEQ)j(f/\Q)
VOV As=q=(rAs=q) =g V(:ng)
b)i{ (pA(TVS))}é(pEQ) 6)7{ (pv(qzr)})é(zmzp)
ALV V=)  (pVg=n)V(zAs=p)=(:As=p)
¢) . (erzz)i\(p/\q)E(r\/szz)z(p/\q) ) . (r\/s)/\(p}{\rzz)z(r\/s)
- (rvs=z)V(pAqg) N (rvs)VipAr=z)=(pAr=2)
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41. Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el
axioma aplicado, sin necesidad de especificar la sustitucién utilizada.

a) pANp=>q) =pAq

b) pA(g=p)=p

¢) pV(p=q)= True

d) pVv(g=p)=q=rp.

e) False = p = True.

f) p= True = True

g9) (phg=r)=(p=—qVr).

h) Consecuencia de True: True = p = p.

i) Absurdo: p = False = —p.

j) Relacién =, <: p= q=q < p.

k) Intercambio para =:p = (¢q=1)=pAqg=r.

1) Distributividad a izquierda de = con=:p= (¢=r)=p=>q=p=r.
m) Doble implicacién: (p = q) A(g=p)=p=q.

n) Contrarreciproca: p = q¢ = —q = —p.

n) Transitividad: (p = q) A (g=1) = (p=T).

0) Monotonia conjuncion: (p = q) = (pAr = qAT).

p) Monotonia disjuncién: (p = q) = (pVr =qVr).

q) Relacion entre Vy Z: pZqg=(pVq) AN-(pAQq)

r) Conmutatividad de la discrepancia: (p # q) = (q Z p)

s) Asociatividad mutua equivalencia-discrepancia: (p=(qZ£r))=((p=q) £7)
t) Teorema de Intercambiabilidad entre Z y =:p=qZr=p#Zq=r
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