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En esta gúıa comenzaremos a trabajar con un lenguaje más complejo que la aritmética. Para familiarizarnos
con este lenguaje los primeros ejercicios son de evaluación y tipado. Los siguientes serán sobre definición de
funciones recursivas y no recursivas, listas por comprensión y, finalmente, inducción.

Listas

A partir de esta sección extendemos el lenguaje de nuestras fórmulas con el tipo de las listas. Una lista (o
secuencia) es una colección ordenada de valores, que deben ser todos del mismo tipo. Denotamos a la lista vaćıa
con [ ]. El operador . (llamado “pegar”) es fundamental (se lo denomina constructor) ya que permite construir
listas arbitrarias a partir de la lista vaćıa. . toma un elemento x (a izquierda) y una lista xs y devuelve una lista
con primer elemento x seguido de los elementos de xs. Por ejemplo 3. [ ] = [3], y 1. [2, 3] = [1, 2, 3]. Para denotar
listas no vaćıas utilizamos expresiones de la forma [x, y, . . . , z], que son abreviaciones de x . (y . . . . . (z . [ ]).
Como el operador . es asociativo a derecha, es lo mismo escribir x . (y . . . . . (z . [ ]) que x . y . . . . . z . [ ]. Otros
operadores sobre listas son los siguientes:

/ toma una lista xs (a izquierda) y un elemento y devuelve una lista con todos los elemento de xs seguidos
por x como último elemento. Ej: [1, 2] / 3 = [1, 2, 3]. Este operador, llamado “pegar a izquierda”, es
asociativo a izquierda, luego es lo mismo ([ ] / z) . . . / y) / x que [ ] / z . . . / y / x.

#, llamado cardinal, toma una lista xs y devuelve su cantidad de elementos. Ej: #.[1, 2, 0, 5] = 4

. toma una lista xs (a izquierda) y un natural n que indica una posición, y devuelve el elemento de la lista
que se encuentra en la posición n (contando a partir de la posición 0). Ej: [1, 3, 3, 6, 2, 3, 4, 5].4 = 2. Este
operador, llamado ı́ndice, asocia a izquierda, por lo tanto xs.n.m se interpreta como (xs.n).m.

↑ toma una lista xs (a izquierda) y un natural n que indica una cantidad, y devuelve la sublista con
los primeros n elementos de xs. Ej: [1, 2, 3, 4, 5, 6] ↑ 2 = [1, 2]. Este operador, llamado tomar, asocia a
izquierda, por lo tanto xs ↑ n ↑ m se interpreta como (xs ↑ n) ↑ m.

↓ toma una lista xs (a izquierda) y un natural n que indica una cantidad, y devuelve la sublista sin los
primeros n elementos de xs. Ej: [1, 2, 3, 4, 5, 6] ↓ 2 = [3, 4, 5, 6]. Este operador, llamado tirar, se comporta
igual al anterior, interpretando xs ↓ n ↓ m como (xs ↓ n) ↓ m.

++ toma una lista xs (a izquierda) y otra ys, y devuelve la lista con todos los elementos de xs seguidos
de los elementos de ys. Ej: [1, 2, 4] ++ [1, 0, 7] = [1, 2, 4, 1, 0, 7]. Este operador, llamado concatenación, es
asociativo por lo que podemos escribir sin ambigüedad expresiones sin paréntesis, como xs ++ ys ++ zs.

Existen además dos funciones fundamentales sobre listas que listamos a continuación. Notar que como son
funciones se hace expĺıcita la aplicación de función con el śımbolo (.).

head, llamada cabeza, toma una lista xs y devuelve su primer elemento. Ej: head.[1, 2, 3] = 1

tail, llamada cola, toma una lista xs y devuelve la sublista que resulta de eliminar el primer elemento. Ej:
tail.[1, 2, 3] = [2, 3]

La aplicación de función asocia a izquierda, por lo tanto en general es necesario utilizar paréntesis para que la
expresión quede bien tipada. Si se quiere escribir la expresión tail.(tail.xs) no se pueden eliminar los paréntesis,
puesto que tail.tail.xs (que se interpreta como (tail.tail).xs no tiene sentido.

A continuación, listamos los niveles de precedencia de estos operadores. Los que están más arriba tienen
mayor precedencia. Cuando hay más de un operador en un nivel de precedencia, es necesario poner paréntesis
para evitar la ambigüedad. Por ejemplo x . xs ↑ n se interpreta como x . (xs ↑ n).

., #, head y tail aplicación de función e ı́ndice, cardinal, head y tail

↑, ↓ tomar y tirar elementos de una lista

., / pegar a derecha y pegar a izquierda

++ concatenar dos listas
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Te recomendamos leer las secciones 7.2, 7.4, 7.5, 7.6, 7.8, 7.10, del libro para profundizar en estos conceptos.
El objetivo de los siguientes ejercicios es familiarizarse con el tipo de listas y extender el método para

justificar el tipado de expresiones, considerando expresiones más complejas que las que veńıamos trabajando.

1. Utilizá las definiciones intuitivas de los operadores de listas para evaluar las siguientes expresiones. Sub-
rayá la subexpresión resuelta en cada paso justificado. Luego usá un intérprete de haskellpara verificar
los resultados. Por ejemplo:

[23, 45, 6].(head.[1, 2, 3, 10, 34])

= { def. de head }
[23, 45, 6].1

= { def. de . }
45

a) #[5, 6, 7]

b) [5, 3, 57].1

c) [0, 11, 2, 5] . [ ]

d) [5, 6, 7] ↑ 2

e) [5, 6, 7] ↓ 2

f ) head.(0 . [1, 2, 3]).

En haskell los distintos opera-
dores se pueden escribir aśı:

head.xs head xs

tail.xs tail xs

x . xs x:xs

xs / x xs ++ [x]

xs ↑ n take n xs

xs ↓ n drop n xs

xs ++ ys xs ++ ys

#xs length xs

xs.n xs !! n

2. Teniendo en cuenta la definición intuitiva de los operadores de listas de la introducción a esta sección,
escrib́ı las reglas de tipado de cada uno de ellos. Por ejemplo, el operador head toma una lista y devuelve
el primer elemento de ella. La lista puede contener elementos de cualquier tipo (todos del mismo), ya
sean números, valores booleanos, otras listas, etc. Para denotar esta situación utilizamos variables (en
mayúsculas). Entonces podemos decir que el operador head toma una lista de tipo [A], donde la variable
A representa cualquier tipo (Num, Bool, [Num], . . .) y devuelve un elemento de esa lista, por lo tanto debe
ser un elemento de tipo A. Esto lo escribimos en notación funcional (izq.) o en notación de árbol (der.):

head : [A]→ A head.[A]
A

3. Decid́ı si las siguientes expresiones están bien escritas, agregando paréntesis para hacer expĺıcita la pre-
cedencia y la asociatividad, y justificando con el árbol del tipado correspondiente. Usá un intérprete de
haskell para verificar los resultados.

a) −45 . [1, 2, 3].
b) ([1, 2] ++ [3, 4]) / 5.
c) 0 / [1, 2, 3].
d) [ ] . [ ]

e) ([1] ++ [2]) / [3].
f ) [1, 5, False].
g) head.[[5]].
h) head.[True, False] ++ [False].

Funciones recursivas

Una función recursiva es una función tal que en su definición puede aparecer su propio nombre. Una buena
pregunta seŕıa ¿Cómo lograr que no sea una definición circular? La clave está en el principio de inducción: en
primer lugar hay que definir la función para el (los) caso(s) más “pequeño(s)”, que llamaremos caso base y
luego definir el caso general en términos de algo más “chico”, que llamaremos caso inductivo . El caso base no
debe aparecer el nombre de la función que se está definiendo. El caso inductivo es donde aparece el nombre de
la función que se está definiendo, y debe garantizarse que el (los) argumento(s) al cual se aplica en la definición
es más “chico” (para alguna definición de más chico) que el valor para la que se está definiendo.

4. Una función de filter es aquella que dada una lista devuelve otra lista cuyos elementos son los elementos
de la primera que cumplan una determinada condición, en el mismo orden y con las mismas repeticiones
(si las hubiere). Por ejemplo: soloPares : [Int] → [Int] devuelve aquellos elementos de la lista que son
pares.
Defińı recursivamente las siguientes funciones filter.
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a) soloPares : [Int ] → [Int ], que dada una lista de enteros xs devuelve una lista sólo con los números
pares contenidos en xs, en el mismo orden y con las mismas repeticiones (si las hubiera).
Por ejemplo: soloPares.[3, 0,−2, 12] = [0,−2]

b) mayoresQue10 : [Int ]→ [Int ], que dada una lista de enteros xs devuelve una lista sólo con los números
mayores que 10 contenidos en xs,
Por ejemplo: mayoresQue10.[3, 0,−2, 12] = [12]

c) mayoresQue : Int → [Int ]→ [Int ], que dado un entero n y una lista de enteros xs devuelve una lista
sólo con los números mayores que n contenidos en xs,
Por ejemplo: mayoresQue.2.[3, 0,−2, 12] = [3, 12]

Preguntas:

a) ¿Se te ocurre algún otro ejemplo de una función de este tipo?

b) ¿Cómo describiŕıas una regla general para este tipo de funciones? Ayuda: Considerá que la condición
que se testea se representa con el predicado p. También considerá los primeros dos casos y luego
generalizá para el último.

5. Una función de map es aquella que dada una lista devuelve otra lista cuyos elementos son los que se
obtienen de aplicar una función a cada elemento de la primera en el mismo orden y con las mismas
repeticiones (si las hubiere). Por ejemplo: duplica : [Int] → [Int] devuelve cada elemento de la lista
multiplicado por 2.

Defińı recursivamente las siguientes funciones de map.

a) duplica : [Int ]→ [Int ], que dada una lista de enteros duplica cada uno de sus elementos.
Por ejemplo: duplica.[3, 0,−2] = [6, 0,−4]

b) multiplica : Int → [Int ] → [Int ], que dado un número n y una lista, multiplica cada uno de los
elementos por n.
Por ejemplo: multiplica.3.[3, 0,−2] = [9, 0,−6]

Preguntas:

a) ¿Se te ocurre algún otro ejemplo de una función de este tipo?

b) ¿Cómo describiŕıas una regla general para este tipo de funciones? Ayuda: considerá que la función
a aplicar a cada elemento se llama f .

6. Otros tipos de funciones pueden ser existenciales, que dada una lista devuelve True si existe algún
elemento en la lista que cumpla que determinada condición y False en caso contrario, y universales que
dada una lista devuelve True si todos los elementos en la lista cumplen con determinada condición y False
en caso contrario.

Defińı recursivamente las siguientes funciones universales y existenciales.

a) todosMenores10 : [Int ] → Bool, que dada una lista devuelve True si ésta consiste sólo de números
menores que 10.

b) hay0 : [Int ]→ Bool, que dada una lista decide si existe algún 0 en ella.

Preguntas:

a) ¿Se te ocurre algún otro ejemplo de una función de tipo existencial?

b) ¿Cómo describiŕıas una regla general para este tipo de funciones? Ayuda: considerá que la condición
que se testea se representa con el predicado p.

c) ¿Se te ocurre algún otro ejemplo de una función de tipo universal?

d) ¿Cómo describiŕıas una regla general para este tipo de funciones? Ayuda: considerá que la condición
que se testea se representa con el predicado p.
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Inducción

Una técnica poderosa para demostrar propiedades sobre un dominio inductivo, como son los naturales o las
listas, es usar el principio de inducción. La idea que rige este principio consiste en demostrar dos cosas. Por
un lado verificar que la propiedad se satisface para los elementos “más chicos” del dominio (por ejemplo el 0, o
la lista [ ]). Por otro lado demostrar para un elemento arbitrario del dominio (por ejemplo n+1, o la lista x.xs)
que si suponemos que la propiedad es cierta para todos los elementos más chicos que él (por ejemplo n, o xs),
entonces la propiedad también es satisfecha por ese elemento. Dado que todo elemento de un dominio inductivo
puede ser “construido” a partir de elementos más simples, este procedimiento demuestra que la propiedad es
satisfecha por todos los elementos del dominio, y por lo tanto es válida.

7. Demostrá por inducción las siguientes propiedades. Ayuda: Recordá la definición de cada uno de los
operadores implicados en cada expresión.

a) xs ++ [ ] = xs (la lista vaćıa es el elemento neutro de la concatenación)

b) #xs > 0

c) xs ++ (ys ++ zs) = (xs ++ ys) ++ zs (la concatenación es asociativa)

d) (xs ++ ys) ↑ #xs = xs

e) (xs ++ ys) ↓ #xs = ys

f ) xs ++ (y . ys) = (xs / y) ++ ys

g) xs ++ (ys / y) = (xs ++ ys) / y

8. Considerando la función sum : [Num]→ Num del ejercicio 13, demostrá que:

sum.(xs ++ ys) = sum.xs + sum.ys

9. Considerando la función repetir : Nat → Num → [Num], que construye una lista de un mismo número
repetido cierta cantidad de veces, definida recursivamente como:

repetir.0.x
.= [ ]

repetir.(n + 1).x .= x . repetir.n.x

demostrá que #repetir.n.x = n.

10. Considerando las funciones sum y duplica de los ejercicios 5 y 13, demostrá que:

sum.(duplica.xs) = 2 ∗ sum.xs

11. Considerando la función concat : [[A]] → [A] que toma una lista de listas y devuelve la concatenación de
todas ellas, definida recursivamente como:

concat.[ ] .= [ ]
concat.(xs . xss) .= xs ++ concat.xss

demostrá que concat.(xss ++ yss) = concat.xss ++ concat.yss

12. Considerando la función rev : [A]→ [A] que toma una lista y devuelve una lista con los mismos elementos
pero en orden inverso, definida recursivamente como:

rev.[ ] .= [ ]
rev.(x . xs) .= rev.xs / x

demostrá que rev.(xs ++ ys) = rev.ys ++ rev.xs

4



13. Considerando las funciones bin2dec : [Int ] → Int y repetirUnos : Int → [Int ] definidas recursivamente
como:

bin2dec.[ ] .= 0
bin2dec.(x . xs) .= x + 2 ∗ bin2dec.xs

repetirUnos.0 .= [ ]
repetirUnos.(n + 1) .= 1 . repetirUnos.n

demostrá que bin2dec.(repetirUnos.n) = 2n − 1.

14. , Torres de Hanoi: Se tienen tres postes numerados 0, 1 y 2, y n discos de distinto tamaño. Inicialmente
se encuentran todos los discos ubicados en el poste 0, ordenados según el tamaño, con el disco más grande
en la base. El problema consiste en llevar todos los discos al poste 2, con las siguientes restricciones:

a) Se puede mover sólo un disco a la vez

b) Sólo se puede mover el disco que se encuentra más arriba en algún poste.

c) No se puede colocar un disco sobre otro de menor tamaño.

Resolvé los siguientes items:

a) Sea B = {0, 1, 2}. Defińı la función hanoi : B → B → B → Nat → [(B, B)] tal que hanoi.a.b.c.n
calcule la secuencia de movimientos para llevar n discos desde el poste a hacia el poste c, utilizando
posiblemente el poste b de forma auxiliar. Un movimiento es un par (B, B) cuya primer componente
indica el poste de salida, y la segunda el poste de llegada. Luego programála en haskell .
Por ejemplo, hanoi para los postes 0, 1 y 2, con dos discos es: hanoi.0.1.2.2 = [(0, 1), (0, 2), (1, 2)]

b) Demostrá que #hanoi.a.b.c.n = 2n − 1

c) ¿En qué movimiento se cambia de poste por primera vez el disco de mayor tamaño?
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Apéndice
Niveles de Precedencia

E(x := a), . sustitución y evaluación
√

, (·)2 ráıces y potencias

∗, / producto y división

máx, mı́n máximo y mı́nimo

+,− suma y resta

=, 6, > operadores de comparación

¬ negación

∨ ∧ disyunción y conjunción

⇒ ⇐ implicación y consecuencia

≡ 6≡ equivalencia y discrepancia

Tipos de los operadores

−x − : Num→ Num

xy (−)(−) : Num→ Num→ Num
r
√

x
√

: Num→ Num→ Num

x ∗ y ∗ : Num→ Num→ Num

x/y / : Num→ Num→ Num

x máx y máx : Num→ Num→ Num

x mı́n y mı́n : Num→ Num→ Num

x + y + : Num→ Num→ Num

x− y − : Num→ Num→ Num

x > y >: Num→ Num→ Bool

x > y >: Num→ Num→ Bool

x < y <: Num→ Num→ Bool

x 6 y 6: Num→ Num→ Bool

x = y =: Num→ Num→ Bool

¬p ¬ : Bool→ Bool

p ∧ q ∧ : Bool→ Bool→ Bool

p ∨ q ∨ : Bool→ Bool→ Bool

head.xs head : [A]→ A

tail.xs tail : [A]→ [A]

x . xs . : A→ [A]→ [A]

xs / x / : [A]→ A→ [A]

xs ↑ n ↑: [A]→ Int→ [A]

xs ↓ n ↓: [A]→ Int→ [A]

xs ++ ys ++ : [A]→ [A]→ [A]

#xs # : [A]→ Int

xs.n (−).(−) : [A]→ Int→ A

Operadores en haskell

x2 x^2

xn x^n con n entero

xp x**p
√

x sqrt x

r
√

x x**(1/r)

x máx y x ‘max‘ y o bien max x y

x mı́n y x ‘min‘ y o bien min x y

x > y x >= y

x 6 y x <= y

x = y x == y

¬p not p

p ∧ q p && q

p ∨ q p || q

head.xs head xs

tail.xs tail xs

x . xs x:xs

xs / x xs ++ [x]

xs ↑ n take n xs

xs ↓ n drop n xs

xs ++ ys xs ++ ys

#xs length xs

xs.n xs !! n
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