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El objetivo principal de esta guia es lograr un buen entrenamiento de las habilidades necesarias para realizar
una demostracién formal en un sistema légico sencillo, el Calculo Proposicional. Ademas, trabajaremos sobre
una aplicacion muy sencilla que nos ayude a comprender su utilidad y potencialidad.

Especificaciones con Expresiones Proposicionales

1. Representd con una férmula de 1égica proposicional los siguientes enunciados. Uséa el simbolo de predicado
p para representar (a < b), usd g para representar (b < ¢), y r para (a < ¢).

a) a<b<c

b) Sia < b entonces no es el caso que (a > c).
¢) (a>byb<c)o(a>c)

d) No es el caso que (a <bya<c)

)

e) (Noeselcasoque (a<by(a<cdéb<e)))bé(a>bya<c)

2. Escribi una férmula proposicional para cada una de las siguientes frases, utilizando una variable proposi-
cional para cada sentencia atémica, aclarando siempre el significado escogido para cada variable. A veces
es conveniente reescribir las frases para hacer mas claro su sentido. Por ejemplo, la frase

Hoy es martes o jueves

puede pensarse como dos oraciones unidas por una disyuncién, pudiendo reescribirse como:
Hoy es martes u hoy es jueves

Entonces podemos formalizarla con la formula p V ¢, utilizando p para la primer sentencia y ¢ para la
segunda, es decir, definiendo:

p = hoy es martes
q = hoy es jueves

En lo posible utilizd un mismo simbolo de proposicién para la misma sentencia atémica a lo largo de todo
el ejercicio, para poder comparar las férmulas.

a) Hoy es martes y hay sol.

(=

) Hoy es martes y no hay sol.

o

) Hoy no es ni miércoles ni viernes.

ISH

) Manana, llueve o no llueve.

99

) Mafiana serd jueves y no serd jueves.

~

) Hoy es viernes, pero tengo clases de Algoritmos.

) Yo no voy de vacaciones y Juan y Pedro tampoco.

ISl

) Juan vendra a clase, y seguro que vendran también Maria o Pedro.

1) Si no tienes menos de 18 anos ni tienes antecedentes puedes irte a vivir a otro pais.

)
)

No es verdad que si tienes menos de 16 anos y consentimiento paterno te puedas casar.

<



Calculo Proposicional

Una demostracion en el Cédlculo Proposicional que veremos en este curso consiste en probar la validez de
una férmula mediante una serie de pasos justificados con axiomas y teoremas del Calculo. Recordemos que
una férmula es valida si para toda asignacion posible de las variables es equivalente a True; por lo tanto una
demostracion sera una serie de formulas, equivalentes entre si, donde la primera féormula es la que queremos
demostrar valida y la dltima es True. Por ejemplo:

P (x>0)V(r<0)

={ Razén 1} = { Aritmética }
Q (x> 0)V-(z>0)

= { Razon 2} = { Tercero excluido (pV —p) }
True True

El ejemplo general de la izquierda, donde se quiere demostrar que la férmula P es valida, se puede leer de
la siguiente manera: Debido a la Razén 1 P es equivalente a () y debido a la Razén 2 Q) es equivalente a True.
Por lo tanto, como el equivalente es transitivo, se concluye que P es equivalente a True. Por supuesto que este
ejemplo de dos pasos se puede generalizar a cualquier cantidad necesaria de pasos.

Un caso particular, pero muy utilizado, es cuando la férmula que se quiere demostrar es de la forma P = Q);
por ejemplo, pV q = q V p. Para demostrar la validez de la férmula podemos seguir la estrategia planteada
anteriormente transformando la expresion completa en True, o bien partir de la subexpresion P y transformarla
en la subexpresion Q) (o viceversa). En ambos casos, cada paso de “transformacién” consiste en “reescribir”
la expresién en cuestién (o una subexpresién) en otra equivalente dada por uno de los Axiomas o Teoremas
basicos.

Cada axioma o teorema nos habilita a reescribir una expresién de diversas maneras. Por ejemplo la Regla
Dorada, cuya formulaciéon es PAQ = P = Q = PV Q, nos permite reescribir la expresion P A Q por P=Q =
PV Q, pero también:

PANQ=P por Q=PVQ
Q=PVQ por PANQ=P
PANQ=PVQ por P=Q
PANQ=Q=PV(Q por Q
P=PvQ@ por PANQ=Q

etc ...

Nota ademads que el lugar de las variables P,Q y R en un axioma o teorema puede ser ocupado por cualquier
expresion booleana (de tipo Bool), ya sean variables proposicionales, como p, p A q, p = q V r, etc, o férmulas
mas concretas como 2x2 =4, x < 0, etc.

Sustituciéon y Regla de Leibniz

Dos herramientas muy importantes en el Calculo Proposicional son la sustitucion y la regla de Leibniz.

Leibniz introdujo la propiedad de que es posible sustituir en una formula algunos elementos por otros que
satisfacen el predicado de igualdad con ellos, es decir, iguales a éstos que se estan reemplazando, sin que esto
altere el significado de la expresién. Una idea intuitiva de esta regla se puede ver en el siguiente ejemplo:

z =5 (1) Utilizo (@) en (2), z =5 (1)
y = x+3 (2) {y: 543 (2)

En este ejemplo, ambos sistemas de ecuaciones son equivalentes.

En las demostraciones del Célculo se utiliza todo el tiempo la regla de Leibniz para “transformar” férmulas.
Por ejemplo, si se cumple pV p = p, se puede transformar la férmula p A q a la férmula (p V p) A q donde se
reemplazé p por otra expresion equivalente, p V p.

Combinando sustitucion con la regla de Leibniz se puede obtener transformaciones mas interesantes. Por
ejemplo, si se cumple pV p = p y a esta expresion se le realiza la sustitucién (p := x > 0) se obtiene una nueva
formula (x >0V ax > 0=z > 0). Esta nueva férmula se puede utilizar para “transformar’ otra expresion.

Observar que en ambos casos se utilizé la expresion condicional “si se cumple” por lo que hay que ser
cuidadoso en donde se aplica. Una regla que se puede utilizar en esta materia para no cometer errores es
asegurarse que la formula sea valida, especificamente, que sea un axioma o teorema.



3. Encontra las dos expresiones equivalentes entre si, que fueron utilizadas para transformar la primera
expresion en la dltima y escribila entre las llaves. Comprobd si corresponde a algin axioma o teorema
enumerado en el digesto de axiomas y teoremas. Subrayd la expresion que esta siendo reemplazada e la
primer férmula.

Por ejemplo,

q=Pp

{ }

q=pVp

se puede observar que la equivalencia utilizada es p V p = p que se llama idempotencia de la disyuncién.
Como reeplazamos p la subrayamos.

q4=p
= { Idempotencia de la disyuncién (pVp=p) }
q=pVp
a) P c) pVi(g=r)
={ ¥ ={ ¥
p = True pVqg=pVr
b) p=q d) q=pVq
={ } = { }
(p= True) = ¢ gq=(p=q=pAq)

4. Encontra las incégnitas £, F y G de forma que la sustitucién (P,Q, R := &, F,G) justifique cémo fue
aplicado cada axioma o teorema para transformar una expresion en la otra, en cada una de las siguientes
demostraciones. En todos los casos enuncid la férmula cuya validez se demuestra. Por ejemplo, el siguiente
paso deductivo:

Por ejemplo, el siguiente paso deductivo:

~(p=q=p)
= { (Definicién de negacion)(P,Q :=&,F) }
~(p=q =p
demuestra la validez de la férmula: “(p=qg=p)=-(p=q) =p
utilizando el axioma “Definicién de negacién”: -(P=Q)=-P=Q.
con la sustitucion P,Q:=({p=q),p

Viéndolo de otro modo, ;qué sucede si aplicamos la sustitucién (P,Q := (p = q), p) al axioma “Definicién
de negacion”?:

("(P = Q) =-P= Q)(PvQ = (p = q)7p)

= { Definicién de sustitucién }
“lp=g=p)=-p=>9=p

Obtenemos exactamente la formula a demostrar, lo que verifica que efectivamente € =p=qy F =p es
una solucion.

Para encontrar la sustitucién no existe un método preciso. Podemos pensar en las variables P, QQ y R de los
axiomas como “comodines” diferentes, cada uno de los cuales puede representar una férmula cualquiera
(tan grande como queramos), pero de manera coherente: el lugar de un comodin es ocupado siempre por
la misma férmula. Una vez que tenemos la férmula cuya validez es demostrada por el paso deductivo, la
ubicacion de los paréntesis y de los operadores ayuda a encontrar la sustitucion utilizada. A continuacion
la primera es la formula a demostrar, y la segunda el axioma visto con “comodines”:

“(p=q=p) =-(p=1q)
(O =&)=- O

p
&



Claramente el lugar de <) lo ocupa p = q, y el lugar de &, la variable p.

Aclaracién: Consultar la férmula correspondiente a cada axioma o teorema en el digesto de axiomas y
teoremas.

a) p=q=r d) n méd4d=0=n méd2=0
= { (Conmutatividad de =)(P,Q := &, F) } = { (Definicién de =)(P,Q :=&,F) }
r=p=gq n méd4=0VvVn méd2=0=n méd 2 =0
b) pV qV (False = —q) e) r>2Vy>5=x>2V-y>>5
= { (Distributividad V con =)(P,Q,R:=&,F,G) } = { (Teorema *)(P,Q :=&,F) }
pVqV False =pV qV —q x> 2
c) “pA(r=5) f) “(pAgAT=DAS)
= { (Regla dorada)(P,Q =&, F) } = { (Negacién de =)(P,Q := &, F) }
p=r=s=-pV(r=s) PAGATA-(PAS)

5. Completé las siguientes demostraciones especificando el axioma o teorema utilizado y la sustituciéon co-
rrespondiente; subraya la subexpresién donde se aplica.

a) ——p=q b) pV(g=r=s) c) p=q d) -p=-q
={ = { ={ } = { }
p=q pV(g=r)=pVs pVa=q =(p=—q)
={ } = { } ={ } ={ }
-(p=q) pVqg=pVr=pVs q=pVyq -(~¢=p)
={ } ={ } = { }
pPEq pPAg=Dp -=(¢ =p)
= { }
-—(p=q)
={ }
pP=q

Equivalencia, Discrepancia y Negacion

6. Demostra que las siguientes férmulas son teoremas del Calculo Proposicional, es decir, son férmulas vdlidas.
Realizd la demostracién con méximo nivel de detalle, esto es, justificando cada paso con un axioma y
la sustitucién utilizada en el mismo. Como ejemplo demostramos la Asociatividad de la discrepancia:

(p#£(¢£7r)) = ((p#q) #r), partiendo de la parte izquierda:

(pZ(q#r))

{ (Definicién de #)(Q := (¢ £ 1)) }
~(p=(g#1))

{ (Definicién de #)(P,Q :=gq,r) }
~(p=-(g=r))

{ (Definicién de —=)(P,Q :=q,r) }

{

~(p=—q=r)
(Definicién de #)(P,Q := (p = —q),7) }
(p=—g) #r
{ (Conmutatividad de =)(Q := —q) }
(~q=p) #r
{ (Definicién de =)(P,Q :=q,p) }
~(g=p) #Er
= { Conmutatividad de = }
~p=q #Er
= { Definicién de # }
pZEaq) #r

a) Reflexibidad del equivalente: (p = p) = True
b) Doble negacién: ——p = p



¢) Equivalencia y negacion: p = False = —p
d) Neutro de la discrepancia: (p # false) = p
e) Absurdo: p = False = —p.

7. Decidi si son vélidas o no las siguientes férmulas. Justificd apropiadamente.

a) p=p=p= True

b) (pZ£Ea)=r)=@#%(@=r))
¢) p=q)=(-p=9)

d) —p = False

e) "(p=q) = (=9

8. Inventd dos férmulas que utilicen sélo =, # y — una vélida (teorema) y una no valida.

9. En la tabla de Axiomas y Teoremas béasicos, se enuncia el metateorema de True, que dice, si P es un
teorema entonces P = True es un teorema. ;Qué es un metateorema?;Para qué sirve este metateorema?

P=P=...=P
10. Demostra por induccion el siguiente metateorema: es equivalente a True si n es par.
n veces

Disyuncién y Conjuncién
11. Demostra que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el axioma aplicado.

a) Distributividad de la disyuncién con la disyuncién: pV (qVr)=(pVq) VvV (pVr)

b) Elemento absorbente de la disyuncién: pV True = True

¢)
)

d

Elemento neutro de la disyuncion: p V False = p

Teorema Estrella : pVg=pV ~q=q

12. Demostra que las siguientes férmulas son teoremas justificando cada paso con el axioma o teorema aplicado.
Aclaracion: Desde ahora en adelante, en cada ejercicio se pueden utilizar los teoremas ya demostrados
en los ejercicios anteriores.

a) Distributividad de la disyuncién con la conjuncién: pV (gAr) = (pV @ A(pVT)

=

) De Morgan para la disyuncién: —(pV q) = —p A ~q

)

) Asociatividad de la conjuncién: (p Aq) Ar =pA(qgAr)

QU

) Idempotencia de la conjuncién: p Ap = p
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) Conmutatividad de la conjuncién: pAq=qAp

~

) Elemento absorbente de la conjuncién: p A False = False

) Elemento neutro de la conjuncién: p A True = p

S @

) De Morgan para la conjuncién: ~(p A q) = —pV —p

~

}) Ley de absorcién: p A (pV q) = p
) Ley de absorcion (bis): pV (pAq) =p

<

13. Decidi si cada una de las siguientes férmulas proposicionales son validas o no. En todos los casos justi-
ficd con una demostracién o un contraejemplo.

a) pA(g=r)=(pArg)=(pAr)

b) pA(g=r)=(pAg)=(pAr)=p
c)pA(g=r=s)=prg=p@Ar)=(pAs)

d) (avbVe=aVb=aVe=bVc= False) = ((a=b=c)A~(aAbAc))



