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El objetivo principal de esta guia es lograr un buen entrenamiento de las habilidades necesarias para realizar
una demostracion formal en este sistema logico sencillo, que resulta un pilar fundamental para otros calculos
mas complejos y potentes.

En esta préctica, como en el resto de las précticas de esta materia, los ejercicios marcados como (!) son
algo mas complejos que el resto; y son modelos de los ejercicios que se tomaran en los parciales. Los ejercicios
marcados como © son para las almas inquietas que quieren explorar mas alla de los contenidos que veremos en
la materia.

Calculo Proposicional

A partir de esta seccién, comenzamos a trabajar con demostraciones con el Calculo Proposicional.

Una demostracion en el Calculo Proposicional que veremos en este curso consiste en probar la validez de
una formula del estilo P = Q). Para ello podemos seguir dos estrategias: aplicar sucesivos pasos transformando
la expresion completa en True, o bien partir de la subexpresién P y transformarla en la subexpresién @ (o
viceversa). En ambos casos, cada paso de “transformacién” consiste en “reescribir” la expresion en cuestién (o
una subexpresion) en otra equivalente dada por uno de los Axiomas o Teoremas bésicos.

Cada axioma o teorema nos habilita a reescribir una expresion de diversas maneras. Por ejemplo la Regla
Dorada, cuya formulacion es PANQ = P = Q = PV @Q, nos permite reescribir la expresion P A Q) por P =@ =
PV Q, pero también:

PANQ=P por Q=PVQ
Q=PVvVQ@ por PANQ=P
PAQ=PVQ por P=Q
PANQ=Q=PV(Q por Q
P=PVQ@ por PANQ=Q

etc ...

Nota ademas que el lugar de las variables P, y R en un axioma o teorema puede ser ocupado por cualquier
férmula que involucre variables proposicionales, como p, p A\ q, p = q V T, etc, o incluso férmulas mas concretas
como 2x2 =4, x <0, etc. Tipicamente un paso de una demostracién sera como el siguiente:

(z méd 2=0)A(z >0)=(z méd 2 =0)
= { (Regla Dorada)(P,Q :=x méd 2 =0,z > 0) }
(r>0)=(r méd2=0)V (z >0)

Los siguientes ejercicios nos introducen gradualmente en las demostraciones de la légica proposicional, en las
diferentes formas de utilizar un axioma o teorema, primero resolviendo un paso deductivo sencillo, para luego
avanzar en la tarea de hacer una demostracion completa.

1. Encontré el axioma o teorema utilizado para transformar una expresion en la otra, en cada una de las
siguientes demostraciones que consta de un solo paso deductivo. Por ejemplo, el siguiente paso:

a=p
{ }

p=4q

nos dice que (¢ = p) = (p = q), es decir, que no importa el “orden” de los operandos del = (notd que se
pueden sacar los paréntesis). Esta es una forma particular de utilizar el axioma de Conmutatividad de la
equivalencia (cuya formulacién es P = @ = @) = P): reescribimos @ = P con P = @, (cuando p ocupa el
lugar de P, y ¢ el lugar de @, o més sintéticamente P, Q := p, q).



a) p = False d) pVig=r)

-p pVgq=pVr
b) P=4q e) pV False
={ } = { ¥
PVg=gq p
c) g=pVyq 1) True = p
={ } ={ }
PANG=Dp p

2. Encontré las incégnitas £, F y G de forma que la sustitucién (P, Q, R := &, F,G) justifique cémo fue
aplicado cada axioma o teorema para transformar una expresién en la otra, en cada una de las siguientes
demostraciones. En todos los casos enuncid la formula cuya validez se demuestra. Por ejemplo, el siguiente
paso deductivo:

Por ejemplo, el siguiente paso deductivo:

~(p=q=p)
= { (Definicién de negacion)(P,Q :=&,F) }
“(p=q=p
demuestra la validez de la féormula: “(p=>qg=p)=-(p=>q) =p
utilizando el axioma “Definicion de negacion”: -(P=Q)=-P=Q.
con la sustitucion P,Q:=(p=q),p
Viéndolo de otro modo, jqué sucede si aplicamos la sustitucion (P, Q := (p = q),p) al axioma “Definicién

de negacion”?:

~P=Q)=-P=Q)(P,Q:=(p=q),p)

= { Definicién de sustitucion }
“p=q=p)=-p=>9=p

Obtenemos exactamente la formula a demostrar, lo que verifica que efectivamente € =p=q y F =p es
una solucion.

Para encontrar la sustitucién no existe un método preciso. Podemos pensar en las variables P,Q y R de
los axiomas como “comodines” diferentes, cada uno de los cuales puede representa una formula cualquiera
(tan grande como queramos), pero de manera coherente: el lugar de un comodin es ocupado siempre por
la misma férmula. Una vez que tenemos la formula cuya validez es demostrada por el paso deductivo, la
ubicacion de los paréntesis y de los operadores ayuda a encontrar la sustitucion utilizada. A continuacién
la primera es la formula a demostrar, y la segunda el axioma visto con “comodines”:

~(p=q=p)=—pP=q¢=p
(0 == O =&

Claramente el lugar de <> lo ocupa p = q, y el lugar de &, la variable p.

a) p=q=r d) n méd4=0=n méd 2=0
= { (Conmutatividad de =)(P,Q := &, F) } = { (Definicién de =)(P,Q :=&,F) }
r=p=gq n méd4=0Vn méd2=0=n méd 2=0
b) pVqV (False = —q) e) r>2Vy>5=x>2V-y>5
= { (Distributividad V con =)(P,Q, R :=&,F,G) } = { (Teorema *)(P,Q :=&,F) }
pVqV False =pV qV —q x> 2
c) “pA(r=s) ) “(pAgAT=DpAs)
= { (Regla dorada)(P,Q := &, F) } = { (Negacién de =)(P,Q =&, F) }
p=r=s=-pV(r=s) PAGATA-(pAS)



3. Completa las siguientes demostraciones, ahora encontrando tanto el axioma (o teorema) y la sustitucion
utilizados. Ademds enuncié en cada caso la férmula cuya validez es demostrada.

(pVq=r)= False

“(pVg=r)
p=(¢g=r)
pVig=r)=qg=r

—s=rV-os

={ }

rANosS=r

d)

pV(@g=pAr)=pVgq
= {

pV(pAT)

r=r=p

p

True = False

= { }
False

4. Aligual que el ejercicio anterior, completa los pasos deductivos, pero ahora subrayando las subexpresiones
donde se aplica el axioma. Notd que en estos casos, cada paso paso deductivo justifica el reemplazo de
una subexpresion por otra que es equivalente. Reemplazar
contexto, y es algo que efectivamente venimos realizando desde las primeras demostraciones de la Guia 1.
Por ejemplo, en el siguiente paso, aplicamos la “Definicién de negacién” en la subexpresién p = False:

pA(p = False) =pha=pVa
= { (Definicién de negacién)(P := p) }

pA[P]=pAg=pVy
¢)

PAG=EP=q=pVq

b) pV(gAT)

pV(g=r=qVr)

(mg =1 Vp=true) <

(ng=rVp) <

{ } ={

“iguales por iguales” es licito en cualquier

(pVr)A—q

}

(pV7r)A—g
=r)=s)=1)
}
=q)Z£r)=s)=t)

5. Completa las siguientes demostraciones especificando el axioma o teorema utilizado y la sustituciéon co-
rrespondiente; subraya la subexpresiéon donde se aplica. Luego, verificd la demostracién utilizando el

Verificador de Pruebas yahc.

a) —p=q b) pV(g=r=s) c)
= { ={ }
p=q pV(g=r)=pVs
= { ={ }
—(p=q) pVg=pVr=pVs
= { }

P=q d) -p = q

= { = { }
pVg=q —(p=q)

= { = { }
qg=pVyq =(-g=p)

={ = { }
PAG=Dp —=(¢=p)

={ }
-—(p=q)

= { }

P=q

6. En las siguientes demostraciones se ha utilizado la Regla Dorada para transformar una expresién en
otra. Encontrd las incégnitas £ y F que explican como se aplicé la regla.

a)

b)

{

{

r=zVqgA

(r=s)=

(r=2zVq =

Regla Dorada)(P,Q := &, F) }

r=2zVqV

(r=s)

(m=nVr)=(zAr)

Regla Dorada)(P,Q := &, F) }

(
(
(
(zAT)V
(
zAT)A(m=nVr)

(r=s)



¢) (pV(g=r))A(m=n)
= { (Regla Dorada)(P,Q :=&,F) }
(pVig=r)Vim=n)=(pV(g=r))=(m=n)
d) (pVagVr)V(sVtVz)
= { (Regla Dorada)(P,Q :=¢&,F) }
(pVagVr)A(sVEVz)=(pVqVr)=(sVLVz)
e) (pVvg)=r)=zAr
= { (Regla Dorada)(P,Q :=¢&,F) }
(pvVg)=r)VzAr=((pVqg =r)ANzAr
f) pP=q

= { (Regla Dorada)(P,Q =&, F) }
(p=q)Vz=z=p=>qAz

7. En las siguientes demostraciones se ha utilizado la Teorema Estrella para transformar una expresién en
otra. Encontra las incégnitas £ y F que explican como se aplico la regla.

a) (TES)V(p=>(qV7")) ¢) (zV(sAt)V(p=q) =(zV(sAt)V(p=q)
= { (Teorema Estrella)(P, @ :=&,F) } = { (Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) }
(TES)Vﬁ(Pﬁ(q\/T))E( =5) (zV(sAt))
b) (r=sVvq)V-a(zVvr) d) (sV (rAm))
= { (Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) } = { (Teorema Estrella)(P,Q :=&,F) }
(r=sVvVqg=(r=sVvVqV(zVr) (sV(irAm))Vz=(sV(rAm))V-z

8. Encontra el axioma o teorema y la sustitucién utilizados para transformar una expresion en la otra, en
cada una de las siguientes demostraciones

Ayuda: En todos los casos se trata de axiomas o teoremas con V y/o =.

a)_ (pAT=q)V(r=pAr))Vz d)_ (pA(rvz)=qV(pA(rVz)=q)
U pars v (=panve) L onevasg

b)_ (pAr=q)V(r=pAr) 6)_ (rAs=q)Vg=2)=rAs=>qVp=r)
U ezsanvarsg T hss o= = o)

C)_ (= (z=r)V(pV(rrg)) f)_ (s=qV(zAp) =(s=qV=r)
U s =y ean) L ezt vesa

9. En las siguientes pasos deductivos se han eliminado conjunciones e implicaciones. Encontra el axioma o
teorema y la sustitucién utilizados para transformar una expresién en la otra.

a)i{ (pVa)=(rAs=q) d)i{ (r=q) = (21q)
GV VAs=q=(rAs=g) = V(zAg)
b) (pA(rvs))=(p=q) e) (pV(g=r))=(xNs=p)
={ } = { }
“(pA(rvs)Vp=q (pV(g=r))V(zAs=p)=(xNs=p)
¢) . (erzz)i\(p/\q)E(r\/s_z)z(p/\q) ) . (r\/s)/\(p}{\rzz)z(r\/s)
- (rvs=z)V(pAq) - (rvs)VipAr=z)=(pAr=2)

10. Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas del Célculo Proposicional, es decir,
son férmulas vdlidas. Realiza la demostracion con maximo nivel de detalle, esto es, justificando cada paso



con un axioma y la sustitucion utilizada en el mismo. Como ejemplo demostramos la Asociatividad de la

discrepancia: (p £ (¢ Z 1)) = ((p £ q) #Z r), partiendo de la parte izquierda:

(pZ(@#1))

{ (Definicién de #)(Q := (¢ £ r)) }
—(p=(g#T))

{ (Definicién de #)(P,Q :=q,r) }
—(p=-(g=1))

{ (Definicién de =) (P, Q := q,7) }
~(p=—q=7)

{ (Definicién de #)(P,Q := (p = —q),r) }
P=-q) #7

{ (Conmutatividad de =)(Q := —q) }
(g=p)#r

= { (Definicién de =)(P,Q :=¢,p) }

—(¢g=p) #r
= { Conmutatividad de = }

~(p=q) #Fr

= { Definicién de # }
pZEaq) #r

a) Distributividad de la disyuncién con la disyuncién: pV (gVr)=(pVq) V (pV )
b) Elemento absorbente de la disyuncién: p V true = true

¢) De Morgan para la disyuncién: —~(pV q) = —p A —q

11. (1) Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas, justificando cada paso con el

axioma aplicado, ahora sin necesidad de especificar la sustitucion utilizada.

a) Caracterizacién de implicacién: p = q = —pV ¢

=

) Debilitamiento para A: p A ¢ = p.
) Modus ponens: p A (p = q) = q.

o

QU

) Modus tollens: (p = q) A =g = —p.
) Neutro de la discrepancia: (p # false) = p

99

~

) Distributividad de la disyuncién con la conjuncién: pV (g Ar) = (pV q) A(pVr)
) Asociatividad de la conjuncién: p A (qAr)=(pAg) AT

SRS

) Idempotencia de la conjuncién: p Ap = p

Neutro de la conjuncion: p A True = p

~

Ley de absorcién: p A (pV q) =p

<

k
l

Ley de absorcion (bis): pV (pAq) =p

)
)
)
)

Teorema de De Morgan: —=(p A q) = —pV —q

12. (1) Ejercicios Extra: Demostra (y verificd en yahc) que las siguientes férmulas son teoremas, justificando

cada paso con el axioma aplicado, sin necesidad de especificar la sustitucién utilizada.

a) pA(p=4q)=pAq
b) pA(q=p)=p.

¢) pV(p=q)= True
d) pV(g=p)=q=p
e) False = p = True.
f) p= True = True

)



h) Consecuencia de True: True = p = p.

1) Absurdo: p = False = —p.

Intercambio para =:p= (q=r)=pAqg=r.

<

k
l

Distributividad a izquierda de = con =:p= (g=r)=p=>q=p=r.
Doble implicacién: (p = q¢) A (¢=p)=p=gq.

)
)
)
)
m) Contrarreciproca: p = q = —q = —p.
n) Transitividad: (p = q) A (¢g=71)= (p=r).
1) Monotonia conjuncién: (p = q) = (p Ar = qAT).
0) Monotonia disjuncién: (p = q) = (pVr =qVr).
p) Relacién entre Vy Z: pZq=((pVq A-(pAq)
q) Conmutatividad de la discrepancia: (p # q) = (q Z p)
r) Asociatividad mutua equivalencia-discrepancia: (p=(qZr))=((p=q) £Z7)
s) Teorema de Intercambiabilidad entre 2 y =:p=qZr=pZq=r

13. (!) Decidi si cada una de las siguientes férmulas proposicionales son vélidas o no. En todos los casos
justificd con una demostracién o un contraejemplo.

a) pA(g=r)=(pAg) = (pAT)

b) pAlg=r)=(@Ag=(@Ar)=p

c) pA(g=r=s5)=@pAg)=(Ar)=(pNs)

d) (avbVe=aVb=aVc=bVc=False) = ((a=b=c) A~(aAbAc))

Aplicaciones del Calculo Proposicional

Ademads de ser una herramienta poderosa para probar que una férmula es valida o que un programa es co-
rrecto, el Cadlculo Proposicional puede utilizarse también para resolver acertijos o determinar si un razonamiento
es valido. La ventaja de usar el Célculo Proposicional en vez de tablas de verdad, es que éste aporta soluciones
mds elegantes y permite manipular formulas que involucren muchas variables.

El analisis de razonamientos légicos busca determinar si un enunciado en lenguaje natural es valido
o no. Para ello, es necesario identificar proposiciones atémicas y operadores involucrados para convertirlos en
proposiciones, algunas de las cuales serdn premisas (o hipdtesis) Py, P, ..., P, y una de ellas (la dltima) serd la
conclusién C. Para demostrar que el razonamiento es valido se construye una prueba de PP APy N...\NP, = C o si
el razonamiento no es valido se da un contraejemplo asignando un valor de verdad a cada variable proposicional.
El ejercicio 14 propone resolver este tipo de razonamientos.

Una tarea muy importante en el desarrollo de software es el modelado de problemas. Cuando nos encontramos
con un problema a resolver la primera tarea que se plantea es como expresar este problema ordenadamente para
trabajar con rigor en su solucion. En el tipo de ejercicio mencionado arriba se trabaja formalizando razonamien-
tos l6gicos sobre el calculo proposicional. La idea principal consiste en modelar oraciones del lenguaje natural
en términos proposicionales. En los siguientes ejercicios damos un paso mas en la formalizacién trabajando con
problemas cuyo modelado es mas complejo.

Los ejercicios consisten en combinaciones del Célculo Proposicional con temas que ya hemos visto anterior-
mente: definicién de funciones recursivas, razonamiento sobre el operador méx, y demostraciones por induccion.

La formalizacién de lenguaje natural puede resultar ambigua. A continuacion se listan posibles traducciones
de conectores del lenguaje natural a operadores l6gicos, aunque no siempre son las apropiadas y dependen del
contexto.

- “No —”, “Es falso que —”, “No es el caso que -7, etc.
A~y -7 “ pero—", “- sin embargo -,

vV “o-" “o0-o0ambos 7.

= “[Si] — entonces =7, “- luego -7, “~. Como consecuencia, "
= “-siysolosi—", “Son equivalentes —y —.

%  “O bien — o0 —".




14. () Formaliz§ los siguientes razonamientos en el cdlculo proposicional y demostrd su correccién. Por ejem-
plo:

Enunciado: Si el gobernador quiere mejorar su imagen, o mejora su politica social o gasta mas en
publicidad. El gobernador no mejora su politica social. Luego, si el gobernador quiere mejorar su imagen,
entonces debera gastar mas en publicidad.

Solucién: Si utilizamos las siguientes variables proposicionales para las proposiciones atémicas que apa-
recen en el razonamiento:

i = el gobernador quiere mejorar su imagen
s = el gobernador mejora su politica social
p = el gobernador gasta més en publicidad

podemos especificar la primer sentencia con la férmula ¢ = sV p, la segunda con —s, y la tercera con
1 = p. La primera y segunda sentencias son las hipdtesis del razonamiento, y la final la conclusion. Un
razonamiento de este tipo es correcto cuando la conjunciéon de las hipdtesis Py, Ps, ..., P, implica la
conclusién C, es decir cuando la siguiente férmula es vélida:

PPANP,AN...NP,=C

En nuestro ejemplo, el razonamiento completo se puede formalizar como:

(i=sVp)A-s= (i=Dp)

A continuacién demostramos que este razonamiento es valido, es decir, que su formula es vélida. Nota que
un razonamiento de este estilo incluye siempre un operador = y posiblemente varios A. Suele ser util
entonces utilizar el teorema de “Caracterizacién de implicacién” y el teorema de “Debilitamiento para A”
(€j. 7 items a y b).

(i=sVp)A-s=(i=Dp)
= { Caracterizacién de = }
(mtVsVp)A-s= (i=p)
= { Conmutatividad y Asociatividad de V }
((miVp)Vs)A-s= (1= p)
= { Distributividad de A con V }
((miVp) A=s) V (sA=s) = (i = p)
= { Doble negacién }
(mivp)A=s)V (mmsA—s) = (1= p)
= { De Morgan }
((miVp)A=s)V—(asVs) = (i = p)
= { Tercero excluido }
((miVp) A=s)V —(True) = (i = p)
= { Definicién de False, Neutro de V }
(Vv p) A=s) = (i =p)
= { Caracterizacién de = }
(i=p)A-s= (i=Dp)
= { Debilitamiento para A }
True

a) Si hago mucho deporte estoy cansado. No estoy cansado, por lo tanto no hago mucho deporte.

b) Si llueve y no tengo paraguas, entonces me mojo y me resfrio. Es el caso que llueve y no tengo
paraguas, por lo tanto, me mojo y me resfrio.

¢) Siel gobernador quiere mejorar su imagen entonces mejora su politica social. El gobernador no mejora
su politica social por lo tanto no quiere mejorar su imagen.

d) Si el presidente entiende las protestas de la gente entonces si quiere ser reelegido cambiara su politica.
El presidente quiere ser reelegido. Luego, si el presidente entiende las protestas de la gente, entonces
cambiara su politica.



e) Si la ciudadanfa romana hubiera sido una garantia de los derechos civiles, los romanos habrian
gozado de libertad religiosa. Si los romanos hubieran gozado de libertad religiosa, entonces no se
habria perseguido a los primeros cristianos. Pero los primeros cristianos fueron perseguidos. Por
consiguiente, la ciudadania romana no puede haber sido una garantia de los derechos civiles.

15. © Demostrd las siguientes propiedades del mdximo (que en el practico 1 consideramos como axiomas),
utilizando la siguiente definicién que relaciona a max con < para cualquier valor de k:

pmaxq< k=p<kAqg<k

y el teorema de Igualdad indirecta, que relaciona el = con el < para cualquier valor de k:

k

N

P=q=p qg<k

Por ejemplo, demostramos la Idempotencia (x max x = x):

rmaxx < k

= { Definicién de max }
r< kA <k

= { Idempotencia de A }
r <k

Hemos demostrado x maxx < k = x < k, luego
rzmaxx <k=x <k
= { Igualdad indirecta }
rmaxr =x
a) Asociatividad: z max (y max z) = (z max y) max z.
b) Conmutatividad: © max y = y max .

¢) Distributividad respecto a +: x + (y max z) = (x + y) max (z + z).

16. ® Suponiendo n > 0, demostra por induccién las siguientes propiedades de 4 con .y 1:

a) (xsHys).n=(n < #rs— xs.n b) (xsHys)Tn=(n<#Hxs—xzstn
On > #as — ys.(n — #xs) On > #xs — xs H (ys T (n — #xs))

) )

Ayuda: Para el {tem a) debés demostrar por induccién (doble!) la validez de las siguientes férmulas:

i)

n>0An< #xs= (xsH ys).n=zs.n
i) n >0

An > #rs = (xs H ys).n = ys.(n — #xs)
17. ® Encontrd la propiedad andloga a la del ejercicio anterior, item b) respecto a | y demostrala.

n

, . ., , ———
18. ® Demostra por induccién que cuando n es par, la férmula p = - -- = p es un teorema.



