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La Iégica de predicados o Iégica de primer orden es el sistema Iogico estandar que formaliza el sistema deduc-
tivo natural. El objetivo general de esta guia es aprender a manipular férmulas con cuantificadores universal (V)
v existencial (3) extendiendo las habilidades logradas en el cdlculo proposicional, para realizar demostraciones
formales en este sistema légico.

Demostraciones de 16gica de predicados
En los siguientes ejercicios se deben hacer demostraciones en el Cdlculo de Predicados, utilizando los axiomas
v teoremas sobre cuantificadores, ademas de los axiomas y teoremas del Calculo Proposicional que venimos
utilizando.
1. Evaluar las siguientes expresiones usando los axiomas de cuantificadores:
a) (Vi : 0<i<3:][0,2,4,1].4 méd 2 =0).
b) (Vi : 0<i<4:]0,2,4,1]4 méd 2 = 0).
2. Justificar las respuestas de estos ejercicios usando los axiomas.
a) Evaluar (Vi : 0<i<3:(Vj:0<j<3:]0,21].i=10,2,1].5)).
b) Decidir si la férmula (vi : 0 <i<3: (V5 : 0<j <3 : xs.i=uxs.5)) es satisfactible.
¢) Encontrar valores de x e y que satisfagan la siguiente f6rmula:

(Vi : 0<i<4:[0,227y,6]i<]0,z2y,6].(i +1)).

3. Demostré justificando cada paso los siguientes teoremas sobre el cuantificador existencial:

a) Distributividad de V con 3: (3z :: T.x)V 3z :: Ux) = Bz :: Tz vV U.x).

b) Rango unitario: (3z : x =Y : T.x) =T.Y, siempre que Y no ocurra cuantificada en 7.

¢) Particién de rango para3: (3x : RaxV Sx : T.x)= 3z : Rx : T.x) vV 3z : Sz : T.x).

d) Rango vacio: (Jx : False : T.z) = False.

4. Evaluar las siguientes expresiones usando los axiomas de cuantificadores y comparar con el ejercicio 1:
a) (Fi:0<i<3:[0,2,4,1].4 méd 2 =1).
b) (Ji:0<i<4:][0,2,4,1.4 méd2=1).

5. Sea elem : A — [A] — Bool definida de la siguiente manera:

elemy.[] = Fualse
elem.y.(x>xs) = y=xVelemy.zrs

Describi con tus palabras qué hace esta funcién y evalud las siguientes férmulas, usando la definicién de
elem y las propiedades de los cuantificadores.

a) (Vz : elem.x.[0,1,3] : = < 3).
b) (3z : elem.x.[0,1,3] : = > 3).

6. Demostré justificando cada paso los siguientes teoremas sobre el cuantificador existencial:

a) Intercambio entre rango y término: (3x : Rx : T.x) = (3 :: Ra AT.x).

b) Intercambio de cuantificadores: (Jx :: (Jy :: Txy)) = Ty :: Gx :: T.z.y)).



¢) Testigo: T.Y = (Jz

d) Enuncid y demostrd la propiedad de Cambio de Variable para el cuantificador existencial.

:: T.x), siempre que Y no ocurra cuantificada en 7.

7. Demostra que las siguientes férmulas son validas, justificando en cada paso el axioma o teorema del Calculo
de Predicados utilizado.

a) (Vx : esfera.x : grande.x) = (Va : —grande.x : —esfera.r)

b) (3z : cubo.x : pequenio.x) = (x : : cubo.x)

¢) =(3z :: pirdmide.x) = (VYx : pirdmide.x : roja.x)

d) (3z :: cubo.x) A (Vy :: grande.y) = (3x : : cubo.x A grande.r)

En todos los items anteriores, jes posible cambiar los predicados esfera, grande, cubo, etc. por predicados
arbitrarios R, T', S, etc. manteniendo la validez de las férmulas? Dicho de otro modo ;la validez de las
formulas anteriores depende de los predicados especificos esfera, grande, cubo, etc?

8. a) Expresd en tus propias palabras lo que significan las expresiones a cada lado de =:

(Vi : 0<i<#xs : 280 <0)=(xs.0<0)A(Vi: 1<i<H#Hzxs: xs.i<O0).
b) Probé que esta equivalencia es un teorema.
9. Probar:
Vi : 1<i<#(x>as): (xpxs)i<10)= (Vi : 0<i < F#xs : xs.i < 10).

Ayuda: Usar el Teorema de Reenumeracion o Cambio de Variable.

10. Usando la siguiente definicién de todosMenores10 : [Num| — Bool

True
x < 10 A todosMenores10.zs,

todosMenores10.[] =
todosMenores10.(x > xs) =

proba por induccién que

todosMenores10.xs = (Vi : 0 <i < #xs : xs.i < 10).

Ayuda: Aqui te serdn 1tiles tus soluciones de los ejercicios 8 y 9.

11. Probar por induccién en xs:

(Vo : elem.z.axs : T.x) = (Vi : 0< i< #as : T.(xs.1)).
12. Decidi si cada una de las siguientes férmulas es vélida o no. En caso que una férmula no sea valida,

decidi si es satisfactible o no. En todos los casos justifica con una demostracién, ejemplo o contraejemplo.

Ayuda: Podés usar ithaca para definir mundos que sirvan como ejemplo de satisfaccién de una férmula, o
(contra)ejemplo de invalidez de una férmula.

a) (Yx : cubo.x : pequeno.x) = ((Vz :: cubo.x) = (Vx :: pequefo.x))
b) (Vx : cubo.x : pequeno.z) < ((Vx :: cubo.x) = (¥Vz : : pequeno.z))
¢) (3x : pirdmide.x : grande.x) A (Jz : pirdmide.x : azulx) = (3x : pirdmide.x : grande.x A azul.x)
d) (3z : pirdmide.x : grande.x) A (Jz : pirdmide.x : azulz) < (3x : pirdmide.x : grande.x A azul.x)

Aplicaciones del Céalculo de Predicados

El andlisis de razonamientos l6gicos busca determinar si un razonamiento, normalmente descripto en
lenguaje natural, es valido o no, es decir, si la conclusion se desprende Iégicamente de las hipdtesis. Muchos



razonamientos, dada su complejidad, no pueden ser modelados en légica proposicional y resulta necesario utilizar
Iogica de predicados para lograr modelarlos de forma mas precisa.
Independientemente de la légica que utilicemos para modelar un razonamiento con hipétesis (o premisas)

P, Ps,...

, P, y conclusién C, decimos que es correcto si la formula Py APy A... NP, = C es un teorema. Nada

importa en este caso si la conclusion por si misma es verdad o no en el mundo real. Lo tuinico que interesa al
razonamiento es si es posible deducir la conclusién a partir de las hipétesis y las reglas de la Iégica.

Por el contrario, para mostrar que un razonamiento no es correcto es necesario encontrar un ejemplo que
contradiga al razonamiento (contraejemplo), esto es, alguna situacién (o “mundo”) que cumpla con todas las
premisas pero no con la conclusion. Esto muestra que no necesariamente la conclusion se deduce de las hipotesis.

Los siguientes ejercicios tratan sobre el analisis de razonamientos utilizando el Calculo de Predicados.

13. Formaliza los siguientes razonamientos:

a

=

o

)
)
)
d)

Algtin cubo es azul, por lo tanto algo azul es un cubo.
Ningun cubo es grande, por lo tanto nada grande es un cubo.
Si algunas pirdmides no estan a la izquierda de a, entonces existe alguna pirdmide.

Todos las esferas son grandes y rojas. Existen esferas con pintitas rosas. Luego, existe algo grande
que tiene pintitas rosas.

No existe ningtin unicornio, por lo tanto todo unicornio tiene dos cuernos.

Todos los directivos del FMI son corruptos y mentirosos. Existen directivos del FMI inttiles. Luego,
existen corruptos inttiles.

14. Formaliza y analizd los siguientes razonamientos. Decidi si son validos o no. Justifica a través de una tabla
de verdad o un contraejemplo.

Todo cubo es azul. a no es un cubo. Luego a no es azul.

Todos los artistas son egdlatras, algunos artistas son indigentes, luego algunos indigentes son egéla-
tras.

Todos los anarquistas son partidarios de la fuerza y la violencia, todos los militaristas son partidarios
de la fuerza y la violencia, luego todos los militaristas son anarquistas.

Ningtin ateo tiene fe en el Senor, pero todos los que tienen fe en el Senor son hombres sabios, por lo
tanto, ningin ateo es un hombre sabio.

Todo hombre es mamifero, algunos animales no son mamiferos, por lo tanto algunos animales no son
hombres.

Ningun hombre tiene alas. Algunos seres alados son péjaros. Por lo tanto, algunos péjaros no son
hombres.

Ninguin hombre tiene alas. Algunos seres alados son pédjaros. Por lo tanto, ningin pajaro es hombre.

Algunos hombres no son corruptos. Todos los politicos son corruptos. Por lo tanto, algunos hombres
no son politicos.

Todo aquel que tome cianuro, se morird. La abuela no ha tomado cianuro, luego no morira.



