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Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Reticulados y Algebras de Boole

Algebras de Boole

Es una estructura del tipo (B, V, A, ,0, 1), donde B es un
conjunto no vacio, y ademas satisface:

@ (B,V,A) es un reticulado distributivo
@ Paratodo x € B se tiene

0<x x <1
© paracada x € L, se tiene que

xVvx =1, xAx =0
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Reticulados y Algebras de Boole

Algebra de Boole de conjuntos

Sea X un conjunto.
Entonces (P(X),uU,n,®,{, X) es un algebra de Boole,

a, b}

{a} {a} {b}

WV se— o

0
({a}) P({a,b})
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Reticulados y Algebras de Boole

Leyes de de Morgan

Sea (B,V,A,,0,1) un algebra de Boole, entonces se cumple:
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Reticulados y Algebras de Boole

Isomorfismo de Algebras de Boole

Sean (B,V,A,,08,1B)y (B',V,N” 0B 1B') Algebras de
Boole. Una funcién F : B — B’ se dice un isomorfismo si F es
biyectiva y para todo x, y € L se cumple que
F(xVvy)=F(x)V'F(y)
F(x Ay) = F(x) N'F(y)
F(x') = (F(x))"
F(0%) = 0%
F(18) = 1%
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Reticulados y Algebras de Boole

Comparacion de las nociones de Isomorfismo

Isomorfismo como posets:

x<y <= Fx)<F(y)

Isomorfismo como estructura algebraica:

F(xVvy)=F(x)V'F(y)
F(xny)=F(x)N'F(y)
F(x') = (F(x))"
F(0B) = 0%
F(18) =15
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Reticulados y Algebras de Boole

Equivalencia de las nociones de Isomorfismo

Teorema:

Sean (B,V,A,,08,1B) y (B',V/,N.” .08 1B’} Algebras de
Boole y sean (B <)y (B, <’) los posets asociados. Entonces
una funcién F : B+— B’ es un isomorfismo entre las estructuras
(B,v,\, B 1By y (L', V,N 08 1B siy sélo silo es entre los
posets (B, <)y (B, <).
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Reticulados y Algebras de Boole

Cuestién a resolver

Todas las Algebras de Boole vistas (aunque estén camufladas
como Dg 0 D3p) son en definitiva (via isomorfismo) de la forma
P(X).

O sea, son algebras de conjuntos.

¢ Sera cierto que todas las Algebras de Boole son algebras de
conjuntos?

(En tal caso estariamos en presencia de una abstraccién "poco
abstracta")
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Reticulados y Algebras de Boole

Préximo objetivo: Teorema de Representaciéon

Toda Algebra de Boole finita B es un algebra de conjuntos.
O sea, existe X tal que

B = P(X)

Pregunta inicial:

¢ Qué objetos juegan el rol de elementos de X?
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Teoremas de representacion

Atomos

Sea B un éalgebra de Boole (basta con que sea reticulado).
Un elemento a € B seréa llamado atomo si a cubre a 0.
Notacion: At(B) es el conjunto de todos los 4tomos de B.

Por ejemplo:

@ En P(X), los atomos son los conjuntos unitarios.
© Los atomos de Dy5 son 2y 3.
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Teoremas de representacion

Cardinal de un conjunto

@ X tiene cardinal finito si X = (), o existe n € N tal que se
puede encontrar una biyeccion entre X'y {1,2, ..., n}.

© Si X no es finito, decimos que X es infinito.

© X tiene cardinal infinito numerable si se puede encontrar
una biyeccion entre X y N. En tal caso se dice que X tiene
cardinal Rg.

©Q Si X es infinito y no se puede encontrar tal biyeccion,
decimos que X es infinito no numerable.

© Ejemplos de conjuntos infinitos no numerables: R, P(N) .
Ambos tienen cardinal ¥.
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Teoremas de representacion

Cardinal de P(X)

Los cardinales tiene un orden

O<1<2<..<Ng <Ny <.

@ Si X es finito, entonces P(X) es finito ¢ Cuél es su
cardinal?

@ Si X es infinito, entonces P(X) es infinito no numerable.

Conclusién: Si podemos construir un Algebra de Boole B que
tenga cardinal infinito numerable (0 sea Xg), entonces no
podra existir una biyeccién (ni un isomorfismo) entre By P(X),
para ningun X.
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