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Reticulados y Algebras de Boole

Algebras de Boole

Es una estructura del tipo (B, V,A,”,0,1), donde B es un
conjunto no vacio, y ademas satisface:

@ (B,V,A) es un reticulado distributivo
© Paratodo x € B se tiene

0<x x <1
© para cada x € L, se tiene que

xvx =1, xAXx =0
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Reticulados y Algebras de Boole

Algebra de Boole de conjuntos

Sea X un conjunto.

Entonces (P(X),uU,n,®, 0, X) es un algebra de Boole,

a, b}

0

I{a} {a} {b}
0
P({a}) P({a, b})
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Reticulados y Algebras de Boole

Leyes de de Morgan

Sea (B,V,A,,0,1) un algebra de Boole, entonces se cumple:
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Reticulados y Algebras de Boole

Isomorfismo de Algebras de Boole

Sean (B,V,A,,0,1)y (B',V,A.”,0,1") Algebras de Boole.
Una funcion F : B — B’ se dice un isomorfismo si F es
biyectiva y para todo x, y € L se cumple que
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Reticulados y Algebras de Boole

Comparacion de las nociones de Isomorfismo

Isomorfismo como posets:

x<y <= F(x)<F(y)

Isomorfismo como estructura algebraica:

F(xVvy)=F(x)V'F(y)
F(x Ay) = F(x) N'F(y)
F(x) = (F(x))"
F(0)=0'

F(1) =1
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Reticulados y Algebras de Boole

Equivalencia de las nociones de Isomorfismo

Teorema:

Sean (B,V,A,,0,1)y (B',V,N,”,0",1") Algebras de Boole y
sean (B <)y (B, <') los posets asociados. Entonces una
funcion F : B — B’ es un isomorfismo entre las estructuras
(B,v,\,,0,1)y (L', V,A')" 0',1") siy s6lo si lo es entre los
posets (B, <)y (B, <).
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Reticulados y Algebras de Boole

Cuestion a resolver

Todas las Algebras de Boole vistas (aunque estén camufladas
como Dg 0 Dsg) son en definitiva (via isomorfismo) de la forma
P(X).

O sea, son algebras de conjuntos.

¢ Sera cierto que todas las Algebras de Boole son algebras de
conjuntos?

(En tal caso estariamos en presencia de una abstraccién "poco
abstracta")

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Reticulados y Algebras de Boole

Proximo objetivo: Teorema de Representacion

Toda Algebra de Boole finita B es un algebra de conjuntos.
O sea, existe X tal que

B = P(X)

Pregunta inicial:

¢ Qué objetos juegan el rol de elementos de X?
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