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Escenas de episodios anteriores

= objetivo: estudiar formalmente el concepto de demostracion matematica.
= caso de estudio: lenguaje relativamente sencillo = légica proposicional.

» l6gica proposicional: sintaxis (notacién) y seméntica (significado).

= sintaxis.

simbolos, alfabeto (X), conjunto de todas las cadenas de simbolos >*.
definicién inductiva del conjunto de proposiciones PROP.

principio de inducciéon sobre PROP.

esquema de recursion sobre PROP.

» semantica

tablas de verdad, asignaciones y valuaciones.

lemas de coincidencia y de substitucion.

validez l6gica (= ¢) y consecuencia légica (I' = ¢).
completitud funcional

Deduccién natural

Deduccién natural es una manera de definir formalmente el concepto de demostracion
matematica.

Puede convenir establecer algunas precedencias para evitar escribir todos los parénte-
sis: =, (A, V), = v <. Ademds omitiremos los paréntesis externos de las proposiciones.
Estas convenciones sélo se adoptan a los fines de facilitar la comunicacién entre nosotros,
los paréntesis deberian seguir escribiéndose, sélo que preferimos no verlos.

Por ahora nos limitamos a las conectivas A, — y L que sabemos que conforman un
conjunto funcionalmente completo de conectivos.

i Qué es una demostracién?

Una demostracion matematica habitualmente es una secuencia de argumentos donde
en cada paso se razona a partir de lo que se conoce o se ha asumido y se obtienen nuevos
conocimientos hasta descubrir que se conoce lo que se deseaba demostrar.

Rescatemos esta idea de que hay varios pasos en cada demostraciéon, y que en cada
uno se adquieren nuevos conocimientos a partir de lo que ya se sabia. Esta manera
de adquirir nuevos conocimientos no es arbitraria, debe ser a través de una inferencia
correcta.



Reglas de Inferencia

Estableceremos, pues, reglas de inferencia: mecanismos correctos que permitan
pasar de ciertos conocimientos previamente adquiridos a otros conocimientos “nuevos”.
Cada regla indicard una manera de pasar de conocimientos previamente adquiridos (a
éstos se les llamard premisas de las reglas) a conocimientos nuevos (éste serd uno solo y
se lo llamara conclusién de la regla).

Conjuncién

Por ejemplo, una regla dice que cada vez que uno sepa que las proposiciones ¢ y ¥
son validas, puede concluir que la proposicién ¢ A ¢ también lo es. Escribimos esta regla
de la siguiente manera:

v Y
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pAY
Asi, las premisas de las reglas van sobre la linea horizontal y la conclusion debajo de ella.
Al costado hemos colocado la abreviatura del nombre de la regla, en este caso se llama
introduccion de A porque introduce en la conclusién ese conectivo.
Otra regla dice que cada vez que uno sepa que una proposiciéon de la forma ¢ A es
valida, puede concluir que la proposicién ¢ también lo es. La escribimos asi:

A
LN

¥

Esta regla se llama eliminacion de A porque elimina en la conclusién ese conectivo que
estaba presente en la premisa. Otra regla con el mismo nombre permite concluir :

AN
LELLONG

(8

Recordemos que ¢ y ¥ son meta-variables. No son variables de la légica proposicional
(po, p1, etc) sino que representan proposiciones arbitrarias. Si reemplazamos ¢ y 1 por
proposiciones en alguna de las reglas obtenemos ya demostraciones sencillas:

AT
(Po = p1) A P2 D5 — Do

Do — P1 P2 Po A (ps — D2)
ANE

La primera es una demostracion de que, de la validez de py — p; y la de py se puede
concluir o derivar o inferir la validez de (pg — p1) A p2. La segunda es una derivacién
de p5 — py a partir de py A (ps — p2).

Derivaciones mas interesantes pueden construirse combinando las reglas. El encastre
tiene reminiscencias con el encastre de piezas de un rompecabezas. Sélo se pueden encas-
trar reglas cuando la forma de una premisa de una de ellas coincide con la forma de la
conclusion de la otra. Por ejemplo, la siguiente es una derivacién de (p; — p2) A (—po)

partir de (—po) A (p1 — pa).

(=po) A (p1 — p2) (=po) A (p1 — p2)
NE ANE
D1 — D2 )

(p1 — p2) A (—po)

N




En realidad se puede hacer una derivacion mas general usando metavariables:

A A
P A
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es una derivacién de ¥ A ¢ a partir de ¢ A .

Se repite la frase: esto es una derivacién de ...a partir de .... ;Cémo sabemos
qué va en los puntos suspensivos? En los primeros, va la proposicién que se encuentra
abajo de todo en la derivacion. En los segundos van las proposiciones que no han sido cu-
biertas por lineas horizontales (las “sin techo”). En el dltimo ejemplo hay dos ocurrencias
de proposiciones sin techo: en ambos casos se trata de la proposicion ¢ A 1.

Escribimos

pAY

-D
AN
para decir que D es una derivacién de ¥ A ¢ a partir de ¢ Ay como la del dltimo ejemplo.
Mas generalmente, cuando escribimos

i

2

- D

(8
estamos diciendo que D es una derivacién de ¢ a partir de . Esto significa que en la
derivaciéon D, la proposicién ¢ se encuentra en el lugar de la conclusién (bien abajo), y
que puede haber 0, 1 6 més ocurrencias “sin techo” de la proposicion . Esta notacion
no implica que ¢ sea la inica proposiciéon “sin techo” de D.

A veces no es necesario darle nombre a la derivacion y escribimos directamente

14
(G
Implicacién

Recapitulando, cuando tenemos una derivacion como esa decimos que hemos derivado
1 a partir de ¢. Pero si hemos hecho esto es porque tenemos una demostracién formal
de ¢ a partir de . Intuitivamente, una tal demostracién deberia ser aceptable como
demostracion de ¢ — 1. Podriamos escribir la siguiente regla:

¥
¥
=P

Sin embargo esto tiene un problema: las ocurrencias “sin techo” de ¢ siguen estando “sin
techo”. Si seguimos al pie de la letra lo explicado anteriormente deberiamos decir “la
derivacion que acabamos de escribir es una derivacion de ¢ — ¢ a partir de ¢”. Y eso no
es lo que queremos decir, queremos decir simplemente que es “una derivacion de ¢ — ”.



Por esta razon, esta regla se escribe asi:

[¢]

(0
o=y
Por un lado, hemos agregado el nombre de la regla, es la introduccion de — porque dicho
conectivo aparece en la conclusién. Por el otro, marcamos con corchetes las ocurrencias
“sin techo” de ¢ para indicar que dichas ocurrencias no deben contarse como ocurrencias
“sin techo” cuando miramos la derivacién de ¢ — . A esto se lo llama descargar o

cancelar la hipdtesis .
Por ejemplo, si retomamos el ejemplo de la conmutatividad de la conjuncién, tenfamos

la derivacién A A
e 2R R
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utilizando la nueva regla obtenemos
A\ A
[ Ay AE [ Al
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(e AP) = (v Ay

donde hemos cancelado las dos ocurrencias de la hipdtesis ¢ A 1. El subindice se utiliza
para senalar cual fue la regla que cancel6 dicha hipdtesis, utilizamos el mismo subindice
en la cancelacién y en el nombre de la regla.

La regla de eliminaciéon de — es mas sencilla y resulta familiar. Suele llamarse también
modus ponens:

ANE
N

o Y
(0

No es necesario dar reglas para la negacién, alcanza con definir = como ¢ — L.
Veamos un ejemplo de derivacién que utiliza las reglas del —:

Wls = vh

— F
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1
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(=Y = =)

— I

(p =) = (7¢ = —p)
Hay tres instancias de utilizacion de la regla de introducciéon de —, en cada una de ellas
se cancela alguna hipétesis. Se ha logrado derivar (¢ — ¢) — (=) — =) (“a partir de
nada”). En cambio, si observamos la siguiente subderivacién
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es una derivacién de L a partir de ¢, ¢ — 1 y —); mientras que

=Y
[80]3 ;0 N .
— F
1
— = I3
s

es una derivacion de —p a partir de p — ¢ y ).

Bottom

El conectivo L no tiene regla de introduccién, no hay una manera natural de de-
mostrarlo. Solamente se lo deberia poder demostrar a partir de hipotesis contradictorias,
como en el dltimo ejemplo que vimos. Pero tiene una regla de eliminaciéon que dice que
si se logra inferir L, de ahi puede inferirse cualquier cosa:

L
— 1
¥

Con esta regla puede derivarse por ejemplo ¢ A (—p) — 1.

Reduction ad absurdum

La técnica de demostracién por el absurdo también puede formalizarse. Dice que para
demostrar ¢, bien puedo demostrar que de -y se deriva una contradiccién:

[l

L
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2
Como en el caso de la introduccién del —, la hipdtesis - sin techo se usa solamente para
demostrar el absurdo, pero luego se concluye que ¢ es derivable (“a partir de nada”).
Un ejemplo de demostracién por el absurdo lo proporciona la siguiente derivacion.
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(=Y = —p) = (¢ = 9)
Las derivaciones son arboles

El siguiente ejemplo lo ilustra:
[p Aol [p Al
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