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Un poco de memoria 1/

En esta tercera parte de la materia, hasta ahora vimos:
» Autdmatas Deterministicos, Autdmatas No Deterministicos.
» Expresiones Regulares, Gramdticas Regulares.

» Equivalencias entre todos los formalismos para representar lenguajes
regulares:

GR = NFA = AFD = ER = GR
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Un poco de memoria /1

» Jerarquia de Lenguajes: no todos los lenguajes son regulares.

» Vimos algunos ejemplos que nos resultan interesantes donde
necesitamos lenguajes que no son regulares.

» Bajamos un poco las restricciones: lenguajes libres de contexto (mds
expresividad).

» Gramaticas Libres de Contexto.
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Lenguajes Libres de Contexto

» Hemos visto una forma de representar lenguajes libres de contexto
(gramaticas).

» Para lenguajes regulares, habia varios formalismos (algunos
relacionados con la teoria de maquinas abstractas).

» Podemos pensar que hay otros formalismos para representar lenguajes
libres de contexto.

» Vamos a ver un tipo particular de autématas: Autématas con Pila (o
en inglés, pushdown automata).
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Autdmatas con Pila

» Un Autémata con Pila, es un autémata finito que posee control sobre
una pila.

» Es decir, solo puede “leer”, “poner” o “sacar” el primer elemento.

» Dado el estado actual del autémata y el primer elemento de la pila,
un simbolo de input nos llevard (posiblemente en forma no
deterministica) el estado siguiente y a la modificacién que se debe
hacer en el primer elemento de la pila.

Parte Ill: Lenguajes y Autématas Introduccién a la Légica y la Computacién 5/14



Autématas con Pila - Aceptacién de una cadena

» Diremos que una cadena es aceptada por pila vacia por el autémata
con pila si cuando la aplicamos obtenemos una pila vacia.

» Diremos que una cadena es aceptada por estado final por el autémata
con pila si lleva el estado inicial a uno final.

» Los lenguajes aceptados por los autématas con pila (tanto los
aceptados por pila vacia o por estado final) son los mismos que los
aceptados por las graméticas libres de contexto e incluyen
estrictamente a los lenguajes regulares.
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Autématas con Pila - Ejemplo 1/

Consideremos el siguiente lenguaje L (no regular, demostrar con Pumping
Lemma) sobre el alfabeto ¥ = {0, 1, c}:

L={acal|aec(0+1)},
donde .® indica la reversa de una cadena.

Sin embargo, es un lenguaje libre de contexto generado por la gramatica

S 050|151 c.

Vamos a mostrar un autémata con pila cuyo lenguaje por pila vacia es L.
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Autématas con Pila - Ejemplo [/

> Los simbolos de input serdn 0, 1y c.

» Consideremos dos estados g1 y g2 y que en la pila se pueden apilar
tres tipos de objetos: rojos (R), verdes (V) y azules (A).

» Apilamos un elemento R para indicar el comienzo de la pila.

» Usamos la pila como “memoria”: cada vez que el input es 0, apilamos
una A, cada vez que es un 1, apilamos una V (sin cambiar el estado
inicial).

» Cuando ingresa el input ¢, cambiamos de estado para indicar que
tenemos que empezar a leer el final de la palabra.

» Ahora deberemos desapilar convenientemente, de tal forma que si
después de ¢ viene off la pila quede vacia.

» El dltimo movimiento, un movimiento ¢, se define de la siguiente
manera: si estamos en el segundo estado y la pila muestra el R, se
saca el R.
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Autématas con Pila - Ejemplo 11/

Resumiendo: el autdmata tendrd las siguientes reglas:
1. Comenzamos en el estado g1 y con R en la pila.

2. En el caso en que el estado es g; el autédmata actia de la siguiente
manera. Si se ingresa el simbolo de input 0, agregamos a la pila una
A. Si el simbolo de input es 1 agregamos una V. En ambos casos el
estado permanece en g;. Si la entrada es ¢ pasamos al estado g> y la
pila no cambia.

3. En el caso en que el estado es g» el autdmata actiia de la siguiente
manera. Si se ingresa el simbolo de input 0 y el primero de la pila es
A, se retira el primer elemento de la pila (es decir la A). Si el simbolo
de input es 1 y el primero de la pila es V, se retira el primer elemento
de la pila. Si el primer elemento de la pila es R, se lo retira sin esperar
input. En todos los casos el estado continda siendo g».

4. En las situaciones no contempladas en los items anteriores, el
autémata no hace nada.
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Autématas con Pila - Definiciéon Formal
Definicion
Un autémata con pila es una 7-upla M = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F), donde:
1. Q es un conjunto finito de estados.
2. X es el alfabeto de entrada.
3. T es el alfabeto de la pila.
4. qo € Q el estado inicial.
. Zy €T el simbolo inicial de la pila.

5
6. F C Q el conjunto de estados finales.
7

L0 QX (ZU{e}) xT — Pr(Q x *), donde Pr(Q x I'*) indica los
subconjuntos finitos de @ x I*.

Observacién: Si tenemos 6(q, a,Z) = {(p, )} esto significa que si el estado
actual es g y el tope de la pila es Z, cuando el input es a el estado del autémata
cambia a p y en la pila se produce el reemplazo de Z por -, quedando el primer
simbolo de v como tope de la pila.
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Autdématas con Pila - Ejemplo

Describamos de manera formal el ejemplo que vimos antes:
M = ({q1,92},{0,1,¢c},{V,A R},d,q1,R,0), donde § estd definida
como:

6(q1,0,X) ={(q1,AX)} d(q1,1,X) = ({a1, VX)}
5(q17 C7X) - ({q2=X)} 6(q2707A) - {(q276)}
5((]2, 1, V) = {(q2a6)} 5(q27€7 R) = {(q2’6)}

X es un simbolo arbitrario de la pila. Las demas transiciones son
4(q,a,2) = 0.

Parte Ill: Lenguajes y Autématas Introduccién a la Légica y la Computacién 11/14



Autématas con Pila - Configuraciones

Dado un autémata de pila, vamos a describir formalmente la situacién
después de consumir (parte de) una cadena.

Definicion
Sea M = (Q,%,T,0,qo, 2o, F) un autémata con pila, una configuracién (o

descripcion instantanea) es una tripla (q,w,?), tal que g € Q, w € X* y
yel*.

Si(q,aw,Zv) y (p,w, B7y) son dos configuraciones, denotaremos
(9,aw,Zy) & (p,w, B7) si (p, B) € 6(q; 3, Z).

(g,a,7v) F* (¢',d,7) si existen (q1,a1,71);---,(Gn, an,yn) tal que
(q’ 377) H (q17 31771) = oo i (qna 3n;’Yn) H (q/a 3/77/)-

Observacion: siempre vale que (q, a,~v) F* (q, a, ).
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Autématas con Pila - Lenguaje Aceptado

Sea M =(Q,%,T,0,qo0, Zo, F) un autémata con pila, definimos:
Definicién

L(M) es el lenguaje de M por estado final si:

L(M) ={w € X" | (qo,w,Z) F* (p,€,7) para algin p € F, v € ["}.

Definicidon

N(M) es el lenguaje de M por pila vacia si:

N(M) ={w € X" | (qo,w, Z) " (p, €, €), para algin p € Q}.
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Autématas con Pila y Gramaticas Regulares

Proposicién

Sea G una gramdtica libre de contexto, existe un autémata con pila M tal
que L(G) = N(M).
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