Relaciones

Relacién de Orden Parcial

Una relacion de orden parcial R sobre un conjunto A es una
relacién que satisface las propiedades de reflexividad,
antisimetria y transitividad
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Relaciones

Relacién de Orden Parcial

Una relacion de orden parcial R sobre un conjunto A es una
relacion que satisface las propiedades de reflexividad,
antisimetria y transitividad

Notacion: a< benlugarde (a,b) € R

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Relaciones

Relacién de Orden Parcial

Ejemplos:

@ Relacion de orden usual sobre R (0 Z): Si ay b son
nameros, entonces a < b refleja la relacion de orden dada
por la representacion geomeétrica de la recta, salvo que se
diga explicitamente otra cosa.
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Relaciones

Relacién de Orden Parcial

Ejemplos:

© Relacion de orden usual sobre R (0 Z): Siay b son
nameros, entonces a < b refleja la relacion de orden dada
por la representacion geomeétrica de la recta, salvo que se
diga explicitamente otra cosa.

© La relacion definida por a < b siy sélo si adivide a b
(sobre N) es una relacion de orden. También utilizamos
alb.
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Relaciones

Relacién de Orden Parcial

Ejemplos:

@ Relacion de orden usual sobre R (0 Z): Si ay b son
nameros, entonces a < b refleja la relacion de orden dada
por la representacion geomeétrica de la recta, salvo que se
diga explicitamente otra cosa.

© La relacion definida por a < b siy sélo si adivide a b
(sobre N) es una relacion de orden. También utilizamos
alb.

© X < Ysiysolosi X C Y (sobre P(A)) es una relacion de
orden

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Relaciones

Diagramas de Hasse

Definicion de la relacién cubrimiento

Sea A un conjunto y < un orden parcial sobre A. Sean a, b A
elementos distintos. Decimos que b cubrea asia< by no
existe c distintode ay btalquea<cyc<b.
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Relaciones

Diagramas de Hasse

Definicion de la relacién cubrimiento

Sea A un conjunto y < un orden parcial sobre A. Seana, b e A
elementos distintos. Decimos que b cubrea asia< by no
existe c distintode ay btalquea<cyc < b.

Definicion de Diagrama de Hasse

Consiste de puntos llamados vértices que representan los
elementos del conjunto y de arcos o0 segmentos ascendentes
que unen pares de vértices de la siguiente manera:

a esta conectado con b mediante un arco ascendente si y sélo
si b cubre a a.

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conjunto Parcialmente Ordenado (CPO o POSET)

Es un par (P, <) donde P es un conjunto y < es un orden
parcial sobre P
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conjunto Parcialmente Ordenado (CPO o POSET)

Es un par (P, <) donde P es un conjunto y < es un orden
parcial sobre P

Ejemplos:
Q@ (R,<)esunPOSET
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conjunto Parcialmente Ordenado (CPO o POSET)

Es un par (P, <) donde P es un conjunto y < es un orden
parcial sobre P

Ejemplos:
Q (R, <) esunPOSET
Q (Z,|) esun POSET
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conjunto Parcialmente Ordenado (CPO o POSET)

Es un par (P, <) donde P es un conjunto y < es un orden
parcial sobre P

Ejemplos:
Q (R, <)esunPOSET

Q (Z,|) esun POSET
Q ({1,2,3,5,6,8},|) es un POSET
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conjunto Parcialmente Ordenado (CPO o POSET)

Es un par (P, <) donde P es un conjunto y < es un orden
parcial sobre P

Ejemplos:

Q (R, <)esunPOSET

Q (Z,|) es un POSET

©Q ({1,2,3,5,6,8},|) es un POSET
Q (P(N),C) esun POSET
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Orden Total o Cadena

Un orden total sobre un conjunto P es un orden parcial < sobre
P que satisface la ley de dicotomia:

paratodoa,be P, a<b o b<a
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Orden Total o Cadena

Un orden total sobre un conjunto P es un orden parcial < sobre
P que satisface la ley de dicotomia:

paratodoa,be P, a<b o b<a

Algunos ejemplos de érdenes totales:

Q@ Elorden<enR
© El orden lexicografico en un diccionario.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Orden Total o Cadena

Un orden total sobre un conjunto P es un orden parcial < sobre
P que satisface la ley de dicotomia:

paratodoa,be P, a<b o b<a

Algunos ejemplos de érdenes totales:

Q@ Elorden <enR
© El orden lexicografico en un diccionario.

Dos ejemplos de érdenes NO total:
Q@ ({1,2,3,5,6,8},]): NO se da 2|3, NI tampoco se da 3|2.
Q (P(N),C): NOseda {1} C {2} NI tampoco se da
{2y c {1}.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P, <) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si paratodo x en P se tiene x < a
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P, <) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si paratodo x en P se tiene x < a

¢ Cuadles de los siguientes tienen maximo y/o minimo?

Q (N, %)
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P, <) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si para todo x en P se tiene x < a

¢ Cuales de los siguientes tienen maximo y/o minimo?
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P,<) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si paratodo x en P se tiene x < a

¢ Cuales de los siguientes tienen maximo y/o minimo?

Q (IV,X)
Q ([0,1),<)
Q ({2,4,6,12,16},])
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P, <) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si paratodo x en P se tiene x < a

¢ Cuadles de los siguientes tienen maximo y/o minimo?

Q (N,

Q ([0,1),<)

Q ({2,4,6,12,16},|)
Q ({2,4,5,6,12},])

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximos y Minimos

(P, <) un POSET

@ aes minimo de P si para todo x en P se tiene a < x
@ aes maximo de P si paratodo x en P se tiene x < a

¢ Cuales de los siguientes tienen maximo y/o minimo?

Q (N,<)

Q ([0,1),<)

Q ({2,4,6,12,16},])
Q ({2,4,5,6,12},])

Q ({{c},{a b}.{a b, c}}, Q)
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximales y Minimales

(P,<)un POSET
@ aes minimal de P si para todo x en P,
x < aimplicaque x = a
@ aes maximal de P si para todo x en P,
a < x implica que a = x
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Maximales y Minimales

(P,<) un POSET
@ aes minimal de P si para todo x en P,
x < aimplicaque x = a
@ aes maximal de P si paratodo x en P,
a < x implica que a = x

¢ Cuales de los siguientes tienen maximales y/o minimales?

Q (V,9)

Q ([0,1),<)

Q ({2,4,6,12,16},])
Q ({2,4,5,6,12},|)

Q ({{c},{a b}.{a,b,c}},C)
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Supremos e infimos

Sea (P,<)unposetysea S C P.

@ ac P sedice cota superior de S si para todo b € S ocurre
que b < a.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Supremos e infimos

Sea (P,<)unposetysea S C P.

@ a < P sedice cota superior de S si para todo b € S ocurre
que b < a.

© ac P sedice cota inferior de S si para todo b € S ocurre
que a<b.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Supremos e infimos

Sea (P,<)unposetysea S C P.

@ a < P sedice cota superior de S si para todo b € S ocurre
que b < a.

© ac P sedice cota inferior de S si paratodo b € S ocurre
que a<b.

© ac P sedice supremo de S si a es una cota superior de S
y para toda cota superior b de S se cumple que a < b.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Supremos e infimos

Sea (P,<)unposetysea S C P.

@ a < P sedice cota superior de S si para todo b € S ocurre
que b < a.

© ac P sedice cota inferior de S si paratodo b € S ocurre
que a< b.

© ac Psedice supremode S si a es una cota superior de S
y para toda cota superior b de S se cumple que a < b.

Q a e Psedice infimo de S si a es una cota inferior de Sy
para toda cota inferior b de S se cumple que b < a.
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Isomorfismo de POSETS

Sean (P, <), (Q,<’) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.

Diremos que f es un isomorfismo si f es biyectiva y para todo
X,y € P, se cumple que

x < y siysolosif(x) <’ f(y)
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Conjuntos Parcialmente Ordenados

Propiedad Fundamental de los Isomorfismos

Lema
Sean (P,<)y (Q, <’) posets. Sea f : P — Q un isomorfismo.

@ Paracada S C P, se tiene que existe sup(S) si y sélo si
existe sup(f(S)) y en el caso de que existan tales
elementos se tiene que f(sup(S)) = sup(f(S)).

© Paracada S C P, se tiene que existe inf(S) siy s6lo si
existe inf(f(S)) y en el caso de que existan tales
elementos se tiene que f(inf(S)) = inf(f(S)).
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