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Determinismo vs. No-determinismo

@ Automata: Modelo matematico de un sistema con entradas y
salidas discretas.

@ Finito: Tiene un nro. finito de estados.

@ Deterministico: En todo momento esta en un solo estado.

1 0

@ Un DFA define un lenguaje.
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Determinismo vs. No-determinismo

@ jQué pasa si permitimos 0, 1 o mas transiciones por simbolo?

0,1
& () ——(>)
—> 40 > 1 > 42

@ ;En qué estado estd el autémata luego de §(qo,0)?

@ El autémata esta en un conjunto de estados al mismo
tiempo.

@ Ya no es deterministico: es no deterministico.
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Definicidn

@ Automata: Modelo matematico de un sistema con entradas y
salidas discretas.

@ Finito: Tiene un nro. finito de estados.

@ No-Deterministico: El autdmata estd en un conjunto de
estados.

Autémata Finito No-Deterministico (NFA)

Un NFA es una 5-tupla M = (@, %, 9, qo, F)) donde:
Q=1{q,q,--,qn} es un conjunto finito de estados.

¥ =A{a,as,...,a,} es un conjunto finito simbolos.
d:Q x X — P(Q) es la funcién de transicion de estados.
go € @ es el estado final.

F C @ son los estados finales.
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Ejemplo

0,1
& () ——(>)
—> 49 > 1 > 42

Definimos M = (Q, X, 0, qo, F):

o Q={q,q,qw} @ 0 esta definida por:

o X ={0,1}. 0 ]
° F={am} = @ | {90, 0} {0}
°

qo es el estado inicial. ¢ 0 {g:}
* @2 @ @
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Procesando el input con no-determinismo

@ En un DFA, cada simbolo transforma un estado en otro.
@ ;Cémo funciona una autémata no-deterministico?

dog

\\ \
\ \

q2 q2
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Transforma en

@ Ahora trabajamos con un conjunto de estados.

Transforma en

Sea M = (Q,%,6,q,F) un NFAy a = ag, a1, ..., a, € 2%
Diremos que o transforma p en ¢ (p = ¢) si existen
qi,---,qn € Q tal que

q1 € 6(p,ap), @2 € 0(q1,a1),--., qr1 € (g, ai), .-,
dn € 5(Qn—17 an—l)a qc 6(Qn7 an)-

@ « puede transformar ¢y en varios estados.
e « genera distintos recorridos desde ¢q.

@ « es aceptada si algiin recorrido llega a un estado final.
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Lenguaje de un NFA
Lenguaje Aceptado por un NFA

Sea M una NFA, el lenguaje aceptado por M (L(M)) es el
conjunto de cadenas aceptadas por el autémata,

L(M) = {a € ¥*| existe p € F tal que ¢y = p}.

Ejemplo:

0,1
& () ——()
—> 40 > 1 > 42

@ ;Cual es el lenguaje del NFA?
@ L(M)={w| w termina en 01}.
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Intuiciones

@ Los NFA son una generalizacién de los DFA.
@ jLos NFA reconocen mas lenguajes que los DFA?
Ejemplo:

1 0
—> 40 > 1

i Caal es el lenguaje del DFA?

L(M) = {w | w termina en 01}.

Los NFA reconocen los mismos lenguajes que los DFA.
Para todo NFA existe un DFA equivalente.

()
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Construccién por Subconjuntos

@ Construyamos un DFA a partir de un NFA.

Construccién por Subconjuntos.

Sea N = (Q, %, 9, qo, F) un NFA. Definimos el DFA
D= (qQ,%, 0, q,F") de la siguiente forma:

° Q' =P(Q)

o Y/ =Y.

o I"'={qd eQ|dnNF+#0}
o ¢ ={q}-

o §(q',a)={pe Q| existe g€ ¢ t.q. ¢ = p} = U,y 0(q; a)

v

@ 0'(¢', a): Estados accesibles a través de a desde cada ¢ € ¢'.
@ Si |Q| = n entonces | Q| = 2™
e No preocuparse: no todos son accesibles.
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Sea D = (.5, 8, ¢), F'):

0 1
0) 0 0 ]
- (1) = {a0} {w, 0} {a)
2)  A{a} 0 {e}
— (3) * {2} 0 )
4 A{w a} |{0 a}{w @}
5) * {9, %} |{w a} {w}
(6) * {q1,q} 0 {@}
(7) * {q0, 1, @2} | {0, a1} {0, 2}

0,1
3—> —~()—
9
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Construcciéon Lazy

e No todos los 2/l estados son necesarios.

@ Podemos ser mas eficientes en la construccién de ).

Construccion Lazy de @’

Data: estado inicial ¢qg, funcién 9, alfabeto X
Result: conjunto de estados
Q < {{q}}:
Q"+ 0;
for ¢ € (Q'\Q") do
for a € X do
‘ Q, — Q, U {quq' 5(% a)};

end

Q// — Q”U {q/}’

end
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Equivalencia entre DFA y NFA

Sea N=1(Q,%,9,q0, F) un NFAy D =(Q',%,8,{q}, F') el
DFA obtenido a partir de /N usando la construccién por
subconjuntos. Para todo av € ¥* y todo ¢’ € @', si ¢ = p'
entonces p’' = {p € Q| existe g € ¢ t.q. ¢ = p}

Sea N=1(Q,%,9,q0, F) un NFAy D =(Q',%,8,{q}, F') el
DFA obtenido a partir de NV usando la construccién por
subconjuntos. Luego L(D) = L(N).

Teorema

Los lenguajes aceptados por los DFA son los mismos que los
aceptados por los NFA.
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Sea N=1(Q,%,0,q0, F) un NFAy D =(Q',%,8,{q}, F') el
DFA obtenido a partir de IV usando la construccién por
subconjuntos. Para todo o € ¥* y todo ¢’ € @, si ¢ = p’
entonces p' = {p € Q| existe g € ¢ t.q. ¢ > p}

Por induccién en |a|.

Casos Base:

|| = 0: Si || = 0 entonces o = € y por def. de —, ¢ = ¢'.
Qv.q. ¢ ={pecQ|3ged tqq— p}

Sea ¢ ={q1,q,---,qn}, luego, ¢; N qi,Vq; € ¢, se sigue que
¢ ={pe@Q|3gedtaqg=pt={q,e, . ..,q} yaquec
transforma todo estado en si mismo.

la| =1: Seaa=acon a € X. Si ¢ % p' entonces

p={pc Q|3qge ¢ tq ¢ p} por definicién de &'
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Paso Inductivo: Sea a = fa con |B| > 1y a € 3. Q.v.q. si

q by p’ entonces p' = {p € Q| existe ¢ € ¢’ t.q. ¢ by Pt
Si ¢ by p’ entonces existe r’ tal que, ¢’ LA P
Por HI, tenemos que

r={re Q| existe ¢ € ¢ t.q. qg r}.
Por el CB donde |a| = 1 tenemos que,
p={pc Q| existerc ' tq. r> p}.

C:Sipep existerecr’ tqr— py, comor € 1, existe ¢ € ¢ tq
qgr, y por lo tanto, qg r S p = q@pde donde se sigue que
p Co{p e Q| existe q € ¢ t.q. q@p}.

D:Sipe{pe Q| existe g€ ¢ t.q. ¢ by p}, existe r € @ t.q.

q LN p. Luego, por Hly CB, r € ' y p € 9/, lo cual prueba la
otra inclusién.
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Sea N=1(Q,%,9,q0, F) un NFAy D =(Q',%,8,{q}, F') el
DFA obtenido a partir de /N usando la construccién por
subconjuntos. Luego L(D) = L(N).

Por el lema anterior sabemos que

¢ S {pec Q| existe g€ ¢ t.q. ¢ p}.

Si instanciamos ¢’ = ¢, entonces tenemos que:

0> {p€ Q| qp-=>phx).

C: Supongamos que o € L(D). Por definicién tenemos que

g~ p'yp € F'. Como p' es estado final, tenemos que

dp € p' tq. p € F. Luego por (x) tenemos que ¢ — p y por lo
tanto aw € L(N).

D: Supongamos que o € L(N). Luego gy = p con p € F. Por (%)
tenemos que p € p’ y que ¢, — p’. Como p € F, p’ € F’, con lo
cual o € L(D).
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Teorema

Los lenguajes aceptados por los DFA son los mismos que los
aceptados por los NFA.

Q.v.q. para todo DFA D (NFA N) existe un NFA N (DFA D) tal
que L(D) = L(N).

@ Sea D=1(Q,>,6, q, F) un DFA, luego, podemos construir un
NFA N = (Q) 275/7 q0, F) donde 5/(Q7 CL) — {5(Q7 a)} Es
evidente que L(D) = L(N).

@ Sea N =(Q, 3,4, qo, F) un NFA. Luego usando la

construccién por subconjuntos podemos construir un DFA Dy
por el Lema 2, sabemos que L(N) = L(D).



Autématas Finitos No-Deterministicos

Entonces, jpara qué sirven? (Hopcroft et al)

Autématas Finitos No-Deterministicos con e-transiciones

Intuiciones

@ Ahora extendamos la definicién de un NFA permitiendo:

o Transiciones mediante el simbolo € (e-transiciones).
e Transiciones espontaneas.

@ Agregan cierto tipo de conveniencia programatica.
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Definicidn

Autémata Finito No-Deterministico con e-transiciones (NFA-¢)
Un NFA-€ es una 5-tupla M = (Q, %, 9, qo, F') donde:

© Q@={q,q,--.,qn} es un conjunto finito de estados.

@ ¥ ={ay,a,...,a,} es un conjunto finito simbolos.

@ 0:Qx (XU{e}) — P(Q) es la funcidn de transicion de
estados.

@ o € @ es el estado final.

@ F C (@ son los estados finales.
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€ €
—>| 40 > 1 >@

Definimos M = (Q, 3,9, qo, F):

o Q={q,q,q} @ 0 esta definida por:

o X ={0,1,2}. 0 ! 5 )

° I'={a}. Qo | {p} 0 0 {a}

@ (o es el estado inicial. Q 0 {qa} 0 {g}
q2 0 0 {g} 0
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Transforma en

Transforma en

Sea M = (Q,%,6, qu, F) un NFA-c y o € ¥*. Diremos que «
transforma p en ¢ (p = ¢) si existen ag, a,...,a, € LU {e}y
qi,..-,qn € Q tal que a = apay ... ay y

IS 5(]77 0’0)7 Q@ < 6(Q17 CLl), <oy G4l S 5(Q27 a’i)7 sy
an S 5(Qn—17 afn—l)a q S 5((]7’&7 an)-

@ Importante:
o ¢ € d(p,a) implica p > ¢, pero,
o p > ¢ no implica ¢ € 6(p, a).
Q . . . . .
@ p — ¢ permite la existencia de e-transiciones.
. a L €a . ae
e Ej.p—qg=p—>q=p—¢q
@ « es aceptada si algln recorrido llega a un estado final.
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Lenguaje de un NFA-¢

Lenguaje Aceptado por un NFA-¢

Sea M un NFA-¢, el lenguaje aceptado por M (L(M)) es el
conjunto de cadenas aceptadas por el autémata,

L(M) = {a € ¥*| existe p € F tal que gy = p}.

0 1 2
€ €

@ ;Cuhal es el lenguaje del autémata?
o L={w|w=0"192% con 0 < 7,0 < 4,0 < k}.

Ejemplo:
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Construccién por Subconjuntos

@ Las e-transiciones no expanden la clase de lenguajes.

Sea M = (Q, 3,6, g, F) un NFA-c y ¢ € (). Definimos la
e-clausura de ¢ ([q]) como

l[q ={pe Q]| q=p}

Para {q1, ..., qr}, definimos

k
(g1, q] = U[%]'

=1

@ Notar que € = ece. ..

e Recordar que ¢ = q.
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Construccién por Subconjuntos para NFA-¢

@ Construyamos un DFA a partir de un NFA-e.

Construccién por Subconjuntos.

Sea N = (@, 3,9, qo, F') un NFA-€¢. Definimos el DFA
D= (Q,%, ¢, q),F") de la siguiente forma:

o @ ={lg,--alla,....q € Q} CP(Q)

o Y/ =Y.
o F"={[q1,---,q]|[qr, -, @] N F #0}.
° gy = [q].

o J'(¢',a) =[{pe Q| existe g€ ¢ t.q. ¢ p}].
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858

0 1
o | {w} 0 D {a}
a| 0 {a} 0 {g}
@ | 0 O {et 0
[0] = 0
[q0] = {q@,q, @}
[(h] = {Q1,CI2}
[QQ] — {CI2}
(g0, 1] =[]
90, 2] =[]
1, 2] = |[a¢]
[QO, q, (12] = [QO]
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Equivalencia entre DFA y NFA-¢

Sea E=(Q,%,0,q0, F) un NFA-~ey D = (@', %, , {q}, F') el
DFA obtenido a partir de F usando la construccién por

subconjuntos. Para todo o € ¥* y todo ¢/ € ', si ¢ = p’
entonces p' = {p € Q| existe g€ ¢’ t.q. ¢ = p}.

Sea E=(Q,X%,0,q0, F) un NFA-~ey D = (Q', %, , {q}, F') el
DFA obtenido a partir de F usando la construccién por
subconjuntos. Luego L(D) = L(FE).

Teorema

Los lenguajes aceptados por los DFA son los mismos que los
aceptados por los NFA-e.
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