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Deduccidon natural

e La clase pasada introdujimos las reglas de inferencia que nos aseguran
que si partimos de premisas vélidas, entonces las conclusiones serdn
vélidas.

e Luego mostramos ejemplos de cémo usarlas para construir
derivaciones.

e Si bien no lo explicitamos, mencionamos que las pruebas podian ser
vistas cémo 4arboles.

e A las hojas (que no estaban entre corchetes) les llamabamos
hipédtesis; y a la raiz, conclusion.



M3as conectivos

e Puesto que el conjunto {A, —, L} era funcionalmente completo
podiamos contentarnos con esos conectivos.

e En esta clase daremos reglas de inferencia para: la doble implicacién
(+»), la disyuncién (V) y la negacién (—).

e ;i Qué tenemos que hacer?

e Reglas de inferencia
o Agregar clausulas en la definicién del conjunto D.
e Extender las funciones concl e hip para los nuevos casos considerados.



La doble implicacién, introducciéon

e Si pensamos que la doble implicaciéon P « @ se codifica como
(P — Q) A (Q — P), entonces no es sorprendente que la regla de
introduccidén sea una combinaciéon de las introducciones de — y de A:

Pl Q)
o
“PoqQ O

e Recordemos que las hipétesis que podemos descargar son P en el
sub-arbol de la izquierda y () en el sub-arbol de la derecha.

e NO podemos descargar P en el sub-arbol de la derecha.

e NO podemos descargar () en el sub-arbol de la izquierda.



La doble implicacién, eliminaciéon

e ;Cudntas reglas habra para eliminar la doble implicacién?
e Puesto que lo codificamos como una conjuncién, tendremos dos
reglas de eliminacién:
P P+ Q P+
9) — F @ iz @ —~ F




La disyuncién, introduccién

e La disyuncién es el dual de la conjuncién: mientras que para
introducir una conjuncién necesitamos pruebas de ambos términos,
para la disyuncién nos alcanza con uno.

e Por ello tenemos dos reglas de introduccién:

P, Q
PVvQ PvQ
e ; Cudntas reglas de eliminacién de la disyuncién habra?

I VI



La disyuncién, eliminacién

e Teniendo en cuenta la dualidad entre A y V es esperable tener una
Unica regla de eliminacién de la disyuncién.

e Pero, cédmo podemos usar una disyuncién PV Q7

e Si suponiendo P podemos concluir R y si suponiendo () también
podemos concluir R, entonces podemos concluir R a partir de
cualquiera de las dos:




La disyuncién, eliminacién

e La regla de eliminacién de la disyuncién muestra cémo probar por
casos R:

e por un lado podemos suponer P para probar Ry por lo tanto en el
segundo sub-arbol podemos descargar P;

e por otro lado podemos suponer () para probar R, consecuentemente
descargamos () del tercer sub-arbol.

e PERO no podemos descargar NI P NI @ en el primer sub-arbol, no al
menos al usar esta regla!



La negacién

e Las reglas de la negacién son muy faciles de comprender si pensamos
en cémo la habiamos definido en términos de — y L:
e Introduccién:
[P]
e
e Eliminacién:
P -P

1 ~k



Ejemplos de derivaciones con los nuevos conectivos

e {PVQ,-P}FQ
e (((P—=Q)— P)— P)+ (PV~-P)
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El conjunto de derivaciones

Al conjunto de derivaciones D le agregamos algunas clausulas:

[P] (@]
(<> 1) Si - €Dy . €D, entonces
Dy Q Do P
[P] Q]
Dy Q Dy P €D
— 1
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El conjunto de derivaciones

Al conjunto de derivaciones D le agregamos algunas clausulas:

(«<» E) Si p, P €Dy p, P;Q € D, entonces
DlJED Dy P;Q €D
0 )
(< E)Si p €Dy p, P;Q € D, entonces
Dy Depl, D
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El conjunto de derivaciones

Al conjunto de derivaciones D le agregamos algunas clausulas:

b 7]

(—I) Si : € D, entonces : €D
D D 1
1 —F
-P
(—=E) Si p, . €Dy Do . €D, entonces
P =

Dy
1

: eD
P “E



El conjunto de derivaciones

Al conjunto de derivaciones D le agregamos algunas clausulas:

(VE) Si
_ [P] (@]
D, : €D, . €Dy . €D, entonces
Q D2 R D3 R
[P] Q]
: : : D
Dl D2 D3 S
P
VQ R R VE
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El conjunto de derivaciones

Al conjunto de derivaciones D le agregamos algunas cldusulas:

(VI) Si p . €D, entonces D P €D
P PVQ VI

(VI) Si p . €D, entonces D eD
Q 9 VI

PVQ



Ejemplo de funcién (no tan) recursiva

e La clase pasada habiamos definido concl: D — Prop e
hip: D — P(Prop); la definicidn para concl de las nuevas cldusulas
son faciles y quedan de ejercicio. Veamos las de hip:

[P] @]

LoD ) = hip(D)\{PY) (&)

hip (Dl
P<—>QP 1 U(hip(D2)\ {Q})

nip(Prp D2 plig ) =hip(D)Ukip(Ds) (¢ E)

nip(Pr g D2 plig ) =hip(Dy) Uhip(Ds) (6 E)
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Ejemplo de funcién recursiva

hip ( b ) — hip(D) \ P (~I)

) = hip(D1) U hip(D2) (= E)

T — F
hip (D p = hip(D) (VI)
( b »
[P] Q] hip(Dy)
hip  p : D : D : = U(hip(D2) \ {P}) (VE)
0 pg Pn g VE) U (hip(Ds) \ {Q})
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Pispeando el futuro

Teorema (Correccidn)
SiT+ @, entonces T = Q.

e Recordemos que I' - @ significa que existe una derivacion D tal que
hip (D) CT'y concl (D) = Q.

e El enunciado preciso que probaremos es:
Para toda derivacién D, si hip (D) C T'y concl (D) = @, entonces
I'EQ.

e Para la prueba utilizaremos una induccién en derivaciones.



Pispeando el futuro: completitud

Teorema (Correccién)
SiT = Q, entonces T F Q.
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Como I' = Q, entonces para toda f de I, [Q] y = 1;
por lo tanto no existe f de I' U {—Q}.

Si no existe f de A, entonces A+ 1.

Con el punto anterior y RAA podemos concluir I' - Q.
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