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Semantica

Las asignaciones son funciones en V — {0,1}.

Dada una asignacién f, definimos la semantica [—] ¢: Prop — {0,1}.

Una proposicién P es tautologia si para toda asignacién f, [P] 5 = 1.
Una asignacién f es de I' C Prop, si para toda Q € I, [Q] y = 1.

Decimos que P es consecuencia l6gica de ', I = P, si para toda f
de I', se da que [P] s = 1.



Deduccidon natural

e Necesidad de formalizar los esquemas de razonamiento vilido.

e Reglas de inferencia para construir derivaciones a partir de hipdtesis.

e Definicién por induccién del conjunto D de derivaciones.

e Decimos que () se deduce de I, I" I @, si existe una derivacién D tal
que hip(D) C Ty concl(D) = Q.

e Las reglas sélo nos permiten inferir conclusiones validas a partir de
premisas vélidas: I' - @ implica I' = Q.



El plan de la clase de hoy

Queremos probar I' = P implica I' - P,

Si ' = P, entonces no existe ninguna asignacién de I' U {—P}.
Si no existe f de I'U {—P}, entonces I' U {=P} I L. jEsto es lo
dificil!

Por lo tanto, I' = P por RAA.



InConsistencia

e Un conjunto I' C Prop es inconsistente si I' - 1.
e ;Ejemplos de inconsistentes?
e Un conjunto I' C Prop es consistente si I' I/ L.

e La definicién de inconsistente es equivalente a estas otras.
Sea I" C Prop, T es inconsistente si y sélo si
Existe P € Prop talque ' Py I'—P.
Para toda P € Prop, I' - P.



Consecuencias de inconsistencia

e SiTU{-P}F L, entonces I' - P.
Sea D tal que hip(D) CT U{=P} y concl(D) = L, entonces
construimos la siguiente derivacién: [~P]

D
L hacer el practico
P
e SiTU{P}F L, entonces I' - —=P.



Criterios de consistencia

e ;Como podemos saber si un conjunto I' es consistente?
e Es decir tenemos que ver I' t/ L.

e Para probar que () es consistente (es decir I/ L), usamos la
contra-reciproca de correccién.

e Si existe una asignacién f de I', entonces I" es consistente.
Sea f una asignacién de I' y supongamos I" - L (para llegar a una

contradiccién). Entonces [ L] ; = 1: la contradiccién que buscdbamos.
Por lo tanto ' I/ L.

e {po, 7D1,D2, D3, - - - s D2xk, P24k+1, - - -} €S CONSistente.
e Para ver que un conjunto I' es inconsistente, debemos mostrar I' - 1!



Consistentes maximales

e ;Serd cierta la vuelta del criterio de consistencia?
e Sea I es consistente, jexiste una asignacién de I'?
e ;Por qué es importante esta pregunta?

e Supongamos que I' U {—=P} no tiene una asignacién.
Entonces I' U {—P} es inconsistente: ' U {—=P} - L
Por lo tanto, I' - P.

e Un conjunto I' C Prop es consistente maximal si
para todo A consistente, I' C A implica A =T,

e Pricticamente, A es consistente maximal si no existe @ ¢ A, tal que
A U{Q} siga siendo consistente.



Consistentes maximales

e Los consistentes maximales son cerrados por derivacién: si A es
consistente maximal, entonces A + P implica P € A.

Supongamos P ¢ A, entonces AU {P} I L, de otro modo A no

seria maximal.
Por el ejercicio, sabemos A - —P; entonces A+ L:

PP

T — F
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Consistentes maximales

e Sea A un conjunto maximal, entonces A realiza los conectivos.

@ Para toda P € Prop, P ¢ A siysélosi =P € A.
Si P ¢ A, entonces A - — P, por lema anterior.
® PcAyQeAsiysdlosiPAQ € A.
© Si P € Aimplica Q € A, entonces P — @ € A.
Supongamos P ¢ A, entonces =P € A. -P [Pl

Supongamos P € A, entonces (Q € A, por lo tanto o0 I
® Si P— Q€ A, entonces P € A implica Q € A.
P—-Q P E
—_—
Q
e En los tres casos concluimos que la proposicién estd en A, porque A
es cerrado por derivaciones.

Es muy simple
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Consistentes maximales

e Supongamos que A es consistente maximal.

e Si sabemos que ciertas proposiciones estan en A, entonces podemos
saber que otras también estan.

e Ejemplo: Si P € A, entonces Q — P € A, para todo Q.

e Si T es consistente, entonces pueden existir varios A; y consistentes
maximales tales que I' C A,.

e Ejemplo: () es consistente (jpor qué?) y hay muuchos maximales que
lo contienen.



Existencia de valuacidén

e Sea A consistente maximal, entonces para toda P € Prop
o bien P € A o bien =P € A.

e Si A es consistente maximal, entonces existe una asignacién de A.
Definamos f: V — {0, 1} de la siguiente manera:

fpri=1 sip; €A
fpi=0 sipi € A

Probamos [Q] =1 si y sélo si @ € A, usando induccién en Q.
(At) Por definicién de fy de [—] ¢.
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Existencia de valuacidén

(P — Q) Asumimos [Py =1sii Pe Ay [Q] f =15ii Q € A.
Si [P — Q] f = 1, entonces o bien [Q] s = 1, entonces
QeAyP— Qe
o bien [P] =0, entonces P ¢ A; por lo tanto P € Ay
concluimos P — @ € A.
SiP— Qe A, entonces P € A implica Q € A.
Si P e A, entonces Q € Ay por hi. [P—Q]f=1.
Si P ¢ A, entonces por h.i. [P] ; =0y por lo tanto
[P—Ql;=1
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Existencia de valuacidén

(PAQ) Asumimos [P]f=1si Pe Ay [Q] f=1sii Q € A.
Si [PAQ] =1, entonces tanto [P] y =1 como [Q] s =1,
por h.i. en Pyen @, tenemos P € Ay @ € A, por lo tanto
PAQe€A.
SiPAQ € A, entonces P Ay Q€ A. Porhi.en Pyen
Q, [P]s=1[Q] f =1. Por lo tanto, [PAQ] s = 1.
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Extension a maximales

e Para ver que todo conjunto consistente I tiene una asignacién, lo
extendemos a uno maximal I'*.
Como las proposiciones son numerables, podemos pensarlas dadas por
una lista infinita: Py, Py, P, .. ..

To=T
Cpi1 =TI, sil, U{P}F L
T =T, U{P,} sil, U{P} I/ L
r* = U r,
neN

e Podemos probar que I'* es consistente maximal.



'™ es consistente maximal

e Iy es consistente por hipdtesis.
e Si T, es consistente, entonces I';, 11 es consistente.

e Si I'™ es inconsistente, entonces existe k tal que I'y es inconsistente.
Supongamos I'* = L; la derivacién D que muestra eso tiene
necesariamente finitas hipdtesis no canceladas.

Si hip(D) C T*, entonces hip(D) C T'y, para algtin k. Pero esto es
absurdo, pues mostramos que I'y, es consistente.

e Para ver que es maximal, supongamos que I'* U {@Q} es consistente.
Como (Q aparecia en nuestra lista, digamos en la posicién m,
entonces I';, 11 = 'y, U {Q} es consistente; por lo tanto @ € T'™.
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Recapitulando

Si fesde AyT' C A, entonces f esdeI.

Como corolario de que todo maximal tiene una asignacién, y de

que todo consistente se extiende a uno maximal,

obtenemos que todo conjunto consistente tiene una asignacién.

La contrareciproca de lo anterior nos dice, si no existe asignacién de
I', entonces I es inconsistente.
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Teorema de completitud

Teorema
SiT' = P, entoncesI' - P.
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Supongamos I' = P. Entonces no existe f de I' U {=P}.

Entonces, por criterio de consistencia, I' U {=P} es inconsistente.
Por lo tanto I' - P.



