Parte Il: Légica Proposicional

13 de septiembre de 2017



i Qué es légica (proposicional)?

e La ldgica se entiende, en término generales, como el andlisis de los
razonamientos correctos.

o A fines del siglo XIX y principios del XX, se despierta un interés por
dar bases sélidas a la matematica.

e Para ello se introducen sistemas ldgicos en los que las férmulas y los
razonamiento validos estdn establecidos sin ninguna referencia a
lenguajes naturales.

e De esta manera se puede comprobar la validez de razonamientos por
medios puramente sinticticos.



Ejemplo de razonamiento correcto

e Premisa 1: Si P es un poset finito, entonces P tiene al menos un
maximal.

e Premisa 2: (D32, |) es un poset finito.

e Conclusién: D35 tiene al menos un maximal.



Ejemplo de razonamiento correcto

e Premisa 1: Si un reticulado tiene un sub-reticulado isomorfo a Vs,
entonces no es distributivo.

e Premisa 2: tiene un reticulado isomorfo a Ns.

e Conclusidn: no es distributivo.



El patrén de esos ejemplos

Ambos razonamientos tienen el siguiente esquema:

Premisa 1: Si P, entonces Q.
Premisa 2: P

Conclusién: @



Ejemplo de razonamiento incorrecto

e Si el ADN de una muestra de sangre coincide con el de Santiago
Maldonado, entonces la gendarmeria estd implicada.

e No hay (por el momento) muestras de ADN que coinciden.

e Conclusién (Patricia Bullrich): gendarmeria no estd implicada.



Sintaxis y Semantica

e Para estudiar matematicamente los razonamientos validos debemos
saber representar los mismos de manera matematica. Esto es, definir
un conjunto de proposiciones, la sintaxis.

e Cada proposiciéon la podremos interpretar como cierta o falsa; a esta
interpretacién la llamamos la semantica.

e Lo primero que descubrimos es que los razonamientos demuestran la
validez de una afirmacion a partir de la validez de otras siguiendo
ciertas reglas. Esta nocién se formaliza como pruebas.



El alfabeto

e Asumimos un conjunto numerable V' de variables proposicionales que
representan las afirmaciones mas bdsicas.

A los elementos de V los escribiremos simplemente como pg, p1, - ...

Definimos At =V U {L}, el simbolo L representa la afirmacién “es
falso”. A este conjunto At lo llamamos el conjunto de dtomos.

Las proposiciones seran ciertas palabras construidas sobre el alfabeto:
Y=AtU{-,V,A}U{(,)}.



Palabras

Al conjunto de palabras que se construyen con el alfabeto ¥ lo
denotamos con X*.

Ejemplos de palabras sobre 3 son:

Do A po(p1 (p23 A Do) (-1)

Ejemplos de cadenas que NO son palabras sobre X:

440 r<YyAz AV B

Pero no todas las palabras serdan proposiciones.



Proposiciones

Algunos elementos de 3* representan proposiciones:

p2 p3s (7p3s)  ((—pss) Ap2)

® ..., pero otras no:

Apo(p1 P23 A Dy V p2

e Pero, cédmo definir un sub-conjunto Prop C ¥* que sélo contenga
proposiciones?

En la dltima podemos descubrir la necesidad de utilizar paréntesis.
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Proposiciones

e Ahora daremos una definicién inductiva del conjunto Prop.
¢ € At Si ¢ € At, entonces ¢ € Prop;
(= ¢) Si ¢ € Prop, entonces (- ¢) € Prop;
(p V1) Si ¢ € Propy 1y € Prop, entonces (¢ V ¢) € Prop.
(p A1) Si ¢ € Propy ¢ € Prop, entonces (¢ A ) € Prop.
(¢ — 1) Si ¢ € Propy 1y € Prop, entonces (¢ — 1) € Prop.

e Observacién: podemos unificar las tres tltimas cldusulas usando una
meta-variable [J que puede ser V, A, 6 —:

(¢pd) Si ¢ € Prop y ¢ € Prop, entonces (¢ 1) € Prop.



12

Proposiciones

e ;Cémo sabemos que esas cldusulas definen un conjunto?

e Podemos definir conjuntos cada vez mds grandes:

Propy =At
Prop; =Propy U {(—¢) | ¢ € Propy}
U{(¢Ov) [ ¢,9 € Prop}

Prop.. =Prop,, U{(—¢) | ¢ € Prop,}
U{(¢0v) | ¢, € Prop,}

e El conjunto de proposiciones es la unién de todos esos conjuntos:

Prop = U Prop,,
neN



Proposiciones como TAD

e El TAD apropiado para las proposiciones estd parametrizado por V:
e Constructores:

1L: Prop
Symbol: V — Prop

—: Prop — Prop
: Prop x Prop — Prop
: Prop x Prop — Prop

I > <

: Prop x Prop — Prop

e Ecuaciones:
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Recursion en los naturales

e Si queremos definir una funcién f: N — X de los naturales en algin
conjunto X alcanza con:

n =0 elegir a € X y definir f(0) = q;
n =k + 1 definir f(n) en términos de f(k):
flk+1)=...f(k)...
e Es facil ver que de esa manera tenemos bien definida la funcién f.

e Puesto que Prop también es un conjunto definido inductivamente,
podemos utilizar un esquema semejante.
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Recursién en Prop

e Supongamos ahora que queremos definir una funcién f: Prop — X.

Ahora tenemos muchos casos base: L, pg, p1, ..., P2356.. - - por lo
tanto debemos definir:

_Jx sio=p;

Y tenemos varios casos recursivos, uno para cada conectivo; en el
caso de la negacién:

(=) = ... f(9)...

Para las férmulas de la forma (¢ O ¢2), podemos utilizar la llamada
recursiva tanto en ¢; como en ¢s:

f((010¢2)) = ... f(d1) ... f(d2) ...
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Recursiéon, ejemplos

e Cantidad de conectivos en una proposicién:

con(—): Pmp — N
con(¢) = si ¢ € At
con((- >>= n(@)+1
con((¢p1U¢2)) = con(¢1) + con(¢2) +
e Cantidad de simbolos “(" y “)" en una proposicién:
paren(—): Prop — N
paren(¢) =0 si p € At
paren((—¢)) = paren(¢) + 2
paren((¢1 0 ¢2)) = paren(¢1) + paren(ps) + 2
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Otros ejemplos de recursién

e Sub-férmulas:

sub(—): Prop — P(Prop)
sub(¢) = {gi)} sip e At
sub((=¢)) = sub(¢) U{(=¢)}
sub((¢1 U 2)) = sub(d1) U sub(¢2) U{(¢1 0 ¢2)}

e Sustitucién del simbolo p; por la proposicién :
— [¥/pi]: Prop — Prop
Y osit=]
p; [¥/pi] = { .

pj SiiF]
Ly/pi] =1
(—¢) [/pi] = (= ¢ [v/pi])
(p1 0 o) [W/pil = (o1 [¥/pi] O b2 [¥/pi])
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Induccidn en sub-férmulas

e Asi como podemos definir funciones recursivamente, también
podemos probar propiedades sobre Prop utilizando induccion.
e Para probar que todo ¢ € Prop satisface un predicado A, entonces
alcanza con probar:
¢ € At A(¢), para todo ¢ € At
(=¢) Si A(¢), entonces A((—¢));
(0Lv) Si A(¢) y A(t), entonces A((¢Lv)).
e Notemos que ese principio de induccién es andlogo al principio de
induccién para los naturales.



Induccién, ejemplo

Teorema
Para toda ¢ € Prop, paren(¢) = 2 % con(¢).
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e Antes de intenar probarlo, enunciemos las hipdtesis inductivas que
tendremos a nuestra disposicién:

e Si ¢ = (—¢'), entonces la hipdtesis inductiva vale para ¢’, es decir:

paren(¢’) = 2 * con(¢)

e Si ¢ = (¢p10¢2), ahora disponemos de la hipétesis inductiva tanto
sobre ¢1 como sobre ¢o:

paren(¢py) = 2 x con(¢1) paren(pa) = 2 x con(pz)



Induccién, ejemplo
e Si ¢ € At, es facil
paren(¢) =0 =20 =2 x con(¢p)

e Si ¢ = (= ¢), utilizando la hipétesis inductiva para ¢’ calculamos:

paren((=¢'))
={ definicién }

paren(¢’) + 2
={ por h.i. en ¢'}

(2 % con(¢')) + 2
={distributividad}

2% (con(¢') + 1)
={ definicién }

2 % con((—¢))
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Induccién, ejemplo

e Si ¢ = (¢1 O ¢y), ahora disponemos de la hip. inductiva sobre ¢; y
sobre ¢o.

paren((¢10¢2))
={ definicién }
paren(¢1) + paren(pz) + 2
={ por h.i. en ambas sub-férmulas }
2% con(¢1) + 2 x con(p2) + 2
={distributividad}
2 % (con(¢1) + con(¢z) + 1)
={ definicién }
2% con((¢1 O ¢2))
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