Supremos e Infimos

Sea (P,<)unposetysea S C P.

@ ac P sedice cota superior de S si para todo b € S ocurre
que b < a.

© ac P sedice cota inferior de S si para todo b € S ocurre
que a< b.

© ac Psedice supremode S si a es una cota superior de S
y para toda cota superior b de S se cumple que a < b.

Q ac Psedice infimo de S si a es una cota inferior de Sy
para toda cota inferior b de S se cumple que b < a.
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Isomorfismo de POSETS

Sean (P, <), (Q, <’) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.

Diremos que f es un isomorfismo si f es biyectiva y para todo
X,y € P, se cumple que

x < y siysoélosif(x) < f(y)
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Propiedad Fundamental de los Isomorfismos

Lema
Sean (P,<)y (Q, <) posets. Sea f : P — Q un isomorfismo.

@ Paracada S C P, se tiene que existe sup(S) si y sélo si
existe sup(f(S)) y en el caso de que existan tales
elementos se tiene que f(sup(S)) = sup(f(S)).

© Paracada S C P, se tiene que existe inf(S) si y s6lo si
existe inf(f(S)) y en el caso de que existan tales
elementos se tiene que f(inf(S)) = inf(f(S)).
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Posets Rerticulados

Diremos que un poset (L, <) es un poset reticulado si para
todo a, b € L, existen sup({a, b}) e inf({a, b}).

Notaciéon: aVv b=sup{a,b} aAb=inf{a b}
¢ Cuales de los siguientes posets son reticulados?

<)

(N,

([0,1),<)
({2,4,6,12,24},))
(

(P

{2,4,5,6,12},|)
({a,b,c}, Q)
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Reticulado de divisores de n

Dp = {k e N: k|n}
(Dn, ) es un reticulado
XVy=mem(x,y)
XAy =mcd(x,y)
1 es minimo de D,

n es el maximo de D,
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Reticulado de partes de X

(P(X), C) es un reticulado

AvB=AuUB
ANB=ANB
() es minimo de P(X)

X es el maximo de P(X)
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Propiedades basicas del supremo e infimo

Dado un reticulado (L, <), y elementos x,y,z, w € L, se
cumplen las siguientes propiedades:

Q@ x<xvy

Q xAy<x

QO x<y & xvVy=y & XAy=X,
Q ley de compatibilidad

x<zey<w implican xvy<zvw, XxAy<zAw
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Propiedades fundamentales del supremo e infimo

@ leyes de idempotencia:
XVX=XAX=X
© leyes conmutativas:
XVy=yVx, XAy =YyAX
© leyes de absorcion:
XV (XAY)=X, XA (xVy)=x
Q leyes asociativas:

(xvy)vz=xV(yV2z), (XAYy)ANz=XxAN(YAN2)
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Desigualdades distributivas

XV(ynz)<(xVy)A(xV2)

(XAY)V(xXANZ)<XA(yV2)
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Nocion de Estructura Algebraica

Estructura Algebraica = conjunto con operaciones

Por ejemplo, los nimeros enteros dotados de las operaciones
suma, producto y las constantes 0 y 1 tienen estructura de
Anillo.

Se denota: (Z,+.-,0,1)
Lo importante de la operacién no es el nombre, sino el tipo.
Por ejemplo el tipode + esZ x Z — Z

La estructura esta dada no sélo por las operaciones, sino
también por las propiedades que las mismas satisfacen, en
este caso, la asociatividad, la distributividad del producto
respecto de la suma, etc.
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Reticulado como Estructura Algebraica

Es una tupla (L, Vv, A) que satisface las propiedades:

@ Idempotencia: xVXx=xAX=Xx

© Conmutatividad: xVy=yVvx XAy=yAX
© Absorcion: xV(xAy)=x xA(xVy)=x
Q Asociatividad:

(xVy)Vz=xV(yV2) (XAY)ANZ=XxNAN(YyNZ2)
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Ejemplos

@ No toda estructura del tipo (L, V, A) es un reticulado. Por
ejemplo la estructura (R, +, -) donde + y - son las
operaciones de suma y producto usuales de R no es un
reticulado.

© Por las propiedades fundamentales de supremo e infimo,
un poset reticulado (L, <) puede "mutar" para convertirse
en un reticulado (como estructura algebraica): tomamos la
estructura (L, Vv, A) donde V y A representan al supremo y
al infimo resp.

Parte I: Estructuras Ordenadas Introduccion a la Légica y la Computacion



Existencia dual de un Reticulado

Sea (L, V, A) un reticulado (como estructura algebraica). La
relacion binaria definida por:

X<y<=xVvy=y
es un orden parcial sobre L para el cual se cumple:

xVy=sup{x,y},  xAy=inf{x,y}
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Ejemplos

@ Si X es un conjunto arbitrario, entonces (P(X),U,N) es un
reticulado. La relacion binaria inducida por Uy N es
precisamente la inclusion, pues

A=AUB <« BCA

© Si n e Nentonces (D,, mcm, med) es un reticulado. La

relacion binaria inducida es la de divisibilidad, pues

mem(x,y)=y <= x|y
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