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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

¢, Qué es Ldgica (proposicional)?

@ Laldgica se entiende, en término generales, como el
analisis de los razonamientos correctos.

@ A fines del siglo XIX y principios del XX, se despierta un
interés por dar bases sélidas a la matematica: comienza el
desarrollo de la Iégica matematica.

@ Para ello se introducen sistemas légicos en los que las
formulas y los razonamiento validos estan establecidos sin
ninguna referencia a lenguajes naturales (son objetos
matematicos).

@ De esta manera se puede comprobar la validez de
razonamientos por medios puramente sintécticos.
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Ejemplo de razonamiento correcto

@ Premisa 1: Si P es un poset finito, entonces P tiene al
menos un maximal.

@ Premisa 2: (D5, |) es un poset finito.
@ Conclusién: Dj, tiene al menos un maximal.
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

El patron del ejemplo

El razonamiento tienen el siguiente esquema:

@ Premisa 1: Si pg, entonces p;.
@ Premisa 2: pg
@ Conclusién: py
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Razonamiento incorrecto

@ Premisa 1: Si L tiene un elemento con dos complementos,
entonces L no es distributivo.

@ Premisa 2: No hay elementos en L con dos complementos
@ Conclusién: L es distributivo

Patron del razonamiento incorrecto:
@ Premisa 1: Si py, entonces —p;.

@ Premisa 2: —pg
@ Conclusién: py
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Sintaxis, semantica y nocién de demostracion

Para estudiar matematicamente los razonamientos validos
debemos saber representar los mismos de manera
matematica. El primer paso sera definir un conjunto de
proposiciones: la sintaxis.

Una proposicidn sera una secuencia de caracteres. Por
ejemplo,

(P1 — (p1 vV —p3))

representara una proposicion, pero no representa una
proposicion la secuencia:

(PoV )
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Sintaxis, semantica y nocién de demostracion

Cada proposicion tiene asociado un valor de verdad
(semantica).

Por ejemplo, podemos condicionar el valor de verdad de
(p1V —ps3)

al de p; y p3: la proposicion sera verdadera si y sélo si p; es
verdadera o ps es falsa.

p1 | ps | —ps | (p1V —ps3)
0 1 1

- - O O

0 0
1 1
0 1

—_ O =

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Sintaxis, semantica y nocién de demostracion

Un conjunto de reglas puramente mecanicas nos permitira
definir la nocion de demostracion formal.

Por ejemplo,
Po Po — —P4 +— Hipo6tesis
—P4 +— Conclusién
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Introduccion: ¢qué es la Légica Proposicional?

Sintaxis, semantica y nocién de demostracion

Emergeran dos nociones distintas de "validez" o "verdad":

@ Si p; es verdadero entonces p; V —ps es verdadero
(nocién de verdad dada por la tabla)

@ Silas hipotesis pg y po — —p4 valen, entonces vale la
conclusion —p, (nocion de demostracion)

Pregunta:

¢qué relacién habra entre lo verdadero y lo demostrable?
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

El alfabeto

@ Asumimos un conjunto numerable ) de variables
proposicionales que representan las afirmaciones méas
bésicas.

@ A los elementos de V los escribiremos simplemente como
Po, P1s - - -

@ Definimos At =V U {L}, el simbolo L representa la
afirmacion “es falso”. A este conjunto At lo llamamos el
conjunto de Atomos.

@ Las proposiciones seran ciertas palabras construidas
sobre el alfabeto: ¥ = At U {—,V,A,—=}U{(,)}.
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Palabras

@ Al conjunto de palabras que se construyen con el alfabeto
Y lo denotamos con X*.

@ Ejemplos de palabras sobre ¥ son:
po  Apo(pr  (PzApe)  (—L)
@ Ejemplos de cadenas que NO son palabras sobre ¥:
440 X<YANZ AV B

@ Pero no todas las palabras seran proposiciones.
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Proposiciones

@ Algunos elementos de ¥* representan proposiciones:

P2 P35 (=pss)  ((—pss) A p2)

@ ..., pero otras no:

APo(P1 P23 A—pPg VP2

@ En la ultima podemos descubrir la necesidad de utilizar
paréntesis.

@ Pero, cédmo definir un sub-conjunto Prop C X* que sélo
contenga proposiciones?
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Proposiciones

@ Podemos definir conjuntos cada vez més grandes:
Prop, =At
Prop; =Propy, U{(—¢) | ¢ € Prop,}
U{(¢O%) | ¢,¢ € Propg}

Propy1 =Propy U{(—¢) | ¢ € Prop,}
U{(¢ O ¥) | ¢.¢ € Prop,}

@ El conjunto de proposiciones es la unién de todos esos
conjuntos: Prop = J,cy Prop,,
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Proposiciones

@ Ahora daremos una definicion inductiva del conjunto Prop.
¢ € At Si ¢ € At, entonces ¢ € Prop;
(=) Si¢ € Prop, entonces (- ¢) € Prop;

(o V) Si¢pe Propy 1y € Prop, entonces
(¢ V) € Prop.

(o N1) Si¢p e Propy ¢ € Prop, entonces
(¢ N9) € Prop.

(¢p — 1) Si¢ € Propy ¢ € Prop, entonces

(¢ — o) € Prop.

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Proposiciones

@ Observacién: podemos unificar las tres ultimas clausulas
usando una meta-variable [0 que puede ser V,A 6 —:

[(¢ O )] Si¢ € Propy + € Prop,

entonces (¢ O ¢) € Prop
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Recursion en los naturales

@ Si queremos definir una funcién f: N — X de los naturales

en algun conjunto X alcanza con:
n =0 elegir a € Xy definir f(0) = a;
n = k + 1 definir f(n) en términos de f(k):
flk+1)=...f(k)...

@ Es facil ver que de esa manera tenemos bien definida la
funcion f.

@ Puesto que Prop también es un conjunto definido
inductivamente, podemos utilizar un esquema semejante.

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Recursion en Prop

@ Supongamos ahora que queremos definir una funcién
f: Prop — X.
@ Ahora tenemos muchos casos base: 1, pg, p1, - ..,
Po3s6,- - - POr lo tanto debemos definir:
f(p) = ... sipe At

@ Y tenemos varios casos recursivos, uno para cada
conectivo; en el caso de la negacién:

(=) = 1(9)- .

@ Para las formulas de la forma (¢ O ¢»), podemos utilizar
la llamada recursiva tanto en ¢4 como en ¢-:

f((91 Do) = ... F(1) ... (d2) - ..
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Recursion, ejemplos

@ Cantidad de conectivos en una proposicion:
con(—): Prop — N
con(¢) =0 si¢p € At
con((— ¢)) = con(¢) + 1
con((¢1 O ¢2)) = con(¢q) + con(¢z) + 1
@ Cantidad de simbolos “(” y “)” en una proposicion:

paren(—): Prop — N
paren(¢) =0 si ¢ € At
paren((— ¢)) = paren(¢) + 2

paren((¢1 O ¢2)) = paren(¢1) + paren(¢z) + 2
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Induccién en sub-férmulas

@ Asi como podemos definir funciones recursivamente,
también podemos probar propiedades sobre Prop
utilizando induccion.

@ Para probar que todo ¢ € Prop satisface un predicado A,
entonces alcanza con probar:
¢ € At A(o), para todo ¢ € At;
(= ¢) Si A(¢), entonces A((—¢));
(¢ L) SiA(g)y A(v), entonces A((¢ U v)).
@ Notemos que ese principio de induccién es analogo al
principio de induccion para los naturales.
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Induccién, ejemplo

Teorema Para toda ¢ € Prop, paren(¢) = 2 x con(¢).

@ Antes de intenar probarlo, enunciemos las hipétesis
inductivas que tendremos a nuestra disposicion:
@ Si ¢ = (—¢), entonces la hipétesis inductiva vale para ¢/,
es decir:
paren(¢') = 2 x con(¢')
@ Si ¢ = (¢4 O ¢2), ahora disponemos de la hipotesis
inductiva tanto sobre ¢4 como sobre ¢»:

paren(¢q) = 2 x con(¢q) paren(¢,) = 2 x con(¢z)
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Sintaxis de la Légica proposicional: las proposiciones

Induccién, ejemplo

@ Si ¢ € At, es facil
paren(¢) =0 =2x0=2x% con(¢)

@ Si ¢ = (—¢'), utilizando la hipétesis inductiva para ¢’
calculamos:

paren((—¢'))

= paren(¢') + 2

= (2xcon(¢’)) + 2
=2x(con(¢’) +1)
= 2% con((—¢'))

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Semantica de la Légica Proposicional

Semantica de la Légica Proposicional

Las proposiciones representan afirmaciones, alcanza con
utilizar 2.

Por ejemplo, establecimos que | representaba la
afirmacién falsa.

Para otras, hoy llueve (representada por alguna p;) no
podemos fijar su valor de verdad de una vez y para
siempre.

pi | (=p1)
¢ Cual es el valor de (—py)? 0 1
1 0

En general, el valor de (¢ OJ ¢), dependera del valor de ¢ y
del de .
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Semantica de la Légica Proposicional

Tabla de verdad

@ En una tabla de verdad esa dependencia se hace patente.
@ Cada linea de la tabla de verdad muestra una asignacion
de valores a las variables proposicionales:

Po p1 P2 (=po) ((=po) Ap1) (((=Po) AP1) — p2)

0 0 O 1 0 1
0O 0 1 1 0 1
0O 1 O 1 1 0
1 0 O 0 0 1
o 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0 1
11 1 0 0 1
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Semantica de la Légica Proposicional

Completitud funcional

@ Una funcién 2" — 2 puede describirse con una tabla de
verdad.

@ Dada una funcion F: 2" — 2, ; existe una proposicion ¢ tal
que la tabla de verdad de ¢ sea justamente la funcién F?

Po Pt P2 F(po,p1,p2)

0 0 O 0
o 0 1 1
o 1 O 0
o 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 0
1 1 0 1
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Semantica de la Légica Proposicional

Completitud funcional

@ Un conjunto de conectivos es funcionalmente completo, si
toda funcién 2" — 2 se puede describir como la tabla de
verdad de una proposicion que solo utilice esos
conectivos.
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Semantica de la Légica Proposicional

Semantica

@ Los valores de las columnas que no son variables, quedan
determinados univocamente por los valores que adoptan
las columnas que corresponden a las variables p;.

@ Definiciéon: Una asignacion es una funcion f: vV — 2.

@ Notar que en una tabla de verdad, listamos todas las
asignaciones (cada fila corresponde con una asignacion)
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Semantica de la Légica Proposicional

Semantica

@ Dada una asignacion f, el valor de verdad de una
proposicion se define recursivamente:

[-1¢: Prop — 2
[oidr = fpi
[L]s=0

(=)l =1 - [l
[(¢ A )17 = min([]7, [¥1¢)
[(¢ = ¥)]r = max(1 — []7, [¥]¢)
[(¢ v )]s = max([¢]r, [+1)
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Semantica de la Légica Proposicional

Teorema de Coincidencia

Si f,f': V — 2 coinciden en las variables que ocurren en ¢,
entonces [¢]s = [¢] ¢

La prueba es por induccién en ¢.

Lema (de sustitucion) Sea f una asignacién, tal que

[¥1]f = [¥2l¢. Entonces [¢[v1/pillr = [9[2/pills-
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Semantica de la Légica Proposicional

Validez

@ La asignacion f satisface ¢ si [¢]f = 1.

@ ¢ es una tautologia (o es valida) si es satisfecha por toda
asignacion.

@ Seal C Prop, decimos que f es un modelo de T, si para
toda ¢ € I, f satisface ¢.

@ ; Existe algun modelo de Prop?
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Semantica de la Légica Proposicional

Consecuencia logica

@ Si ¢ es una tautologia, escribimos = ¢.

@ Decimos que ¢ es consecuencia légica de I si todo
modelo de I satisface ¢. Lo escribimos I' |= ¢.

@ Como toda asignacion es un modelo de ), entonces = ¢
es lo mismo que 0 | ¢.
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Semantica de la Légica Proposicional

Consecuencia logica

° = (¢ —9)
@ Sig e, entoncesT [ ¢.

° {¢, (6 =)} E ¥
®  p1.

Teorema: (de sustitucion) Si = (1 <> 12), entonces

FE (6[v1/pi] <> ¢[v2/pi])-
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Nocion de demostracion

Nocién de demostracion

@ Un razonamiento correcto es aquel que partiendo de
ciertas hipdtesis produce nuevos conocimientos.

@ Para asegurarnos que las conclusiones son validas
debemos restringir las formas (las inferencias) en que
producimos las conclusiones a partir de las premisas.

@ Lo que vamos a dar a continuacién es una serie de reglas
de inferencia que nos aseguran que los razonamientos
hechos usando esas reglas (y solo esas) son correctos.

@ Por ahora nos vamos a restringir a los siguientes
conectivos: A, —, L.
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Nocion de demostracion

Reglas de inferencia

@ Representaremos graficamente las reglas de la siguiente
manera:

¢1 ¢2 s ¢n
(4
@ Recordemos que tanto las ¢; como i) son metavariables
que pueden ser reemplazadas por cualquier proposicion.

nombre
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Nocion de demostracion

Reglas para la Conjuncién

@ Siconocemos (las asumimos como hip6tesis o0 ya tenemos
una prueba) ¢ y 1, entonces podemos concluir ¢ A .

@ La regla formal se llama introduccion de la conjuncién:

¢
— Al
one "
@ Un ejemplo concreto del uso de esta regla es la siguiente
prueba:
P P2
P1 A P2 A

@ ;Nos dice esa prueba que p; A po es valido?
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Nocion de demostracion

Reglas para la Conjuncién

@ De saber ¢ A 1 podemos deducir tanto ¢ como .

@ Tenemos entonces dos reglas para utilizar el conocimiento
de una conjuncion.

@ La primera regla se llama eliminacién de la conjuncion:

PNAY
— NE
3 A
@ La segunda regla, que la llamamos con el mismo nombre,
es:
PNAY
—F NE
(4
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Nocion de demostracion

Ejemplos

@ ;Podemos derivar la validez de x a partir de la validez de
¢ (Y AX)?

@ Si decimos que si, debemos poder construir una prueba,
una derivacion, donde podemos usar varias veces las
reglas de inferencia:

A (Y A
) w(?//}\ - X) AE
—x /E
@ A partir de ahora, usaremos la expresion existe una
derivacion de x a partir de ¢ A (¥ A x).
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Nocion de demostracion

Ejemplos

@ ;Podemos construir una derivacion de ¢ A (¢ — 1) a partir
de ¢y (v — ) A x? (Notar que tenemos varias premisas)

(¥ =) Ax
¢ V=Y
oA (=)
@ Tanto en esta prueba como en la anterior, utilizamos la
conclusién de una prueba como premisa para el uso de
otra regla.

NE

N
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Nocion de demostracion

Premisas (hipétesis) y conclusién

@ Llamamos premisas o hipotesis a todas las proposiciones
que no fueron obtenidas como conclusion de una prueba.

@ En el utimo ejemplo, las premisas son ¢y (¢v» — ) A x.

@ Llamamos conclusion a la proposicion que esta en la raiz
del arbol.

@ A veces queremos referirnos a una derivacion de ¢ a partir
de la premisa ¢, entre otras:

¢
: D
(G

@ Entre las premisas de D esta ¢; esto significa que esa
proposicion se ha utilizado 0, 1 o muchas veces (sin
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Nocion de demostracion

Implicacion

@ Si D es una derivacion de v a partir de ¢, entonces D
deberiamos poder obtener una derivacion de ¢ — 1.

@ Pero cuando utilizamos la implicacion (pensemos en el
uso de “si ..., entonces ...”), queremos decir “si
tuviéramos una prueba de ¢”.

@ No queremos obligarnos a tener una prueba de ¢, al
menos hasta que queramos usar la implicacion.

@ Vemos entonces que cuando introducimos la implicacién,
quitamos la carga de la prueba sobre el antecedente.
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Nocion de demostracion

Implicacion

@ Formalmente la regla de introduccion de la implicacion es:

[¢]

Y
o=
@ Aqui hay una diferencia con las anteriores reglas porque
encorchetamos hojas donde esté ¢, si queremos.
@ Esa es la manera en que indicamos que descargamos (0
cancelamos) la hipotesis ¢.

— |
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Nocion de demostracion

[¢ A )4 [¢ A 9]4
o NE 5
YA

(@AY) = (YA P)

E

Al
— /1

@ Como podemos utilizar varias veces la regla — 1,
marcamos con un sub-indice aquellas hipétesis que
cancelamos con cada uso de la regla.

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Nocion de demostracion

Implicacion

@ Laregla de eliminacién de la implicacién (;,coémo puedo
usar una implicacién?) es la conocida modus ponens:

LRI
@ Si definimos —¢ como abreviatura de ¢ — 1, entonces:
[¢ls ¢ —

—E
(0 Y £

L .,

4)
- °

@ En esta derivacion, tenemos que las hipotesis no
canceladas son ¢ — ¢y —.
@ Pero podemos continuar con la derivacién y cancelar

03 zkedalle
Parte Il: ca Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion




Nocion de demostracion

[0]3 [¢ — V4 N
(0 [-¢]2
-

—>I1

(0= 9) = (¢ = =9)
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Nocion de demostracion

Bottom

@ Para L no tenemos regla de introduccién. ¢Por qué?
@ Sin embargo, siempre que tengamos una prueba de L,
podemos concluir lo que se nos antoje: “ex falso

quodlibet”.
1
—— 1lE
¢
@ Ejemplo, recordemos que —¢ es ¢ — L:
" n ¢ — E
= 1E
(4
@ Es decir, podemos construir una derivacion de 1 a partir
de ¢y —¢.
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Nocion de demostracion

Deduccidon natural

@ La clase pasada introdujimos las reglas de inferencia que
nos aseguran que si partimos de premisas validas,
entonces las conclusiones seran vélidas.

@ Si bien no lo explicitamos, mencionamos que las pruebas
podian ser vistas como arboles.

@ A las hojas (que no estaban entre corchetes) les
llamabamos hipotesis 0 premisas; y a la raiz, conclusion.
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Nocion de demostracion

Reduccién al absurdo

@ El uso habitual de reduccién al absurdo es el siguiente:
“para probar ¢, asumi —¢ y llegué a la conclusién 1"

@ La regla “reduccion al absurdo” entonces tendra como
conclusion a ¢ y podremos cancelar todas las veces que
qgueramos a —¢:

[~¢]

L
—— RAA
¢
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Nocion de demostracion

Reduccion al absurdo: ejemplo

@ Sitenemos como premisas —¢ y —) — ¢, entonces
utilizando reduccién al absurdo podremos concluir v

-]z —h) — ¢
5 ~E

1
— RAA
1/} 2

— E
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Nocion de demostracion

Razonamiento correcto sélo en la l6gica clasica

@ Si tenemos como premisa ——¢, entonces utilizando
reduccién al absurdo podremos concluir ¢

¢ [¢]
%

L
—— RAA
b 1

E

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Nocion de demostracion

Mas ejemplos
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Nocion de demostracion

Derivaciones

@ Decimos que v se derivaba de ¢+, .. ., ¢n Si existe una
derivacion con conclusién ¢ y sus hipo6tesis no canceladas
estan entre ¢4,..., ¢n.

@ Paral C Propy vy € Prop, decimos que i se deduce de T
si existe una derivacion D tal que las hipdtesis estan
contenidas en I y su conclusién es 1. La notacién que
utilizamos es la siguiente I' - .

@ Si v se deduce del conjunto vacio, @ - 1), entonces

decimos que v €s un teorema. Si vy es un teorema nos
ahorramos de escribir el conjunto vacio: + .
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Nocion de demostracion

Derivaciones

@ Sitenemos {¢} I ¢, podemos construir una derivacién
Fo—?

@ Sitenemos {¢ A ¢} F x, podemos construir una derivacion
Fo— (Y —x)?

@ Este tipo de manipulaciones de derivaciones las podemos
expresar como meta-teoremas: Si {¢ A ¢} F x, entonces
¢ = (¥ —X).
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

Definiremos el conjunto de derivaciones, D, como el menor
conjunto que satisface (en varias filminas):

[(Prop)] Si ¢ € Prop, entonces ¢ € D .
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(A1) Si p, ¢ €Dy p, : €D,

entonces D ¢ D> ¢ €D
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(AE) Si ! ¢D,entonces D, ; €D
P ony e
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

[¢]

(= 1) Si . €D, entonces | : €D
D _¥
¢ —

—
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(LE) Si , i €D, entonces D | €D
by o LE
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

- [_‘Qb]
(RAA) Si . €D, entonces :

L
i RAA
¢

€D

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Nocion de demostracion

El conjunto D y sus consecuencias

@ Si quisiéramos justificar que un arbol estd en D, entonces
deberiamos mostrar como lo vamos construyendo a partir
del uso de la regla Prop, utilizando las clausulas que
dimos recién.

@ Eso es demasiado engorroso y no lo haremos
explicitamente, pero tengamos en cuenta que podriamos
hacerlo.

@ Pero entonces, para qué introducir D? ;Qué herramientas
tenemos ahora a nuestra disposicién?
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Nocion de demostracion

El conjunto D y sus consecuencias

@ Por un lado tenemos un principio de definicion de
funciones por recursién.

@ Por otro lado, podemos usar induccién en subderivaciones
para probar que una propiedad es cierta para toda
derivacion.

@ ;Para qué podemos usar ese principio de induccién en
subderivaciones? Para probar la correccidn: es decir
fundamentar nuestro eslogan de que las reglas de
inferencia preservan la verdad.

@ Estoes:sil+ ¢entonces I | ¢.
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Nocion de demostracion

Mas conectivos

@ Puesto que el conjunto {A, —, L} era funcionalmente
completo podamos contentarnos con esos conectivos.

@ En esta clase daremos reglas de inferencia para: la
negacioén (—), la doble implicacién (++) y la disyuncion (V).
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Nocion de demostracion

La negacién

@ Las reglas de la negacion son muy faciles de comprender
si pensamos en como la habiamos definido en términos de
—y l:

@ Introduccién:

@ Eliminacion:
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Nocion de demostracion

La doble implicacién, introduccion

@ Sipensamos que la doble implicacion ¢ <« v se codifica
como (¢ — ) A (¥ — ¢), entonces no es sorprendente
que la regla de introduccidén sea una combinacion de las
introducciones de — y de A:

@ W
Yo,
oY

@ Recordemos que las hipétesis que podemos descargar
son ¢ en el sub-arbol de la izquierda y ) en el sub-arbol de
la derecha.

@ NO podemos descargar ¢ en el sub-arbol de la derecha.
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Nocion de demostracion

La doble implicacién, eliminacion

@ Cuantas reglas habra para eliminar la doble implicacién?

@ Puesto que lo codificamos como una conjuncion,
tendremos dos reglas de eliminacién:

¢ R Y R
— Y E —_—

m 5 E
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Nocion de demostracion

La disyuncién, introduccién

@ La disyunciodn es el dual de la conjuncién: mientras que
para introducir una conjuncién necesitamos pruebas de
ambos términos, para la disyuncién nos alcanza con uno.

@ Por ello tenemos dos reglas de introduccion:

¢ Y
Ve v/ 705\/1# v/

@ Cuantas reglas de eliminacién de la disyuncion habra?
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Nocion de demostracion

La disyuncién, eliminacion

@ Teniendo en cuenta la dualidad entre Ay V es esperable
tener una unica regla de eliminacion de la disyuncion.

@ Pero, cdmo podemos usar una disyuncién ¢ Vv ?

@ Si suponiendo ¢ podemos concluir x y si suponiendo
también podemos concluir y, entonces podemos concluir
x a partir de cualquiera de las dos:

[¢] ¥

OVY X X

VE
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Nocion de demostracion

La disyuncién, eliminacion

@ Laregla de eliminacién de la disyuncion muestra como
probar por casos x:

@ por un lado podemos suponer ¢ para probar x y por lo
tanto en el segundo sub-arbol podemos descargar ¢;

@ por otro lado podemos suponer v para probar x,
consecuentemente descargamos ¢ del tercer sub-arbol.

@ PERO no podemos descargar NI ¢ NI ) en el primer
sub-arbol, no al menos al usar esta regla!
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Nocion de demostracion

Ejemplos de derivaciones con los nuevos conectivos

e {PVQ,-P}FQ
e -PVv-P

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Nocion de demostracion

Derivaciones

@ Decimos que v se deriva de ¢, .. ., ¢n Si existe una
derivacion con conclusién ¢ y sus hipo6tesis no canceladas
estan entre ¢4,..., ¢n.

@ Paral C Propy vy € Prop, decimos que i se deduce de T
si existe una derivacion D tal que las hipdtesis estan
contenidas en I y su conclusién es 1. La notacién que
utilizamos es la siguiente I' - .

@ Si v se deduce del conjunto vacio, @ - 1), entonces

decimos que v €s un teorema. Si vy es un teorema nos
ahorramos de escribir el conjunto vacio: + .
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Nocion de demostracion

Derivaciones

@ Sitenemos {¢} I ¢, podemos construir una derivacién
Fo—?

@ Sitenemos {¢ A ¢} F x, podemos construir una derivacion
Fo— (Y —x)?

@ Este tipo de manipulaciones de derivaciones las podemos
expresar como meta-teoremas: Si {¢ A ¢} F x, entonces
¢ = (¥ —X).
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

Definiremos el conjunto de derivaciones, D, como el menor
conjunto que satisface (en varias filminas):

(Prop) Si ¢ € Prop, entonces ¢ €D.
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(A1) Si p, ¢ €Dy p, : €D,

entonces D ¢ D> 1/) €D
— Al
¢ N
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(AE) Si ! ¢D,entonces D, ; €D
P ony e
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

[¢]

(= 1) Si . €D, entonces | : €D
D _¥
¢ —

—
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

(LE) Si , i €D, entonces D | €D
by o LE
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Nocion de demostracion

El conjunto de derivaciones

- [_‘Qb]
(RAA) Si . €D, entonces :

L
i RAA
¢

€D
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Nocion de demostracion

El conjunto D y sus consecuencias

@ Si quisieramos justificar que un arbol estd en D, entonces
deberiamos mostrar como lo vamos construyendo a partir
del uso de la regla Prop, utilizando las clausulas que
dimos recién.

@ Eso es demasiado engorroso y no lo haremos
explicitamente, pero tengamos en cuenta que podriamos
hacerlo.

@ Pero entonces, para qué introducir D? ;Qué herramientas
tenemos ahora a nuestra disposicién?
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Nocion de demostracion

El conjunto D y sus consecuencias

@ Por un lado tenemos un principio de definicion de
funciones por recursién.

@ Por otro lado, podemos usar induccién en subderivaciones
para probar que cierta propiedad es cierta para toda
derivacion.

@ Para qué podemos usar ese principio de induccion en
subderivaciones? Para probar la correccidn: es decir
fundamentar nuestro eslogan de que las reglas de
inferencia preservan la validez (que si lo recuerdan lo
denotabamos como ().
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Nocion de demostracion

Ejemplo de funcién (no tan) recursiva

@ Definamos ahora mismo una funcién concl: D — Prop,
que dada una derivacion dice cual es la conclusion de esa

derivacion:
concl(¢) = ¢ (Prop)
concl(D1 ¢ Do ¢ >=¢A¢ (AD)
oAy Al
concl (D, ; =¢ (AE)
(Pone )
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Nocion de demostracion

Ejemplo de funcién recursiva

@ Definamos ahora mismo una funcién hip: D — P(Prop),
que dada una derivacion dice cuales son las hip6tesis no
canceladas de la derivacion:

hip(¢) = {¢} (Prop)

hip (P D2y ) = hip(D1) U hip(Dy) (A1)
SN Al

hip (P bRy AE) — hip(D) (AE)
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Nocion de demostracion

Ejemplo de funcién recursiva

(6]
hip (p : ) = hip(D)\ {6} (=)
PR — 1
hp(Dr g D2yl %E) — hip(Dy) Uhip(D;)  (— E)
%
hip (D N ) = hip(D) (LE)
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Nocion de demostracion

Lo que sigue: correccién

Teorema: Correccion

Silk Q, entonces I = Q.

@ Recordemos que I' - Q significa que existe una derivacion
D tal que hip(D) C 'y concl (D) = Q.

@ El enunciado preciso que probaremos es:
Para toda derivacion D, si hip (D) C 'y concl (D) = Q,
entonces I' = Q.

@ Para la prueba utilizaremos induccion en derivaciones.
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Nocion de demostracion

Luego: completitud

Teorema: Completitud

SiT = Q, entonces T + Q.

@ Como I = Q, entonces para todo modelo fde I, [Q]; = 1;
@ por lo tanto no existe modelo de ' U {— Q}.

@ Sino existe modelo de A, entonces A L.

@ Con el punto anterior y RAA podemos concluir I' - Q.

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Nocion de demostracion

Repaso: Semantica

@ Una asignacién f : V — 2, induce la semantica
[—1¢: Prop — 2.
@ La asignacion f satisface la férmula ¢ si [¢] = 1.
@ fesmodelode " C Prop, siparatoda vy €T, [¢]f = 1.

@ ¢ es consecuencia logica de I si todo modelo de I
satisface ¢.
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Nocion de demostracion

Repaso: Deduccién natural

@ Construccion de pruebas usando reglas de inferencias.

@ Definicion por induccion del conjunto D de derivaciones.

@ ¢sededucedel, It ¢, si existe una derivacion D tal que
hip(D) C T'y concl(D) = ¢.

@ Pero, realmente las reglas nos permiten concluir
proposiciones verdaderas a partir de hipétesis
verdaderas?
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Teorema de Correccion

Derivabilidad y contra-ejemplos

@ De los siguientes pares de afirmaciones ¢ cuales son
correctas?

{po.pi} P2 {po.p1} /P2
L KL

@ Y de estos pares que siguen, cudles son correctos?

{po,p1} E P2 {Po,P1} = P2
=1 L
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Teorema de Correccion

Derivabilidad y contra-ejemplos

¢, Coémo podemos probar o refutar las anteriores
afirmaciones?

Las segundas afirmaciones (aquellas que hablan de
modelos) las podemos comprobar rapidamente
construyendo las tablas de verdad.

En cambio, para verificar la validez de una las primeras
afirmaciones debemos o bien construir una derivacion,

0 bien mostrar que no existe ninguna derivacion con la
conclusion esperada y las hipétesis permitidas.

Por ejemplo, como podemos estar seguros que no
podemos concluir L utilizando una regla de eliminacién o
RAA?
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Teorema de Correccion

Correccidén

@ Como la validez de las formulas esta dada por su
semantica, entonces podemos utilizar la nocion de |~ para
expresar la correccion.

@ Una derivacion D € D con hip(D) C T'y concl(D) = ¢ es
correcta si todo modelo de I satisface ¢.

@ Nuestro trabajo sera mostrar que toda derivacién es
correcta.
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Teorema de Correccion

Derivabilidad y contra-ejemplos

@ Volviendo a las pregunta del principio, suponiendo
correccién, como podemos usar

{po:pi} P2 Y L

para concluir

{po,p1} t/ P2 y 7L
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Teorema de Correccion

Derivabilidad y contra-ejemplos

@ Si suponemos que existe una derivacién para
{po, p1} F p2, entonces para toda asignacion f de {py, p1},
tendriamos [po]f = 1.

@ Sin embargo la siguiente asignacion es un contraejemplo:

fpo =1
fp =1 fpj=0 paraj > 1

@ Por lo tanto, estamos en una contradiccién y la derivacion
que supusimos no puede existir.
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Teorema de Correccion

Teorema de correccién

@ Para probar este teorema usaremos induccion en
sub-derivaciones, para ello establecemos el siguiente
predicado A sobre derivaciones.

@ Sea p ., entonces A(D) vale si y sdlo si

“para todo I tal que hip(D) C T, sedarl = ¢".
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Teorema de Correccion

Teorema de correccién

@ Por ejempilo, si D es la derivacion
A(D) vale.

oY AE , entonces
¢
Tomemos I tal que ¢ A ¢ € T, comprobemos I = ¢.

@ Para ello tomemos un modelo f de I' y verifiquemos
[olf = 1.

@ Como fesmodeloly ¢ Ay €T, entonces [¢ A Y] =1,
por lo tanto [¢]; = 1.
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Teorema de correcciéon

Teorema Si[ - Q, entonces ' = Q.

(Prop) Sea D la derivacion P ysea {P} CT,es
inmediato I' = P.

(AE) Sea Dladerivacion D' p |
P
Puesto que D’ es la subderivaciéon de D, entonces
podemos asumir la hipétesis inductiva para D’:
para todo ' O hip(D’), se da
MsPAQ.

Para mostrar A(D), tomamos I' O hip(D) y
probamos I' = P. Sea f una asignacion arbitraria
de T, veamos [P]; = 1.

NE

Como hip(D) = hip(D'), para I' tenemos
= PAQ,esdecir [PAQ]s=1. Delo cual
concluimos [P]; = 1.



Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

(Al) Sea D la derivacion D P D> Q , veamos
PAQ o
A(D).
Asumimos la h.i. tanto para Dy como para D»

Seal D hip(D)y sea f una asignacién de I'.
Como hip(D;) C hip(D) C T, tenemos, aplicando
la h.i. en Dy, [P]s = 1Y, andlogamente usando la
h.i. en D, sabemos [Q]; = 1. Por lo tanto,
tenemos [P A Q] = 1.
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Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

[P]

(— 1) Sea D la derivacion s

_Q

P—Q

En este caso asumimos que la h.i. vale para D':
para todo " D hip(Dy), ' = Q.

—
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Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

(— 1) Tomemos I D hip(D) y f una asignacion de T,
probemos [P — Q] = 1, es decir
max(1 — [P]s, [Q]s) = 1.
Como hip(D) = hip(D') \ {P}, que f seade I no
nos dice nada sobre el valor de [P]. Si [P]; =0,
entonces
max(1 — [P]s, [Q]f) = max(1 — 0, [Q]f) = 1.
El otro caso es si [P]s = 1; pero ahora f es una
asignaciéon de I' U { P}; usando la hipotesis
inductiva en D', con I" = I U { P}, deducimos
[Q]s = 1. De lo cual concluimos
max(1 — [P]s, [Ql¢) = max(1 — [P]¢, 1) =1.

Parte Il: Légica Proposicional Introduccion a la Légica y la Computacion



Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

(- E) Sea Dladerivacion D1 p D2 p "

S E
En este caso asumimos la h.i. sobre Dy y sobre
D-.

Seal D hip(D), entonces I' O D;. Sea f una
asignacion de T'; por h.i., entonces [P]; =1y
también [P — Q]; = 1.

Es decir 1 = max(1 — [P]s, [Q]f) = max(0, [Q]¢);
por lo tanto, [Q]; = 1.
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Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

[=P]
(RAA) Sea D la derivacion D

L
P RAA

Ahora podemos asumir la h.i. para D':
paratodo ' D hip(D'), I |= L |
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Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

(RAA) SeaTl D hip(D') \ {—P} y sea f una asignacion de
. Veamos [P]; = 1.

Supongamos que para toda f de I, tenemos
[P]s = 0. Es decir, [-P]s = 1; por lo tanto f es de
ru{-P}.

Eso nos permite utilizar la h.i. sobre D' y concluir
[L]f = 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
se debe dar [P]; = 1.
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Teorema de Correccion

Teorema de correccion, cont.

(LE) Sea D la derivacion D' L
En este caso asumimos la h.i. sobre D'.
Sea T D hip(D), entonces I' 2 hip(D’). Sea f una
asignacion de T'; por h.i., entonces [ L] = 1.

Lo utimo es absurdo y facilmente podemos
concluir [P]f = 1.
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Teorema de Correccion

@ Ahora podemos probar t/ L: Supongamos que - L,
entonces para toda asignacioén f tenemos [L]; = 1 por
correccion. Pero eso es absurdo; por lo tanto no existe
derivacion con conclusién L y todas sus hip6tesis
canceladas.

@ El meta-teorema de correccion nos asegura que todo
teorema es una tautologia.

@ Pero... sucederd lo reciproco? Es decir, podremos derivar
todas las tautologias?

@ En términos més generales: si = P, entonces I' - P?

@ Es decir, se podran hacer todas las derivaciones de
premisas vélidas a conclusiones vélidas.
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Teorema de Correccion

Semantica

@ Una asignacién f : V — 2, induce la semantica
[—1¢: Prop — 2.
@ La asignacion f satisface la férmula ¢ si [¢] = 1.
@ fesmodelode " C Prop, siparatoda vy €T, [¢]f = 1.

@ ¢ es consecuencia logica de I si todo modelo de I
satisface ¢.
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Teorema de Correccion

Deduccidon natural

@ Construccion de pruebas usando reglas de inferencias.

@ Definicion por induccion del conjunto D de derivaciones.

@ ¢sededucedel, It ¢, si existe una derivacion D tal que
hip(D) C T'y concl(D) = ¢.

@ Pero, realmente las reglas nos permiten concluir
proposiciones verdaderas a partir de hipétesis
verdaderas?
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Teorema de Completitud

El plan de la clase de hoy

@ Queremos probar I' = ¢ implica I - ¢.
@ SiTl & ¢, entonces no existe ningun modelo I' U {—¢}.

@ Sino existe fde ' U{—¢}, entonces ' U {—¢} F L. jEsto
es lo dificil!

@ Por lo tanto, I' - ¢ por RAA.
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Teorema de Completitud

InConsistencia

@ Un conjunto I' C Prop es inconsistente si I - 1.
@ Un conjunto I' C Prop es consistente sil t/ 1.
@ Seal C Prop, I' es inconsistente siy sélo si

Existe ¢ € Proptalque T ¢y I+ —¢.

Para toda ¢ € Prop, T I ¢.
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Teorema de Completitud

Consecuencias de inconsistencia

@ Siru{—¢}+F L, entoncesT + ¢.
@ Sifu{¢}+ L, entonces I - —¢.
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Teorema de Completitud

Criterios de consistencia

@ ;Cdomo podemos saber si un conjunto I' es consistente?

@ Para probar que () es consistente (es decir t/ 1), usamos la
contra-reciproca de correccion.

@ Si existe un modelo I', entonces I es consistente.
Sea f un modelo de ' y supongamos I - L (para llegar a

una contradiccién). Entonces [L]; = 1: la contradiccion
que buscdbamos. Porlotanto ' I/ L.

@ ; {Po,P1,P2,7P3; - - -, Posks "P2xk+1, - - -+ €S CONsistente?
@ Para ver que un conjunto I es inconsistente, debemos
mostrar ' - 1!
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Teorema de Completitud

Consistentes maximales

@ ;Sera cierta la vuelta del criterio de consistencia?
@ Sea I es consistente, ¢ existe un modelo de '"?

@ Supongamos que I' U {—¢} no tiene un modelo.
Entonces I' U {—¢} es inconsistente: ' U {—¢} F L
Por lo tanto, I - ¢.
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Consistentes maximales

@ Un conjunto I' C Prop es consistente maximal si
para todo A consistente, ' C A implica A =T.

@ Practicamente, A es consistente maximal si no existe
¥ ¢ A, tal que A U {¢} siga siendo consistente.

@ Los consistentes maximales son cerrados por derivacion:
si A es consistente maximal, entonces A + ¢ implica
¢ € A.
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Consistentes maximales

@ Sea A un conjunto maximal, entonces A realiza los

conectivos.
1 Paratoda ¢ € Prop, ¢ &€ A siy s6lo si —¢ € A.

2 pe Ay e Asiysolosipny e A.
3.a Si¢ € Aimplicay € A, entonces ¢ — 1 € A.

3.b Si¢ — ¢ € A, entonces ¢ € A implica v € A.
@ En los tres casos concluimos que la proposicion esta en
A, porque A es cerrado por derivaciones.

Introduccion a la Légica y la Computacion
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Consistentes maximales

@ Supongamos que A es consistente maximal.

@ Si sabemos que ciertas proposiciones estan en A,
entonces podemos saber que otras tambii©n estan.

@ Ejemplo: Si ¢ € A, entonces ¢ — ¢ € A, para todo 1.

@ SiTl es consistente, entonces pueden existir varios A; y
consistentes maximales tales que I' C A;.

@ Ejemplo: () es consistente (¢por qué?) y hay muuchos
maximales que lo contienen.
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Existencia de valuacion

@ Sea A consistente maximal, entonces para toda ¢ € Prop
o bien ¢ € A o bien —¢ € A.

@ Si A es consistente maximal, entonces existe un modelo
de A.
Definamos f: V — {0, 1} de la siguiente manera:

fpi=1 sipie A
fpi=0 sipi ¢ A

Probamos [¢]; = 1 siy s6lo si ¢ € A, usando induccion

en .
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Extension a maximales

@ Para ver que todo conjunto consistente I tiene un modelo,
lo extendemos a uno maximal .
Como las proposiciones son numerables, podemos
pensarlas dadas por una lista infinita: ¢g, 1, ¢2, . . ..

fo=T
{Fn SiThU{dn} F L

rn—i-1

CaU{én} siTaU{pntt/ L
M = U T

@ [* es consistente maximal.
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Recapitulando

@ Sifesmodelode Ayl C A, entonces f es modelo de TI'.

@ Todo maximal tiene un modelo y todo consistente se

extiende a uno maximal, por lo tanto todo consistente tiene
un modelos.

@ La contrareciproca de lo anterior nos dice, si I' no tiene un
modelo, entonces I es inconsistente.
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Teorema de completitud

Teorema Si I = ¢, entonces I - ¢.

Supongamos I = ¢. Entonces no existe f de I' U {—¢}.
Entonces, por criterio de consistencia, ' U {—¢} es
inconsistente.

Por lo tanto I' - ¢.
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